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This paper presents a numerical method for multiple scattering problems in two dimen-

sions using a scattering matrix and boundary element method (BEM). We give a new

formulation for the scattering matrix based on a plane-wave expansion and show that

the matrix can be computed using the BEM. The proposed scattering matrix yields an

efficient algorithm for the multiple scattering using the diagonalised representation for the

translation operator. Some numerical examples show that the proposed method can solve

the multiple scattering problem more efficiently than the conventional scattering matrix

without losing the accuracy of the BEM unless the underlying wavelength is not large.

Key Words : Scattering matrix, Multiple scattering, Translation operator, Helmholtz

equation, Boundary element method

1. 緒言

メタマテリアルやフォトニック・フォノニック結晶に代表

される人工材料は通常の物質と異なる波動特性を示すことが

知られており，それらを利用した先進的な波動デバイスの実

現が期待されている (1–3)．

通常，これらは特殊な形状の材料から構成される単位胞を

周期的に配列した構造としてモデル化され，その物理特性は

均質化法により決定される巨視的なパラメータあるいは構造

中を伝搬する波の分散関係 (バンド構造) によって議論され

る．しかし，実際の構造は完全な周期配列ではなく有限な数

の単位胞から構成されるため，そのモデルの近似に伴う誤差

あるいは構造界面の物理現象を解析するためには，多数の散

乱体による多重散乱の解析が必要となる．

境界要素法は外部領域中の散乱問題の有力な数値解法の

一つであり，境界の離散化のみで波の放射を厳密に扱うこと

ができる利点を有する．著者らの研究グループは境界要素法

による散乱解析・固有値解析とトポロジー最適化に基づく構

造設計を用いて電磁波クローキング (4,5)，フォトニック結晶

のバンドギャップ最大化 (6)，弾性波モード変換 (7,8)，外部領

域において高い Q値を示す共鳴 (9) などの特異な性質を有す

るデバイスが実現可能であることを示してきた．
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境界要素法は解くべき連立方程式の係数行列が密となるた

めに大規模問題への適用が本来不向きであり，それを解決す

るために高速多重極法 (10,11) や Hマトリクス法 (12) などの

高速アルゴリズムを併用することが一般的である．これらの

アルゴリズムは任意形状の領域に適用可能であり，したがっ

て多数の散乱体から構成される多重散乱問題の解法として

も有効である．しかし，多くのメタマテリアルやフォノニッ

ク・フォノニック結晶が有する幾何学的特徴，すなわち全体

構造を単位構造 (の合同変換) に分割できる特徴を考慮する

と，その単位構造の散乱特性を利用して大規模な多重散乱問

題を小規模問題に置き換える手法が望ましい．

近年，Gimbutas and Greengard(13) は 3 次元 Maxwell 方

程式に支配される多重散乱問題に対して，単位構造の散乱

行列 (S 行列) を境界要素法によって計算し，その後に多体

系の散乱を古典的な多重散乱理論を用いて解く，fast multi-

particle scattering と呼ばれるハイブリッドな解法を提案し

ている．この手法は後に 2次元弾性波散乱問題にも有効であ

ることが示されている (14)．この手法の最大の利点は多体系

の幾何学的操作 (散乱体の並行移動・回転) がサイズの小さ

い行列の代数的操作に置き換わり，この演算は境界要素解析

を要しない点にある．この特徴は散乱体配置の寸法最適化問

題を解く際に特に有用である (15)．
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Incident wave

Fig. 1 Scattering by a single scatterer Ω in R2.

fast multi-particle scatteringは解の多重極展開に基づくア

ルゴリズムであり，したがって高速多重極法と同様にその展

開項数の適切な定め方は周波数に依存する．展開項数をM

とすると 2 次元問題に関する fast multi-particle scattering

に要する計算量は O(M2) であり，特に高周波域では M を

多く取る必要があるために計算コストの増大が問題となる．

Gimbutas and Greengard(13) は低周波・高周波版の高速多重

極法をレベルに応じて切り替えるアルゴリズムを用いてこ

れを効率化しているが，これは最下層のレベルの多重極モー

メントは円筒波展開に基づくそれを用いることを前提とし

ている．一方で，単位構造 (各散乱体) の大きさに対して考

える波が十分に高周波である場合，円筒波展開を経由せず最

下層の多重極モーメントも高周波版のそれを用いることで，

低周波・高周波の多重極モーメントの変換に要する FFTの

計算量 O(M logM)が不要となり，さらなる効率化が期待で

きる．しかしながら，このアプローチのためには Gimbutas

and Greengard(13)と異なる散乱行列の定義が必要であり，こ

れに伴って散乱体の回転の公式なども新たに導出しなければ

ならない．

本研究は diagonal formを用いた高速多重極法 (16) から着

想を得て，Fourier級数の積分表現を利用した新たな散乱行

列 (高周波散乱行列) を定義し，それに基づく 2次元領域中

の多重散乱問題の数値解析法を提案する．まず，散乱場の円

筒波展開 (多重極展開) による古典的な散乱行列 (低周波散

乱行列) の定義と，その積分表現 (平面波展開) による散乱行

列の定義について述べる．これらの散乱行列は境界要素法を

用いて容易に計算でき，また散乱体の回転は散乱行列に対す

る線形代数的操作に対応することを示す．次に，それぞれの

散乱体周辺の場の展開中心の変更 (Grafの加法定理) を施す

ことで，未知の展開係数に関する連立方程式が得られる．こ

こで，高周波散乱行列を用いた場合，展開中心の変更に対応

する演算が対角行列とベクトルの積となり，低周波散乱行列

に対するそれと比べて計算量を低減できることを示す．最後

に，2つの散乱行列を用いた多重散乱解析について，その計

算精度と計算時間を数値的に検証する．

2. 単体による散乱

2.1. 境界値問題

Fig. 1のように 1つの散乱体 Ωが 2次元空間 R2 内に置か

れた領域について，角周波数を ω とする入射波 uin の Ω に

よる定常散乱問題を考える．ここで，時間依存を e−iωt とす

る全波動場の複素振幅 u は次の境界値問題に支配されると

する．

∇2u(x) +
ω2

c2
u(x) = 0 x ∈ R2 \ Ω (1)

∇2u(x) +
ω2

ĉ2
u(x) = 0 x ∈ Ω (2)

u(x) := u|+(x) = u|−(x) x ∈ ∂Ω (3)

q(x) := γ
∂u

∂n

∣∣∣∣
+

(x) = γ̂
∂u

∂n

∣∣∣∣
−
(x) x ∈ ∂Ω (4)

Radiation condition for u− uin as |x| → ∞ (5)

ここに，c，ĉ，γ および γ̂ は正の定数であり，|+ と |− は Ω

に対して外向きの単位法線ベクトル nを用いて

u|±(x) = lim
h↓0

u(x± hn(x)) x ∈ ∂Ω (6)

∂u

∂n

∣∣∣∣
±
(x) = lim

h↓0
∇u(x± hn(x)) · n(x) x ∈ ∂Ω (7)

で定義されるトレースを表す．本稿では境界値問題 (1)–(5)

で表されるトランスミッション問題を扱うが，以下の議論を

斉次 Dirichlet，Neumannあるいはインピーダンス問題につ

いて拡張することは容易である．

2.2. 解の積分表現と境界積分方程式

境界値問題 (1)–(5)の解 uに関して，以下の積分表現が成

り立つことが知られている．

u(x) = uin(x)− 1

γ

∫
∂Ω

G(x, y)q(y)dΓy

+

∫
∂Ω

∂G

∂ny
(x, y)u(y)dΓy x ∈ R2 \ Ω (8)

ここに，Gは k = ω/cと第 1種 n次の Hankel関数H
(1)
n を用

いて G(x, y) = i
4
H

(1)
0 (k|x− y|)で表される 2次元 Helmholtz

方程式の基本解である．

さらに，解の積分表現 (8)から得られる次のBurton-Miller

型境界積分方程式は実の ω > 0と虚部が零でない β ∈ Cに
ついて境界値問題 (1)–(5)と等価であることが知られている
(17)．[

1
2
I − D − βN 1

γ

(
S + β

(
1
2
I +D∗))

1
2
I + D̂ − 1

γ̂
Ŝ

](
u

q

)
=

(
uin + β ∂u

in

∂n

0

)
(9)

ここに，S，D，D∗ および N は次式で定義される積分作用
素である．

(Sv)(x) =
∫
Γ

G(x, y)v(y)dΓy (10)

(Dv)(x) =
∫
Γ

∂G

∂ny
(x, y)v(y)dΓy (11)

(D∗v)(x) =

∫
Γ

∂G

∂nx
(x, y)v(y)dΓy (12)

(Nv)(x) = p.f.

∫
Γ

∂2G

∂nx∂ny
(x, y)v(y)dΓy (13)

ここに，p.f.は発散積分の有限部分を表す．また，Ŝ と D̂は
それぞれ S と D の k を k̂ = ω/ĉに置き換えることで定義さ
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れる積分作用素である．β は Burton-Miller法の結合定数で

あり，本研究は β = −i/k を用いる．

2.3. 散乱行列

2.3.1. 円筒波展開による定義

まず，解の積分表現 (8)を用いて散乱場u−uinが円筒波で展

開できることを示す．任意の展開中心 c ∈ R2と |x−c| > |y−c|
を満たす (x, y)について，Grafの加法定理より

G(x, y) =
i

4
H

(1)
0 (k|x− y|)

=
i

4

∞∑
n=−∞

(−1)nOn(x− c)I−n(y − c)

≃ i

4

M∑
n=−M

(−1)nOn(x− c)I−n(y − c) (14)

が成り立つ．ここに，整数M は無限和の打ち切り項数を表

し，その定め方は後述する．また，In と On はそれぞれ n次

の Bessel関数 Jn と H
(1)
n を用いて

In(x) = Jn(k|x|)einθ(x) (15)

On(x) = H(1)
n (k|x|)einθ(x) (16)

で定義される．ここに，θ(x) = tan−1(x2/x1)は xの偏角で

ある．Gの多重極展開 (14)を解の積分表現 (8)に代入し，次

式を得る．

u(x) = uin(x) +

M∑
n=−M

BnOn(x− c) (17)

Bn =
(−1)ni

4

∫
∂Ω

(
−I−n

∂u

∂n

∣∣∣∣
+

+
∂I−n
∂n

u

)
dΓ (18)

さらに入射波 uinを Inで展開し，ある展開係数 (An)
M
n=−M

を用いて

uin(x) =

M∑
n=−M

AnIn(x− c) (19)

で表されるとする．このとき，境界値問題の線形性より，

(An)
M
n=−M 7→ (Bn)

M
n=−M も線形であり，その表現行列を S

とすると

Bn =

M∑
n′=−M

Snn′An′ (20)

と書ける．この S は散乱行列と呼ばれ，以降は行列–ベクト

ル積の表記法を用いて B = SAで表す．

散乱体 Ωが円板かつ cがその中心である場合，S は対角行

列でありその成分は円筒関数を用いて書き表すことができる

が，一般の形状について解析的にその成分を求めることはで

きない．本研究では，式 (19)で与えられる入射波 uin につい

て境界積分方程式 (9)を数値的に解き，得られた解を式 (18)

に基づいて積分することで行列–ベクトル積 B = SAを評価

する．

2.3.2. 平面波展開による定義

前小節では散乱場の円筒波展開に基づき散乱行列を定義

したが，本研究では平面波展開に基づく新たな散乱行列の定

式化を行う．

Fig. 2 Absolute value of each summand in (23)

with k = 10, x = (1, 0)T , and ϕ = 0.

式 (15)で定義した In は次式のように平面波展開できる．

In(x) =
(−i)n

2π

∫ π

−π
eikp(ϕ)·xeinϕdϕ

=
in

2π

∫ π

−π
e−ikp(ϕ)·xeinϕdϕ (21)

ここに，p(ϕ) = (cosϕ, sinϕ)T である．Gの多重極展開 (14)

に式 (21)を代入すると次式を得る．

G(x, y) ≃ i

4

M∑
n=−M

(−1)nOn(x− c)I−n(y − c)

=
i

8π

∫ π

−π
eikp(ϕ)·(y−c)Õ(x− c, ϕ)dϕ (22)

ここに Õ は次式で定義される関数である．

Õ(x, ϕ) =

M∑
n=−M

inO−n(x)e
inϕ (23)

前小節と同様にして式 (22)を解の積分表現 (8)に代入し，次

式を得る．

u(x) ≃ uin(x) +

∫ π

−π
B̃(ϕ)Õ(x− c, ϕ)dϕ (24)

B̃(ϕ) =
i

8π

∫
Γ

(
−(Ĩ(x− c,−ϕ)∂u

∂n

∣∣∣∣
+

(x)

+
∂

∂n
Ĩ(x− c,−ϕ)u(x)

)
dΓ (25)

同様に，式 (19)で表される入射波 uinは式 (21)を用いると

uin(x) =

M∑
n=−M

AnIn(x− c)

=

∫ π

−π
Ã(ϕ)Ĩ(x− c, ϕ)dϕ (26)

Ã(ϕ) =
1

2π

M∑
n=−M

inAne
inϕ (27)

で書き表すことができる．ここに，Ĩ は次式で定義される関

数である．

Ĩ(x, ϕ) = e−ikp(ϕ)·x (28)
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Fig. 3 Real and imaginary parts of Õ(x, ϕ) with

k = 10, x = (1, 0)T , and M = 20.

以上より，関数 Ã, B̃ : [−π, π] → Cの間の線形性から

B̃(ϕ) = (S̃Ã)(ϕ) (29)

となる線形作用素 S̃ を定義できる．数値計算上は [−π, π]
上の関数 Ã，B̃ を区分線形な基底関数 Ni を用いて Ã(ϕ) =∑M̃
i=1 ÃiNi(ϕ)，B̃(ϕ) =

∑M̃
i=1 B̃iNi(ϕ)のように離散化し，S̃

は

B̃i =

M̃∑
j=1

S̃ijÃj (30)

を満たす行列 (高周波散乱行列) として表現する．ここに，自

然数 M̃ は [−π, π]上の基底関数の数を表す．今，cを中心と
する極座標系で uは角度方向に関して 2M +1項の三角関数

で展開されているから，式 (24) と (26) に現れる [−π, π] 上
の積分の評価に用いる台形積分の積分点の数 M̃ はその項数

2M + 1の定数倍程度で十分であると予想される．

関数 Õを定義する式 (23)の右辺の和はM → ∞で発散級
数となることに注意されたい．実際，各項の絶対値をプロッ

トした結果は Fig. 2 のようになり，明らかに n が増大する

にしたがって発散する様子が確かめられる．また，Fig. 3に

M = 20で打ち切った場合の Õを ϕの関数としてプロットし

た結果を示す．この図から，Õ は各点 x で 2π/M 程度の周

期で振動していることが分かり，この結果もまた Fourier級

数が収束しないことを示唆している．この級数の非収束性は

式 (22)において和と積分を交換したことに由来することが

知られている (18)．

2.3.3. 回転

点 cを中心として回転した散乱体の散乱行列と元の散乱行

列の関係を示す．角度 ψで反時計周りに回転した散乱体周辺

の場は座標系の回転を考えることにより

M∑
n=−M

AnIn(x− c)e−inψ +

M∑
n=−M

(SA)nOn(x− c)e−inψ

(31)

(Incident wave)

Fig. 4 Schematic illustration of the coefficient

vectors B(i) and translation of the expan-

sions.

の形で書き表すことができる．よって，対角行列 E(ψ) =

diag(einψ)n を用いると，回転後の散乱行列 S′ は

S′ = E(−ψ)SE(ψ) (32)

となる．

平面波展開の場合についても同様に，回転後の場は∫ π

−π
Ã(ϕ)Ĩ(x− c, ϕ+ ψ)dϕ+

∫ π

−π
(S̃B̃)(ϕ)Õ(x− c, ϕ+ ψ)dϕ

=

∫ π

−π
Ã(ϕ− ψ)Ĩ(x− c, ϕ)dϕ+

∫ π

−π
(S̃B̃)(ϕ− ψ)Õ(x− c, ϕ)dϕ

(33)

で表されるため，式 (29)で定義した散乱行列 S̃ の回転後の

行列 S̃′ は

S̃′ = Ẽ(−ψ)S̃Ẽ(ψ) (34)

となる．ここに，Ẽ は (Ẽ(ψ)Ã)(ϕ) = Ã(ϕ + ψ) で定義され

るシフト作用素である．

周期関数 Aに対するシフト Ẽ(ψ)Ãを [−π, π]上の各積分
点で計算するとき，元の Ã の積分点の間で区分線形基底に

よって補間された値を使うことは計算精度の低下を招くおそ

れがある．そこで，Fourier級数展開を用いて

(Ẽ(ψ)Ã)(ϕ) = Ã(ϕ+ ψ)

=
1

2π

∞∑
n=−∞

ein(ϕ+ψ)

∫ π

−π
Ã(ϕ′)e−inϕ′

dϕ′ (35)

として，右辺の積分を元の積分点上の Ã の値を用いて台形

積分することで精度の悪化を回避する．

3. 多重散乱問題

3.1. 問題設定

Fig. 4のように N 個の散乱体 Ω(i) ⊂ R2 (i = 1, . . . , N)が

配置された空間における散乱について考える．ここで，各散乱
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体の形状およびそれを特徴付けるパラメータ ĉ，γ̂は同一でな

くてもよいとする．ただし，Ω(i)の最小包含円をD(i)として

D(i) ∩D(j) = ∅ (i ̸= j)，すなわち各散乱体が well-separeted

であることを仮定する．

3.2. 低周波散乱行列法

散乱体 Ω(i)の式 (20)で定義される散乱行列を S(i)として，

これを用いた多重散乱問題の解法を示す．最小包含円D(i)の

中心を c(i) ∈ R2 として，散乱問題の解を

u(x) = uin(x) +

N∑
i=1

M∑
n=−M

B(i)
n On(x− c(i)) x ∈ R2 \ ∪Ni=1D

(i)

(36)

で表現する．ここで，中心 c(j)周りの円筒波展開B
(j)
n On(x−

c(j))を別の展開中心 c(i)の周りで展開し直すことを考える．こ

れは高速多重極法におけるM2L公式と等価であり，|x−c(i)| <
|c(i) − c(j)|であるとき，すなわち c(i) の十分近傍で Grafの

加法定理により次式を得る．

B(j)
n On(x− c(j)) =

 M∑
n′=−M

T
(ij)

nn′ B
(j)

n′

 In(x− c(i))

=
(
T (ij)B(j)

)
n
In(x− c(i)) (37)

ここに，行列 T (ij) は次式で定義され，translation行列と呼

ばれる．

T
(ij)

nn′ = On′−n(c
(i) − c(j)) (38)

これら展開係数 B(i) とその展開中心の移動の様子は Fig. 4

に描かれる．式 (37)を式 (36)に代入し，x ∈ R2 \ ∪Ni=1D
(i)

かつ |x− c(i)| < |c(i) − c(j)|を満たす xに関して次式を得る．

u(x) = uin(x) +

M∑
n=−M

B(i)
n On(x− c(i))

+
∑
j ̸=i

M∑
n=−M

(
T (ij)B(j)

)
n
In(x− c(i)) (39)

入射波 uin を c(i) 周りで

uin(x) =

M∑
n=−M

α(i)
n In(x− c(i)) (40)

のように展開して式 (39)に代入すると，散乱行列の定義 (20)

により各 i = 1, . . . , N について展開係数 α(i)とB(i)に関して

S(i)
(
α(i) + T (ij)B(j)

)
= B(i) (41)

を得る．α(i) は入射波の展開係数であるため既知であり，未

知の展開係数 B(i) に関して式 (41)を整理すると次の連立一

次方程式を得る．

(I− ST)B = Sα (42)

ここに各行列およびベクトルは単位行列 I を用いて次式で定

義される．

I =


I

I

. . .

I

 , S =


S(1)

S(2)

. . .

S(N)



T =


O T (12) · · · T (1N)

T (21) O · · · T (2N)

...
...

. . .
...

T (N1) T (N2) · · · O



B =


B(1)

B(2)

...

B(N)

 , α =


α(1)

α(2)

...

α(N)

 (43)

連立一次方程式 (42)を解いて求まった B(i) を式 (36)に代

入することで，R2 \ ∪Ni=1D
(i) における散乱場が計算できる．

各散乱体の近傍D(i)における多重散乱問題の解は，展開係数

A(i) =
(
S(i)

)−1

B(i) = α(i) +
∑
j ̸=i

T (ij)B(j) (44)

に対応する入射場 (40)を散乱体 Ω(i) に与えたときの散乱問

題の解であり，これは境界要素法を用いて容易に計算できる．

式 (38) で計算される translation 行列 T (ij) は密行列であ

り，したがって反復法を用いて方程式 (42) を解く場合，ブ

ロック行列 Tとベクトルの積の計算が計算時間の大きな割合

を占めることが予想される．実際，展開項数M を Rokhlin

の式 (19)

M = kd+ ntol log(kd+ π) (45)

によって定める場合，この行列–ベクトル積に要する計算量

は O(N2M2) = O(N2k2d2) となり，特に高周波域で計算コ

ストの大きさが問題となる恐れがある．ここに，ntol は要求

する精度に応じて定める定数，dは各最小包含円D(i)の直径

である．本研究では，2.3.2 節で導入した平面波展開に基づ

く散乱行列を用いることでこの計算量が低減可能であること

を示す．

3.3. 高周波散乱行列法

前小節と同様の手順によって，2.3.2 節で導入した平面波

展開および散乱行列に基づく多重散乱問題の解法を述べる．

まず，散乱問題の解を

u(x) = uin(x) +

N∑
i=1

∫ π

−π
B̃(i)(ϕ)Õ(x− c(i), ϕ)dϕ

x ∈ R2 \ ∪Ni=1D
(i) (46)

と置き，展開中心の変更を行う．|x− c(i)| < |c(i) − c(j)|であ
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Table 1 Time complexity for the naive BEM

with LU factorisation (“BEM” in the

table), computation of the matrix S or

S̃ (“S-matrix”), and GMRES for solv-

ing the linear system (42) or (49) (“GM-

RES”), where Neval is the number of it-

erations in the GMRES.

Low-frequency S-matrix High-freq.

BEM O(N3
element) O(N3

element)

S-matrix O(MN2
element) O(M̃N2

element)

GMRES O(NevalN
2M2) O(NevalN

2M̃)

るとき，Grafの加法定理を用いると∫ π

−π
B̃(j)(ϕ)Õ(x− c(j), ϕ)dϕ

=

∫ π

−π
B̃(j)(ϕ)Õ(c(i) − c(j), ϕ)Ĩ(x− c(i), ϕ)dϕ

=

∫ π

−π

(
T̃ (ij)(ϕ)B̃(j)(ϕ)

)
Ĩ(x− c(i), ϕ)dϕ (47)

が得られる．ここに，T̃ (ij) = Õ(c(i) − c(j))である．さらに

入射波 uin を

uin(x) =

∫ π

−π
α̃(ϕ)Ĩ(x− c(i), ϕ)dϕ (48)

で書き表すと，次の方程式が得られる．(
I− S̃T̃

)
B̃ = S̃α̃ (49)

ここに，それぞれ S̃，T̃，B̃，α̃は式 (43)で定義される S，T，

B，αの各ブロックをチルダ付きのシンボルで置き換えるこ

とにより定義される作用素と関数である．

方程式 (49)を離散化して得られる連立一次方程式の T̃ (ij)

に対応する行列は対角行列であり，よってブロック行列 T̃と

ベクトルの積の計算量は O(N2M̃)となる．

3.4. 計算量

3.2節と 3.3節で述べた散乱行列を用いた解法の計算量に

ついて述べる．

簡単のために，すべての散乱体が同一であり，それぞれの

境界が要素数Nelementで一定要素に分割されていると仮定す

る．散乱体の数 N が十分大きいときに多重散乱解析におけ

る未知の展開係数ベクトル Bまたは B̃を計算するまでの各

プロセスに要する計算量をまとめたものを Table 1 に示す．

高速アルゴリズム (10–12) を適用しない素朴な境界要素法の

みを用いて同じ多重散乱問題を解く場合の計算量は直接法

で O(N3N3
element)，反復法で O(N2N2

element)であり，よって

N と Nelement が十分大きいとき散乱行列法はこの多重散乱

問題を効率的に解くと言える．さらに，2.3.2 節で述べたよ

うに M̃ = O(M)であるとすると，提案法である高周波散乱

行列法の GMRES 法に要する計算量は低周波のそれと比べ

て小さい．よって，寸法最適化 (15) のように散乱体を回転・

Plane wave

Fig. 5 Two star-shaped scatterers illuminated by

a plane wave.

平行移動しながら散乱解析を繰り返し行うような場合 (1回

のみの境界要素解析・散乱行列の計算と複数回の連立方程式

(42)，(49)の求解が必要な場合) に提案法は特に効率的であ

ると言える．

4. 数値例

4.1. 精度の検証

Table 2 Relative ℓ2 error of u on the bound-

aries in the case of L = 1. The so-

lutions are computed by the low- and

high-frequency S-matrices.

Low-frequency S-matrix
High-freq.

ω M = 10 M = 60 Rokhlin

10 4.7× 10−5 4.7× 10−5 4.7× 10−5 4.7× 10−5

20 2.3× 10−3 1.7× 10−4 1.7× 10−4 1.7× 10−4

30 6.3× 10−2 2.3× 10−4 2.3× 10−4 2.3× 10−4

40 4.2× 10−1 3.3× 10−4 3.3× 10−4 3.3× 10−4

50 6.1× 10−1 4.2× 10−4 4.2× 10−4 4.2× 10−4

Table 3 Relative ℓ2 error of u on the bound-

aries in the case of L = 10. The so-

lutions are computed by the low- and

high-frequency S-matrices.

Low-frequency S-matrix
High-freq.

ω M = 10 M = 60 Rokhlin

10 9.9× 10−6 9.9× 10−6 9.9× 10−6 9.9× 10−6

20 2.3× 10−3 2.4× 10−5 2.4× 10−5 2.4× 10−5

30 6.5× 10−2 4.7× 10−5 4.7× 10−5 4.7× 10−5

40 4.1× 10−1 1.2× 10−4 1.2× 10−4 1.2× 10−4

50 5.8× 10−1 8.3× 10−5 8.3× 10−5 8.3× 10−5

まず，Fig. 5 のように 2 つの同一形状の散乱体に平面波

に入射する際の計算精度について検討する．各散乱体の形状
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 Low-frequency -matrix method
High-frequency -matrix method

Fig. 6 Relative ℓ2 error of u on the boundaries

obtained by the low- and high-frequency

S-matrices in the case of ω = 30 when the

number of boundary elements Nelements

varies.

 Low-frequency -matrix method
High-frequency -matrix method

Fig. 7 Relative ℓ2 error of u on the boundaries

obtained by the low- and high-frequency

S-matrices in the low-frequency range.

は，その境界上の任意の点 (x1, x2)
T が θ ∈ [0, 2π]を用いて

x1 = c1 +R2 cos(cos
−1(R1/R2) sin(5(θ − ψ)/2)) cos(θ − ψ)

(50)

x2 = c2 +R2 cos(cos
−1(R1/R2) sin(5(θ − ψ)/2)) sin(θ − ψ)

(51)

で与えられるものとして定義する．ここに，R1 と R2 はそ

れぞれ星型形状の内接円と外接円の半径を表し，本数値例

では R1 = 0.15，R2 = 0.3とする．また，合同な 2つの散乱

体の中心の距離を L として，左右それぞれの中心座標 c は

(−L/2, 0)T，(L/2, 0)，回転角 ψは 20，0 degとする．入射波

の進行方向は (0, 1)T 方向として．それぞれ外部領域と内部

領域における材料定数は c = 1，γ = 1と c̃ = 0.5，γ̃ = 0.25

とする．

各散乱体境界をNelement = 5,000個の区分一定要素で分割

し，素朴な境界要素法 (2つの境界上の未知量に関しての境

界積分方程式を解く方法) ，3.2節で述べた低周波散乱行列法

および 3.3節で述べた高周波散乱行列法の 3つの方法で散乱

問題を解き，その計算精度を比較する．ここで，散乱行列法

において連立方程式 (42)を解く際の GMRES法の許容誤差

は 10−8 とする．それぞれ L = 1と L = 10の場合について，

素朴な境界要素法の解を参照解として，低周波散乱行列法と

高周波散乱行列法により得られた境界上の解 uの相対 ℓ2 誤

差を計算した結果をTable 2とTable 3に示す．低周波散乱行

列法については，展開項数M をM = 10とM = 60で固定

した場合および ntol = 6としてRokhlinの式 (45)を用いた場

合についての結果を示している．また高周波散乱行列におけ

る区分線形近似の分割数 M̃ は M̃ = 2M +1を用いた．なお，

ω = 10, 20, 30, 40, 50それぞれについて，Rohklinの式 (45)

により定まるM は 20, 29, 37, 44, 52である．Table 2，3の

どちらの結果からも，低周波散乱行列法においてM = 60を

用いた場合の誤差はM = 10の場合と比較して小さく，また

Rokhlinの式 (45)に基づいてM を決定した場合はM = 60

の場合と同程度の精度が得られている．したがって，Rokhlin

の式 (45) はこの周波数帯および与えたパラメータ ntol = 6

に関して十分な展開項数を与えていると考えられる．よって，

以下のすべての数値例では展開項数M は ntol = 6の場合の

Rokhlin の式 (45) で定める．また，高周波散乱行列法を用

いた場合についてもこれらと同じ精度が得られており，した

がって，これら 2つの散乱行列法の誤差は境界要素法の誤差

に由来していると予想される．

実際，L = 1 の場合について境界要素の数 Nelement を変

更し，各 Nelement について同じ分割数 (同じ境界要素メッ

シュ) で素朴な解法によって得られた解を参照解として同様

の誤差評価を行ったところ，Fig. 6が得られた．この結果か

ら，散乱行列法によって得られる解の誤差は O(N−1
element)程

度であることが分かる．したがって，適切な展開項数M と

十分大きな境界要素数 Nelement を定めることで散乱行列法

は境界要素法のみを用いた場合とほぼ等しい解を得ることが

期待できる．

4.2. 低周波破綻

diagonal formを用いた高速多重極法は低周波域で精度が

急激に悪化する現象，いわゆる低周波破綻が生じることが知

られている．本研究が提案する高周波散乱行列法も同様の低

周波破綻が発生することが予想されるため，本小節では低

周波域における散乱行列法の誤差の振る舞いを数値的に調

べる．

Fig. 7に低周波・高周波散乱行列法それぞれについて前小

節と同じ誤差評価を行った結果を示す．この結果から，低周

波散乱行列法と比較して高周波散乱行列は低周波域で誤差が

急激に増大していることが確認できる．これは高速多重極法

を用いた場合の低周波破綻と同様の現象であると予想され，

よって高周波散乱行列は十分に高周波な問題にのみ適用可能

であると言える．

4.3. 計算時間

前章節では散乱体が 2つの場合を扱ったが，提案法は多数
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Fig. 8 Multiple star-shaped scatterers.

の散乱体が並べられたフォトニック構造の解析に特に有用で

あると考えられる．また，バンドギャップなどの代表的な特

性は高周波域で現れ．かつその単位構造の形状に大きく依存

する (6) ことを考慮すると，高周波域で複雑形状が多数並べ

られた構造による散乱解析は応用上重要であると考えられ

る．そこで，本小節ではこのような場合について提案法の計

算時間について調べる．Fig. 8のように 81個の散乱体を格

子状に配置した構造における散乱問題を低周波・高周波散乱

行列法で解き，その際の連立方程式 (42)，(49)のGMRES法

による求解に要した時間を計る．実際の応用では構造の幾何

学的特徴と周波数は観察したい物理現象に応じて適切に定め

る必要があるが，ここでは一例として前章節で扱った散乱体

を L = 1で並べた場合のみについて考える．また，その他の

条件もすべて 4.1節で行った数値例で用いたものと同じとす

る．計算は Intel Xeon CPU E5-2697A (16コア)が搭載され

たワークステーション上で実行した．

様々な周波数について連立方程式 (42)，(49) の求解に要

した GMRES法の反復回数と計算時間をそれぞれ Fig. 9と

Fig. 10に示す．この結果から，GMRES法の反復回数はど

ちらの散乱行列を用いてもまったく同じであることが分かり，

よって連立方程式 (42)，(49)の条件数はほぼ等しいことが予

想される．また，計算時間については，特に高周波の場合，

すなわち展開項数が大きいときに高周波散乱行列法は低周波

のそれと比較して計算時間を大幅に短縮していることが分か

る．これは行列 T̃が Tと比較して疎であるために，Table 1

に示したように GMRES法の各反復で行う行列–ベクトル積

の計算コストが大きく削減されたためであると考えられる．

また，ω = 10の場合について，それぞれの散乱行列法で

散乱体周辺の解を計算した結果を Fig. 11に示す．この結果

から，2つの方法でほぼ同じ解が得られていることが推測さ

れる．実際に，高周波散乱行列法によって得られた境界上の

uの低周波散乱行列のそれに対する相対 ℓ2誤差は 2.0× 10−7

であり，定量的にも 2つの方法が計算する解は差異が小さい

と言える．

 Low-frequency -matrix method
High-frequency -matrix method

Fig. 9 The number of iterations in the GMRES

for solving (42) and (49).

 Low-frequency -matrix method
High-frequency -matrix method

Fig. 10 Computation time required in the GM-

RES for solving (42) and (49).

5. 結言

本研究は平面波展開に基づく新たな散乱行列を定義し，こ

れを境界要素法によって計算するアルゴリズムを用いて多重

散乱問題を効率的に解く数値計算法を提案した．連立方程式

の求解に反復法を用いる場合，提案法は円筒波展開に基づく

従来法と比較してその計算量を低減することが可能であるこ

とを示した．また，系の回転をこれら散乱行列に関する線形

代数的操作に置き換える方法について述べた．数値例では計

算精度を調べることで適切な展開項数の定め方について議

論し，また提案法は実際に計算時間を削減できることを確認

した．
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