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This study proposes an incremental mean dilatation method to conduct the thermo-

mechanically coupled analyses for nearly incompressible hyperelastic materials by the use

of low-order elements. The mean dilatation method to avoid volumetric locking of fi-

nite element solution is reformulated after the fashion of thermo-mechanically coupled

incremental variational framework. Then, the equilibrium temperature resulting from the

volume change is originally introduced in connection with the introductions of volume

change and pressure, which are constant in a whole domain of continuum body. As a

result, the thermo-mechanically coupled problem, including control of volume change, is

variationally consistent, so that we can enjoy several benefits associated with numeri-

cal convergency and efficiency. In particular, taking advantage of the benefit, which the

consistent tangent modulus necessarily becomes symmetry, the fully implicit update algo-

rithm based on the standard type of Newton-Raphson method is constructed. To validate

the performance of the proposed method, the Cook’s plane strain problems are solved

by means of three kinds of numerical methods: a conventional method using 1st order

element, a conventional method using 2nd order element, the proposed method using 1st

order element.

Key Words : Incremental variational formulation, Thermo-mechanics, Mean dilatation
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1. 緒言

ゴム材料の多くは，外的負荷に対して体積変形を許容しな

い非圧縮性を有するとともに，変形による自己発熱を熱源と

した変形場と温度場の連成現象を発現することが知られてい

る (1, 2)．このような現象を予測するための有限要素解析で

は，低次要素を用いた場合での体積ロッキングや熱・機械連

成問題の変分構造の破綻が計算の収束性や精度を悪化させる

ことが問題となっている．

体積ロッキングとは，非圧縮性の条件が体積変形以外の変

形モードも拘束することで，物体が過度に剛な応答を呈する

ことを指す．この問題は高次要素を用いることで概ね解決可
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能であるが，高次要素は低次要素に比べて多くの自由度を必

要とするため，計算効率の低下を避けることができない．こ

のような背景から，これまでに F-bar法 (3)，u/p混合法 (4)，

Mean-dilatation法 (5)に代表されるような低次要素の使用を

前提として体積ロッキングを回避する手法が数多く提案され

てきた．しかし，F-bar法は，接線剛性行列が非対称行列と

なってソルバーの負荷を増大させるため，計算効率の面で問

題が残る．また，u/p混合法は，変位自由度とは別に圧力自

由度の導入が必要であり，いわゆる Ladyzhenskaya-Babuška-

Brezzi(LBB)条件を満足するような補間近似を達成する必要

がある．熱・機械連成問題においては，さらに温度自由度が

加わることになるため，さらなる理論的な制限の増大を避

けることができないと考えられる．一方で，Mean-dilatation
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法は，変位自由度のみを扱い，接線剛性行列の対称性を満足

するものの，物体に蓄積されるポテンシャルの関数形を必要

とする．したがって，平衡方程式と熱力学第一法則からなる

標準的な熱・機械連成問題については，その変分構造の破綻

がネックとなって本手法を適用することができない．

Mean-dilatation法の問題を解決するための基本的枠組み

として，本研究では増分型変分法 (6, 7) に着目する．これは，

物体の瞬間的な熱・機械的平衡状態を，全エネルギーの変化

率の状態変数に関する停留問題の解として定式化する枠組み

である．この定式化の特徴は，熱・機械連成問題に対する一

般化された全ポテンシャルエネルギー最小の原理とみなすこ

とができるため，変形場と温度場を求めるつり合い問題の変

分理論的な整合性が保証される点である．このため，変形問

題と熱伝導問題をいわゆるマトリックス連成手法により解析

を行う場合の接線剛性行列は必ず対称性を満足し，安定的か

つ効率的な強連成アルゴリズムの構築を可能とする．

そこで本研究では，増分型変分法を基軸として Mean di-

latation法を定式化することにより，微圧縮超弾性体の熱・機

械強連成解析を安定的かつ効率的に実施可能な増分型Mean

dilatation 法を構築する．加えて，Newton-Raphson 法の使

用を前提とした状態変数の陰的更新アルゴリズムを構築し，

計算の収束性や効率性に大きな影響を及ぼす接線剛性行列が

必ず対称性を満足することを示す．その際，より効率的な数

値計算を実現するための空間表示によるアルゴリズムも構築

する．そして本手法の性能は，曲げ変形とせん断変形が卓越

する Cookの平面ひずみ問題を通して検証する．

2. 材料構成モデリング

本節では，固体材料に対する標準的な熱力学的定式化 (8, 9)

を通して，超弾性体の熱・機械連成挙動を特徴づける 2つの

ポテンシャル汎関数を規定する．

2.1. 運動学的変数の定義

時刻 t = t0 ≥ 0において，十分になめらかな境界 ∂B0 を

有する連続体 B を参照配置 B0 とし，その物質点をX ∈ B0

とする．一方で，時刻 t = t ≥ t0 における連続体を現配置 Bt

とすると，X は，十分になめらかな運動 φ (X, t) によって

現配置の物質点 x = φ (X, t) ∈ Bt に写像される．このとき，

X と xの接空間を結ぶ変形勾配テンソルを次式で定義する．

F = ∇Xφ (X, t) (1)

ここで，変形勾配テンソルは常に正則 (J = det (F ) > 0)と

仮定する．また，次式で示す変形勾配テンソルの Flory 分

解 (10) を考慮する．

F = J
1
3 F̄ (2)

ここで，F̄ は，変形勾配テンソルの等容変形成分であり，

det
(
F̄
)
= 1を満たす．さらに，物体の熱膨張変形を考慮す

るために，J を次式のように乗算分解する．

J = JMJT (3)

ここで，JM > 0, JT > 0は，それぞれ J の機械変形成分，熱

膨張変形成分であり，後者は次式で定義する (11)．

JT = exp

[∫ T

T0

3α
(
T̃
)
dT̃

]
(4)

ここで，T > 0, T0 > 0, α (T )は，それぞれ絶対温度，参照温

度，熱膨張関数である．なお，式 (4)は，材料が等方的に熱

膨張変形することを意味する．

2.2. 熱力学的定式化

Helmholtzの自由エネルギー密度を次式で定義する．

ψ (C, T ) = U (JM) + ψ̄
(
C̄, T

)
+ ψh (T ) (5)

ここで，C, C̄ は，それぞれ F , F̄ に関する右 Cauchy-Green

テンソルである．なお，ψ は，T0 に対して ψ (1, T0) = 0 を

満たし，C について凸，T について凹な関数である．また，

U, ψ̄, ψh は，それぞれ ψ の体積変形成分，等容変形成分，比

熱に関する成分である．一方で，内部エネルギー密度につい

ても次式を定義しておく．

e (C, η) = sup
∀T

{ψ (C, T ) + Tη} = U (JM) + ē
(
C̄, η

)
+ eh (η)

(6)

ここで，η はエントロピー密度であり，eは e (1, 0) = 0を満

たす凸関数である．なお，Legendre-Fenchel変換の結果とし

て，JM は，式 (5)では，T に依存するのに対して，式 (6)で

は，η に依存することに注意する．

一方で，標準的な熱力学的定式化 (8, 9) により，B0 を参照

とする全エネルギー散逸は次式で得られる．

D =
1

2
S : Ċ − ρ0

(
ψ̇ + Ṫ η

)
+G ·Q (7)

ここで，ρ0 > 0,S,G ≡ − (∇XT ) /T,Qは，それぞれ B0 に

おける質量密度，第二 Piola-Kirchhoff応力，B0 を参照とす

る正規化温度勾配，第一 Piola-Kirchhoff 熱流束である．式

(7)に式 (5)の物質時間微分を代入し，次の超弾性構成則と

エントロピー密度の式；

S = 2∂C (ρ0ψ) , η = −∂Tψ (8)

を考慮すると，全エネルギー散逸は次式となる．

D = G ·Q (9)

一方で，式 (9) について次の Legendre-Fenchel 変換を考

える．

χ̃ (Q,F ) = sup
∀G

{D − χ (G,F )} (10)

ここで，χ ≥ 0, χ̃ ≥ 0は，それぞれ Fourierポテンシャル，双

対 Fourierポテンシャルであり，χ (0,F ) = χ̃ (0,F ) = 0を満

たす凸関数であるとともに，次の関係が成り立つ．

G = ∂Qχ̃ (Q,F ) , Q = ∂Gχ (G,F ) (11)
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このとき，χ が G に関して一次の斉次凸関数であると仮定

すると，式 (11)を式 (9)に代入した結果は次式で得られる．

D = G ·Q = G · ∂Gχ (G,F ) =
1

2
χ (G,F ) ≥ 0 (12)

したがって，式 (9)は非負となり，本研究で示した超弾性構

成則は熱力学第二法則を満たす．

3. 増分型Mean dilatation法

本節では，増分型変分法 (6) と Mean dilatation 法に基づ

いて速度ポテンシャルの停留問題を構築する．そして，その

停留条件が微圧縮超弾性体の熱・機械連成挙動を予測しうる

支配方程式となることを示す．また，後退差分近似によって

時間離散化された停留問題を構築するとともに，その停留条

件が増分時間を無限小としたときに時間連続な場合の停留条

件を再生することを示す．

3.1. 速度ポテンシャルの停留問題

増分型Mean dilatation法を構築するために，物質点X の

近傍領域に蓄えられる内部速度ポテンシャルを次式で定義

する．

Υ
(
φ̇, ˙̄JM, p, η̇, T

)
= ρ0ė

(
˙̄C, ˙̄JM, η̇

)
− ρ0T η̇ + p

(
J̇M − ˙̄JM

)
− χ (G) (13)

ここで，J̄M, pは，それぞれ体積変化を表す変数と圧力であ

る．また，増分型変分法にならって，θ をエントロピーの関

数である平衡温度，T を外部温度として 2つの温度変数を導

入する (6)．

ところで，J̇M が η̇，T のどちらに依存するかは，熱膨張

がエネルギー貯蔵的な現象かエネルギー散逸的な現象かと

いう議論に直結するため，物理的な解釈も導入して慎重に

検討しなければならない．これに関して，ゴム材料における

変形と温度の相互作用は，Gough-Joule効果 (12) として知ら

れており，エントロピーと密接に関係するとされる．また，

式 (3)と式 (6)より，熱膨張変形は，JM を介して内部エネル

ギーにのみ寄与するため，熱膨張はエネルギー貯蔵的な現象

であると判断できる．したがって，標準的な熱力学理論の下

では，式 (13)内の JM は内部エネルギーの状態変数である η

に依存すると考えるのが妥当であり，本研究ではこれを仮定

する．このため，平衡温度の関数形として従来法 (6) とは異

なる次式を定義する．

θ = θ′ + θv (14)

ここで，θ′ と θv はそれぞれ次式で定義する．

θ′ = ∂η ē
(
C̄, η

)
+ ∂ηe

h (η) , θv = p∂ηJM (15)

一方で，参照配置 B0 のエネルギー変化率を次式で定義

する．

ϕ
(
φ̇, ˙̄JM, p, η̇, T

)
=

∫
B0

Υ
(
φ̇, ˙̄JM, p, η̇, T

)
dV − ϕext (φ̇, T )

(16)

ここで，ϕext は，外部仕事率と外部熱供給率の和である．し

たがって，B0 の瞬間的な平衡状態を特徴づける状態変数は

次式で得られる．(
φ̇, ˙̄JM, p, η̇, T

)
opt

= arg

[
inf

(φ̇, ˙̄JM,η̇)
sup
(T,p)

ϕ

]
(17)

このとき，ϕの η̇ に関する停留条件は次式で得られる．

Dϕ [δη̇] =

∫
B0

ρ0
(
∂η̇ ˙̄e+ ∂η̇ ė

h + p∂η̇J̇M − T
)
δη̇dV

=

∫
B0

ρ0
(
θ′ + θv − T

)
δη̇dV

=

∫
B0

ρ0 (θ − T ) δη̇dV = 0 ⇒ θ = T (18)

式 (18)は，B0が熱平衡状態であることを意味しており，熱・

機械連成問題の変分構造を保持するために必要な条件であ

る (6)．また，p, ˙̄JM が空間的に一定であると仮定すると，ϕ

の p, ˙̄JM に関する停留条件は次式で得られる．

Dϕ [δp] = δp

(∫
B0

J̇MdV −
∫
B0

˙̄JMdV

)
= 0

⇒ ˙̄JM =
1

|V |

∫
B0

J̇MdV (19)

Dϕ
[
δ ˙̄JM

]
=

∫
B0

(
∂ ˙̄JM

(ρ0ė)− p
)
δ ˙̄JMdV = 0

⇒ p = ∂J̄M
(ρ0e) (20)

ここで，|V |は，B0 の体積である．式 (19)，(20)で物体の体

積変形を制御することにより，体積ロッキングを回避するこ

とが可能となる (5)．

一方で，ϕの φ̇, T に関する停留条件は次式で得られる．

Dϕ [δφ̇] =

∫
B0

S : FT∇Xδφ̇dV − δF ext
mech (δφ̇) = 0 (21)

Dϕ [δT ] =

∫
B0

−ρ0η̇δTdV +

∫
B0

Q · ∇X

(
δT

T

)
dV

− δF ext
heat (T, δT ) = 0 (22)

ここで，S′ = 2∂C (ρ0ē)は，偏差第二 Piola-Kirchhoff応力で

ある．また，S = S′+pJMC−1であり，δF ext
mech, δF

ext
heatは，そ

れぞれ外部仮想仕事率，外部仮想熱供給率である．具体的な導

出過程は省略するが，式 (21)，(22)に関する Euler-Lagrange

方程式は，B0 を参照とする局所的つり合い式と非定常熱伝

導方程式に一致する．したがって，本研究で提案した速度ポ

テンシャルから，体積変形に対する制御式を含んだ変形場と

温度場の支配方程式が導出されることが示された．

3.2. 停留問題の時間離散化

式 (16) より，時間間隔 [tn, tn+1] における B0 の全エネル

ギー変化率は次式で得られる．

∆ϕ =

∫ tn+1

tn

[∫
B0

ΥdV − ϕext

]
dt

=

∫
B0

∫ tn+1

tn

ΥdtdV −
∫ tn+1

tn

ϕextdt

=

∫
B0

∆ΥdV −∆ϕext (23)

−  103  −



ここで，Υ の適切な時間離散化については，Stainier(13) や

Canadija and Mosler(14)で検討されているように未だ議論が

必要な課題である．特に，式 (19)をみると，空間的に一定で

ある Global変数 ˙̄JM が Local変数 η̇ に依存するため，Euler

の後退差分近似：Ξ ≈ (Ξn+1 −Ξn) /∆tによって時間離散化

された式 (13) を用いた場合の陰的更新アルゴリズムは複雑

化する．このため本研究では，数値計算アルゴリズムの単純

化を目的として，Legendre-Fenchel変換により eを ψに置き

換えて η̇ を未知量から省いた次の離散化式を設定する．

∆Υ = ρ0ψ
(
C̄, J̄M, T

)
− ρ0ψn + (ρ0ηn − pn∂TJM|n) (T − Tn)

+ p
{
JM (F , T )− J̄M − JM,n + J̄M,n

}
−∆tχ (G,F )

(24)

ここで，JM は T に依存する変数であることに注意する．な

お，時刻 tn+1 における未知量は，Ξn+1 → Ξと表記する．し

たがって，式 (17)に対応する時間離散化後の停留問題は，次

式で得られる．

(
φ, J̄M, p, T

)
opt

= arg

[
inf

(φ,J̄M)
sup
(T,p)

∆ϕ

]
(25)

このとき，ϕの p, J̄M に関する停留条件は，それぞれ次式と

なる．

Dϕ [δp] = δp

[∫
B0

(JM − JM,n) dV − |V |
(
J̄M − J̄M,n

)]
= 0

⇒ J̄M =
1

|V |

∫
B0

(JM − JM,n) dV + J̄M,n (26)

Dϕ
[
δJ̄M

]
=

∫
B0

{
∂J̄M

(ρ0e)− p
}
δJ̄MdV = 0

⇒ p = ∂J̄M
(ρ0e) (27)

また，ϕの φ, T に関する停留条件は，それぞれ次式となる．

Dϕ [δφ] =

∫
B0

(
S′ + pJMC−1) : FT∇XδφdV

−
∫
B0

∆t∂Fχ : ∇XδφdV − δF ext
mech (δφ) = 0 (28)

Dϕ [δT ] =

∫
B0

{−ρ0 (η − ηn) + p∂TJM − pn∂TJM|n} δTdV

+

∫
B0

∆tQ · ∇X

(
δT

T

)
dV − δF ext

heat (T, δT ) = 0

(29)

∆t → 0 のとき，式 (26) から式 (28) は，対応する時間連続

な場合の式 (19) から式 (21) に一致する．また，式 (29) の

p∂TJM と pn∂TJM|n は，式 (14)における θv と双対関係にあ

る項であり，これらが熱膨張変形によるエントロピー変化に

相当すると考えれば，式 (29)は式 (22)に整合する．したがっ

て，本研究で示した時間離散化問題は変分的整合性を満足し

ている．

4. Newton-Raphson法を用いた陰的更新アルゴリズム

本節では，Newton-Raphson法を用いた状態変数の陰的更

新アルゴリズムを構築する．そして，計算の収束性や効率性

に大きな影響を及ぼす接線剛性行列が必ず対称性を満足する

ことを示す．また，より効率的な数値計算を実現するための

空間表示によるアルゴリズムも構築する．

4.1. 物質表示のアルゴリズム

状態変数の集合をそれぞれ π′ = (π,ω) ,π = (φ, T ) ,ω =(
J̄M, p

)
とすると，式 (25)は次式で書き換えられる．

π′|opt = arg

[
infsup

π′
∆ϕ

]
(30)

そこで，第 i+ 1ステップ目の修正子計算における ∆ϕの π′

に関する停留条件を次式のように線形化する．

D∆ϕ|i+1[δπ′]

= D∆ϕ|i[δπ′] +D2∆ϕ|i[δπ′,∆π′] +O
(
||∆π′||2

)
= 0

(31)

ここで，D∆ϕ|i[δπ′]は，式 (26)から式 (29)に対応する第 i

ステップ目の残差である．また，式 (26)と式 (27)をみると，

D∆ϕ|i[δπ′]のなかで J̄M と pは，F と T に対して陽的に求

められる形式となっているため，主変数として解く必要がな

いことがわかる．したがって，式 (31)は次式で書き換えるこ

とができる．

D∆ϕ|i+1[δπ]

= D∆ϕ|i[δπ] +D2∆ϕ|i[δπ,∆π] +O
(
||∆π||2

)
= 0 (32)

次に，D2∆ϕ|i[δπ,∆π]は次式となる．

D2∆ϕ|i[δπ,∆π]

= D2∆ϕ|iωconst.
[δπ,∆π] + ∂ωD∆ϕ|i[δπ] ∗Dω[∆π] (33)

まず，D2∆ϕ|iωconst.
[δπ,∆π]は次式で得られる．

D2∆ϕ|iωconst.
[δφ,∆φ]

=

∫
B0

FT∇Xδφ : CMM : FT∇X∆φdV

+

∫
B0

S : (∇X∆φ)T ∇XδφdV

−
∫
B0

∇Xδφ : ∆t∂2
FFχ : ∇X∆φdV − δHext

mm (δφ,∆φ)

(34)

D2∆ϕ|iωconst.
[δφ,∆T ]

=

∫
B0

FT∇Xδφ : CMT∆TdV

+

∫
B0

∇Xδφ : ∆t∂2
FGχ · ∇X

(
∆T

T

)
dV (35)

D2∆ϕ|iωconst.
[δT,∆φ]

=

∫
B0

δTCT
MT : FT∇X∆φdV

+

∫
B0

∇X

(
δT

T

)
·∆t∂2

GFχ : ∇X∆φdV (36)
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D2∆ϕ|iωconst.
[δT,∆T ]

=

∫
B0

δT
(
−ρ0∂T η + p∂2

TTJM
)
∆TdV

−
∫
B0

∇X

(
δT

T

)
·∆t∂2

GGχ · ∇X

(
∆T

T

)
dV

−
∫
B0

∇X

(
δT∆T

T 2

)
·∆tQdV − δHext

hh (T, δT,∆T ) (37)

ここで，Hext
mm, H

ext
tt は，それぞれ外部仕事率と外部熱供給率

に関する Hesse行列である．また，CMM と CMT は，それぞ

れ次式で定義される物質接線係数である．

CMM = 2∂CS′ + pJM
(
C−1 ⊗C−1 + 2∂CC−1) (38)

CMT = ∂TS
′ + p∂TJMC−1 (39)

ここで，2∂CC−1|ijkl = −C−1
ik C

−1
lj −C−1

il C
−1
kj である．また，

ψ の凸性より，CMT は運動と温度に関して対称性を満足す

る．したがって，式 (34)から式 (37)は，δπ と∆π を交換し

ても全く同じ式が得られるため，D2∆ϕ|iωconst.
[δπ,∆π]は対

称性を満足する．さらに，∂ωD∆ϕ|i[δπ] ∗Dω[∆π]は次式と

なる．

∂ωD∆ϕ|i[δφ] ∗Dω[∆φ]

=
∂J̄M

p

|V |

[∫
B0

JM∇Xδφ : F−TdV

] [∫
B0

JMF−T : ∇X∆φdV

]
(40)

∂ωD∆ϕ|i[δφ] ∗Dω[∆T ]

=
∂J̄M

p

|V |

[∫
B0

JM∇Xδφ : F−TdV

] [∫
B0

∂TJM∆TdV

]
(41)

∂ωD∆ϕ|i[δT ] ∗Dω[∆φ]

=
∂J̄M

p

|V |

[∫
B0

δT∂TJMdV

] [∫
B0

JMF−T : ∇X∆φdV

]
(42)

∂ωD∆ϕ|i[δT ] ∗Dω[∆T ]

=
∂J̄M

p

|V |

[∫
B0

δT∂TJMdV

] [∫
B0

∂TJM∆TdV

]
(43)

式 (40)から式 (43)についても同様に，δπと∆πの入れ替え

によって式は不変であるため，∂ωD∆ϕ|i[δπ] ∗Dω[∆π]もま

た対称性を満足する．したがって，D2∆ϕ|i[δπ,∆π] は対称

性を満足する．このことから本手法は，対称ソルバーを使用

することが可能であるため計算コストの削減が可能であるだ

けでなく，標準的な熱・機械強連成解析手法と比べて安定な

数値計算が実施可能である．さらに，本手法は未知量の完全

陰的更新を実現しているため，弱連成解析手法として一般的

な Staggered approach(15) とは異なり，少ない計算ステップ

数で適切な解を求めることも可能である．

4.2. 空間表示のアルゴリズム

続いて，現配置 Bt を参照とする残差や接線を導出する．

まず，式 (28)と式 (29)より，Bt を参照とする残差はそれぞ

れ次式となる．

D∆ϕ|i[δφ]

=

∫
Bt

(
σ − J−1∆t∂FχF

T
)
: ∇xδφdv − δF ext

mech (δφ) (44)

D∆ϕ|i[δT ]

=

∫
Bt

{
−ρ (η − ηn) + p∂TJ

−1
T − pn∂TJM,nJ

−1} δTdv
+

∫
Bt

∆tq · ∇x

(
δT

T

)
dv − δF ext

heat (T, δT ) (45)

ここで，ρ = J−1ρ0,σ = J−1FS′FT + pJ−1
T 1, q = J−1FQ

は，それぞれ Btにおける質量密度，Cauchy応力と空間熱流

束である．また，式 (34)から式 (37)に対応する Bt を参照と

する接線はそれぞれ次式となる．

D2∆ϕ|iωconst.
[δφ,∆φ]

=

∫
Bt

∇xδφ : cMM : ∇x∆φdv

+

∫
Bt

σ : (∇x∆φ)T ∇xδφdv − δHext
mm (δφ,∆φ) (46)

D2∆ϕ|iωconst.
[δφ,∆T ]

=

∫
Bt

∇xδφ : cMT∆Tdv +

∫
Bt

∇xδφ : cMG · ∇x

(
∆T

T

)
dv

(47)

D2∆ϕ|iωconst.
[δT,∆φ]

=

∫
Bt

δTcTMT : ∇x∆φdv +

∫
Bt

∇x

(
δT

T

)
· cTMG : ∇x∆φdv

(48)

D2∆ϕ|iωconst.
[δT,∆T ]

=

∫
Bt

δT
(
−J−1ρ0∂T η + p∂2

TTJ
−1
T

)
∆Tdv

−
∫
Bt

∇x

(
δT

T

)
· cGG · ∇x

(
∆T

T

)
dv

−
∫
Bt

∇x

(
δT∆T

T 2

)
·∆tqdv − δHext

hh (T, δT,∆T ) (49)

ここで，次の空間接線係数を定義した．

cMM|ijkl = J−1CMM|IJKLFiIFjJFkKFlL

− J−1 (∆t∂2
F ,Fχ

)
iIkJ

FjIFlJ (50)

cMT = J−1F ∂TS
′FT + p∂TJ

−1
T 1 (51)

cMG|ijk = J−1 (∆t∂2
F ,Gχ

)
iIJ

FjIFkJ (52)

cGG|ij = J−1 (∆t∂2
G,Gχ

)
IJ
FiIFjJ (53)

さらに，式 (40) から式 (43) に対応する Bt を参照とする接

線は次式となる．

∂ωD∆ϕ|i[δφ] ∗Dω[∆φ]

=
∂J̄M

p|v|2

|V | avg
(
J−1
T ∇x · δφ

)
avg

(
J−1
T ∇x ·∆φ

)
(54)

∂ωD∆ϕ|i[δφ] ∗Dω[∆T ]

=
∂J̄M

p|v|2

|V | avg
(
J−1
T ∇x · δφ

)
avg

(
∂TJ

−1
T ∆T

)
(55)
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Table 1 Material parameters of Gent thermo-hyperelastic model

ρ0 [kg/m3] T0 [K] K [MPa] µ0T0 [MPa] Jm α [/K] c [J/kg/K] κ [W/m/K]

900 298.16 400 0.8 4.0 5.0× 10−4 1900 0.13

x

y

q

48 [mm]

16 [mm]

44 [mm]

Measure point for 
displacement in y direction

Measure point for temperature

z

Fig. 1 Cook’s membrane with boundary condi-

tion

∂ωD∆ϕ|i[δT ] ∗Dω[∆φ]

=
∂J̄M

p|v|2

|V | avg
(
δT∂TJ

−1
T

)
avg

(
J−1
T ∇x ·∆φ

)
(56)

∂ωD∆ϕ|i[δT ] ∗Dω[∆T ]

=
∂J̄M

p|v|2

|V | avg
(
δT∂TJ

−1
T

)
avg

(
∂TJ

−1
T ∆T

)
(57)

ここで，avg (•)は •の Bt に関する体積平均である．

5. 数値計算例

本節では，曲げ変形とせん断変形が卓越する Cookの平面

ひずみ問題を数値計算例として，増分型Mean dilatation法

の性能を検証する．なお，増分型Mean dilatation法は，第

4.2節で示した空間表示のアルゴリズムを実装した．

5.1. 問題設定

本研究では，Fig.1に示すような，断熱過程において構造

物の左端を x, y方向に拘束し，右端に y方向の分布荷重 q =

1.0[N]を作用させる問題を取り上げる．ここで，実際の数値

解析では，厚みが 10[mm]の三次元モデルを用いており，平

面ひずみ条件を満足するために両側の xy 面を z 方向に拘

束した．また，構成材料には次式で示す Gentの超弾性モデ

ル (16) を採用し，設定した材料パラメータは Table1に示す

ものとした．

ρ0U (JM) =
1

2
K (JM − 1)2 , JT = exp [3α (T − T0)] (58)

ρ0ψ̄
(
F̄ , T

)
= −µ0T

2
Jm ln

(
1− Ī1 − 3

Jm

)
(59)
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Fig. 2 Relationships between average nodal dis-

placement and number of in-plane ele-

ments

ρ0ψ
h (T ) = ρ0c

{
T − T0 − T ln

(
T

T0

)}
(60)

χ (G) =
T0κ

2
G ·G (61)

なお，本例題におけるポアソン比は，

ν = (3K − 2µ0T0) / (6K + 2µ0T0) = 0.499000666...

であるため，材料は微圧縮状態である．

本研究では，(A) 8節点 1次要素を用いた標準的な増分型

変分法 (6)，(B) 20節点 2次要素を用いた標準的な増分型変

分法，(C) 8節点 1次要素を用いた増分型Mean dilatation法

の 3種類について解析を実施する．ここで，有限要素モデル

の分割数は，z方向を 4に固定して，xおよび y方向をそれぞ

れ 2, 4, 8, 16, 32とし，解析時間およびステップ数は，100[sec]

と 100[steps]に統一した．なお，すべての解析において完全

応力積分法を採用した．そして本手法の性能は，これら 3種

類の方法について Fig.1の赤丸で示した箇所の節点変位と節

点温度，および修正子計算の反復回数や計算時間を比較する

ことで検証する．

5.2. 解析結果

Fig.2と Fig.3に，3種類の方法を用いて得られた平均節点

変位，平均節点温度と有限要素モデルの xy 面の全要素数と

の関係を示す．なお，平均節点変位と平均節点温度は各ス

テップの節点変位および節点温度の和を全ステップ数で除し

たものとする．まず平均節点変位の結果を観察すると，増分

型Mean dilatation法を用いた (C)の結果と 2次要素を用い

た (B)の結果は概ね一致することが確認できる．特に，要素
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Fig. 3 Relationships between average nodal tem-

perature and number of in-plane elements
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Fig. 4 Deformed configurations of Cook’s mem-

brane with absolute temperature distribu-

tions

数の増加に対して両者の差は小さくなっていき，要素数 256

以上で解が飽和することを確認できる．加えて，要素数 4の

(C) の結果は要素数 1024 の (A) の結果とほぼ同じとなって

いる．したがって，増分型 Mean dilatation法を使用するこ

とで体積ロッキングを回避することができ，標準的な増分型

変分法より高精度な解が得られることがわかった．

一方で，平均節点温度の結果を観察すると，要素数 64以

上で (A)の結果は (B)と (C)の結果との明らかな差が確認さ

れる．また，要素数 16以上では，要素数の増加に対して (B)

の結果と (C)の結果の差が減少する様子を確認できる．これ

は，要素数に対する (B)と (C)の変位量の差が減少すること

で，変形による発熱量の差も小さくなっていくことを表して

いる．したがって，増分型 Mean dilatation 法は，自己発熱

による温度変化に対しても良好な精度を保証できると考えら

れる．事実，Fig.4に示される面内要素数 1024で構成される
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Fig. 6 Relationships between total computation

time and number of in-plane elements

構造物の最終的な変形形状と温度分布を観察すると，(A)と

(B)の結果では変形場，温度場双方で明らかな差が確認され

るが，(B)と (C)の結果はほぼ一致することが確認できる．

ところで本研究では，応力や熱流束といった形状関数の空

間勾配に依存する量の精度検証は行っていない．この点に関

して，関連する他の手法 (17) では，圧力の応答が振動するこ

とが報告されており，本手法でも同様の問題が生じる可能性

がある．しかし，その具体的な検証と回避方法については今

後の課題として残しておく．

続いて，Fig.5 に，3 種類の方法を用いた場合における修

正子計算の反復回数と有限要素モデルの xy 面の全要素数と

の関係を示す．なお，熱・機械連成問題を Newton-Raphson

法で解く際に設定した収束しきい値は 10−6 とした．結果を

観察すると，まず (A)の方法は，(B)と (C)の方法に比べて

反復回数が少ないことが確認できる．これは，(A)の方法だ

とモデルの応答変位量が小さいためであり，実際に，要素数

を増やしていくと (A)と (B)，(C)間の反復回数の差は減少

する傾向にある．同様の理由より，(B)の方法と (C)の方法
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では，少ない要素分割数でも良好な応答が得られていること

から，要素数に関わらずほとんど同じ反復回数を推移してい

る．とはいえ，どの結果についても 1ステップあたりの反復

回数は 3，4回程度に収まっているため，増分型変分法による

定式化によって，標準的な Newton-Raphson法を用いた場合

でも安定的な熱・機械強連成解析が可能となることがわかる．

最後に，Fig.6に，3種類の方法を用いた場合における全計

算時間と有限要素モデルの xy面の全要素数との関係を示す．

(C)の方法は，(A)の方法と比べると修正子計算の反復回数

の増大により，多くの計算時間を必要とする．しかし，同等

の精度が得られている (B) の方法と比べると全計算時間が

10分の 1程度に抑えられている．

以上より，本研究で提案した増分型Mean dilatation法は，

微圧縮超弾性体の熱・機械強連成解析において解の精度と計

算の安定性，効率性の面で優れた手法であるといえる．

6. 結言

本研究では，微圧縮超弾性体の熱・機械強連成解析を安定

的かつ効率的に実施可能な増分型Mean dilatation法を構築

した．そして，Newton-Raphson法に基づく状態変数の完全

陰的更新アルゴリズムを構築し，計算の収束性や効率性に大

きな影響を及ぼす接線剛性行列が必ず対称性を満足すること

を示した．また，Cookの平面ひずみ問題の数値解析例にお

いて，本手法を用いた有限要素解析は，2次要素を用いた場

合より計算時間を大幅に削減できるばかりでなく，解の精度

がほとんど同じとなることが示された．したがって，本手法

は解の精度と計算の安定性，効率性の面で優れた手法である

と結論付けられる．

さらに，本手法は，非弾性変形のエネルギー散逸から導出

されるポテンシャル関数を考慮することで，容易に材料非線

形問題にも拡張可能である．また，物体に蓄えられる全ポテ

ンシャルをメッシュ再生成の指標となる誤差ノルムに使用す

ることで，微圧縮超弾性体の熱・機械連成問題に対するアダ

プティブメッシュ法の構築が期待できる．以上により，増分

型Mean dilatation法はゴム材料の熱・機械連成挙動の洗練

された数値的予測技術としての多くの可能性を秘めており，

本手法が多角的に拡張可能であることをここに記しておく．
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