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In this paper we shall discuss regularization to the X-ray Computerized Tomography

(CT) algorithm based on the Cauchy type boundary integration. The reconstruction

formula involves with a series of Fourier coefficients, and thus its truncation gives a stable

computation scheme, since in unstable problems higher modes grow rapidly through their

numerical processes. Reconstructed results from measurement data are also presented in

order to show reliability and practicability of the proposed scheme.
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1. 緒言
本論文では，近年提唱された Cauchy 型の積分公式にもと

づく X 線計算機断層撮影 (Computerized Tomography; CT)

のアルゴリズムに対する正則化法を論じる．また，誤差を含
む実測データを用いる事例研究により，提案手法の実用性と
信頼性の高さを定量的に示す．

X線 CT は非侵襲・非破壊検査の代表的な手法であり，医
用・産業用途で広く利用されている．学術的にも様々なトモ
グラフィ手法の基礎と位置付けられ，逆問題の中心的話題で
ある．その高精細・高画質化には医学など応用上の知見や信
号処理などの手法の寄与も大きいが，数理の視点からアル
ゴリズムの本質としては，逆 Radon 変換 (11) が長期に渡っ
て決定的な役割を果たしており，それに基く Filtered Back

Projection (FBP) が典型的な再構成手法として知られてい
る (9, 10)．

1990年代になって，Radon 変換とは全く異なる境界積分
を用いるアルゴリズムが函数解析的手法により提案され (1)，
その具体的な表現が Cauchy の積分定理の一般化にもとづ
いて与えられた (2)．この手法は，直進性が本質である X 線
CT を領域の境界上での積分で扱う点が特徴的であり，従来
の X 線 CT アルゴリズムでは困難であった散乱を含む場合
への適用も数学的に厳密に示されている (4, 5)．このことか
ら本手法は，散乱を伴う信号を利用する種々の次世代トモグ
ラフィ手法の基盤技術と考えられ，本研究では，これに対し

2020 年 10 月 10 日受付，2020 年 11 月 15 日受理

て自然に正則化法の構造が導入されることを示す．
本論文では，この境界積分による X 線 CT において，観

測誤差を含む実測データを利用するための信頼性の高い正
則化法を論じる．本手法に対して，近年，著者らによってそ
の離散化アルゴリズムが提案され，数値的な実現可能性と
ともに，幾つかのアルゴリズムの比較や離散化パラメータ
の影響が報告されたが，観測誤差については考察されてい
なかった (6, 7)．上述のとおり本手法をもとに次世代トモグ
ラフィの研究が進められていることを念頭におくと，その基
礎である本手法での観測誤差の影響の考察は重要である．X

線 CT は典型的な逆問題であり，Hadamard の意味で非適切
(ill-posed) となる．順問題が解の (1) 存在，(2) 一意性，(3)

所与の条件・データへの連続な依存，の 3点を前提とする適
切性 (well-posed) を有することと異なり，X 線 CT の数値計
算においては，特に (3) の連続性の欠如が最大の困難点であ
る．すなわち理論的に高精度な近似は，元の問題の不安定性
をも近似することになり，観測データや離散化誤差を小さく
しても得られる数値計算結果の誤差が小さくなることが保証
されないのみならず，それらの誤差は計算過程で急激に増大
し，数値計算が破綻する．実際，著者らの先行研究 (7) にお
いても導入された近似のひとつを高精度とした場合に，理論
的には近似精度の向上が期待されるものの，実際の数値解の
精度が低下する例が報告されている．
本論文では，この問題に対して境界積分による手法に現れ

る級数の打ち切りが正則化 (安定化) の役割を果たすことを
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Fig. 1: Measurement with Parallel Beam Pro-

jection to the ξ-direction

述べる．次節で境界積分にもとづく X 線 CT のアルゴリズ
ムに対する正則化を導出し，3節でその意味を論じる．さら
に 4節で，観測誤差を含む実測データからの再構成例を示し
て提案手法の実用性を示す．

2. 境界積分による再構成手法
X 線 CT は，物体に X 線を照射し，その入出力信号から

物体の断面上での X 線の減衰係数の分布 µ(x) を求めるもの
である．その典型的な再構成手法である FBP に現れる平行
ビーム投影法では，Radon 変換

Rµ(ω, s) =

∫
x·ω=s

µ(x) dℓ

を argω ∈ [0, π) と s ∈ R で計測する
さて対象物体の断面が R2 の有界領域 D を占めるとする．

このとき物体の外部で µ ≡ 0 と考えることで，D を単位円
板 {x2

1 + x2
2 < 1} と仮定して一般性を失わない．X 線は物体

内部で散乱されず，直進する．物体の外部から ξ ∈ S1 方向
に X 線を照射するとき，D を D の閉包として，位置 x ∈ D

に到達する X 線が物体に入射する点を x∗，また位置 x ∈ D

での X 線の強度を I(x, ξ) として，

u(x, ξ) = − log
I(x, ξ)

I(x∗, ξ)

とすると，ζ ∈ ∂D, ξ ∈ S1 に対して

u(ζ, ξ) =

Rµ(ξ⊥, ζ · ξ⊥), ζ · ξ > 0,

0, ζ · ξ < 0
(1)

と表される (7)．Fig. 1に，上述の平行ビーム投影法における
Radon 変換 Rµ(ω, s) の引数と ζ, ξ の関係を示す．図中，対
象物体の断面を灰色で表し，それを囲む点線は単位円 D を
表す．ξ 方向に照射した X 線は物体で減衰され，方向ベクト
ル ω = ξ⊥ の s 軸上で強度を観測し，u(ζ, ξ) を算出する．ま
た ζ ∈ ∂D を始点とする矢印は，D から外部を向く ζ · ξ > 0

の方向，すなわち Rµ から u(ζ, ξ) を算出する方向 ξ を表す．
以下では x = (x1, x2) ∈ R2 と z = x1 +

√
−1 x2 ∈ C を同一

視し，z は z の複素共役を表すとする．

これらの設定のもとで Bukhgeimらは，uの ξ = ξ(cos θ, sin θ)

についての Fourier 変換 u
(
z, ξ(θ)

)
=

∑
n∈Z un(z)e

−inθ に対
してシフト作用素

S∗(u1, u3, u5, . . . ) = (u3, u5, u7, . . . )

を適当な位相で扱い，λ = (ζ − z)/(ζ − z), z ∈ D, ζ ∈ ∂D に
対して R(λ) = (λI − S∗)−1 が有界作用素を定めることを示
し，S∗ のレゾルベントの境界積分

uodd(z) =
1

2πi

∫
∂D

dζ − S∗dζ

ζ − z
R(λ)uodd(ζ) (2)

を本質として，µ(z) = 2Re
∂u1

∂z
(z) と再構成されることを

示した (1)．ただし uodd = (u1, u3, u5, . . . , ) である．一方，
Finch は複素解析的な手法により同等な

u1(z) =
1

2πi

∫
∂D

u1(ζ)

ζ − z
dζ

+
1

2πi

∫
∂D

(
dζ

ζ − z
− dζ

ζ − z

) ∞∑
ℓ=1

1

λℓ
u2ℓ+1(ζ)

を示した (2)．これは数値計算に適する表現であり，∂D が単
位円のときは，境界積分に台形則を適用することで数値計算
スキームが構成される (7)．正則化法の構成のために，数値
計算の不安定性の影響を強く受ける高周波成分を打ち切る，
すなわち u2ℓ+1 ≡ 0 が全ての ℓ > L について成立すると仮
定すると

u1(z) =
1

2πi

∫
∂D

u1(ζ)

ζ − z
dζ

+
1

2πi

∫
∂D

(
dζ

ζ − z
− dζ

ζ − z

) ∑
3≤2ℓ+1≤M

1

λℓ
u2ℓ+1(ζ) (3)

を得る．以下，M に対して 2ℓ + 1 ≤ M となる最大の ℓ を
L と記す．
ここで {un} は u の満たす輸送方程式に由来して

∂un + ∂un+2 = 0, n = 0, 1, 2, . . .

を満たす (1)．ただし ∂ = (∂x1 − i∂x2)/2, ∂ = (∂x1 + i∂x2)/2

である．この性質はA-analyticity (ただし A は適当な作用素
であり，この場合は A = S) とよばれ，Fourier 係数が互い
に関係していることが要請される．このとき次が成立する．

定理 1. ある非負正数 L に対して u2L+3 ≡ 0 ならば，M =

2L+ 1 に対して (3) が成立する．

Proof. まず Bukhgeim らの設定のもとで，

(λI − S∗)−1uodd = (v1, v3, v5, . . . ) (4)

が定まることに注意する．このとき u1 = λv1 − v3 であり，
(2) より

u1(z) =
1

2πi

∫
∂D

{
v1(ζ) dζ

ζ − z
− S∗v1(ζ) dζ

ζ − z

}
=

1

2πi

∫
∂D

{
u1 + v3

λ

dζ

ζ − z
− v3 dζ

ζ − z

}
=

1

2πi

∫
∂D

{
u1 dζ

ζ − z
+

(
dζ

ζ − z
− dζ

ζ − z

)
v3

}
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を得る．ここで u2L+3 ≡ 0 ならば，λ が S∗ のレゾルベ
ント集合に含まれることから v2L+3 = 0 であり，(4) は
(v1, v3, . . . , v2L+1) に関する連立一次方程式

λv2n+1 − v2n+3 = u2n+1, n = 0, 1, 2, . . . , L− 1,

λv2L+1 = u2L+1

となる．後退代入により直ちに

v2n+1 =

L∑
ℓ=n

u2ℓ+1

λℓ−n+1
, n = 0, 1, 2, . . . , L

がわかるので，(3) を得る．

これは上述のように u2ℓ+1 ≡ 0 を全ての ℓ > L に仮定す
る必要はなく，ある ℓ = L+ 1 で Fourier 係数が 0 となれば
十分であることを示している．

3. 正則化パラメータと安定性
さて (3) の右辺を u

(M)
1 とすると，L2(D) で u

(M)
1 → u1 が

成立するので，(3) は正則化法となっている．しかしながら
著者らの先行研究 (7) ではM を大きくすると数値解の誤差
が増大する例が示されており，数学的な結果が必ずしも数値
計算で再現されないが，前述のとおり，これは X 線 CT の非
適切性に起因するものである．一般に非適切問題では「高周
波成分」が計算過程で急激に増大することが知られており，
Fourier 解析や特異値分解等の周波数分解を導入して高周波
成分の影響を軽減させる対処がなされる．提案手法 (3) も同
様に，正数 M より大きい Fourier 係数を打ち切り，高周波
成分の影響が現れないようにしている．一方，この高周波成
分は問題の細部の情報を含んでおり，その影響を極度に抑え
た場合，十分な近似が得られないことに注意する．
一般的な正則化法では観測誤差や計算誤差の増大は，用い

る観測データのみならず，数値計算アルゴリズムとその実装
に依存する．本提案手法でも同様に，これら種々の要因を勘
案して，計算にもちいる周波数成分の最大値，すなわち M

を設定する必要がある．

4. 数値計算例
提案する正則化法を現実的な設定で考察するため，X 線

CT のテストデータとして公開されている Fig. 2 の Radon

変換を用いた再構成をおこなう (3, 8)．これは実測で得られ
たもので，ω の偏角方向に区間 [0, 2π) を Nω = 120 等分，s

方向に区間 [−1, 1] を Ns = 2296 等分して観測値が与えられ
ている．なお D の直径は 114.8mm に相当しており，s 方向
の解像度は 114.8[mm]/2296 = 50[µm] である．本節では混
同の恐れのない限り，簡便のため，ω, ζ, ξ ∈ R2 の偏角を同
じ記号でそれぞれ ω, ζ, ξ で表し，それらを適当な区間で考
える．
さて格子幅を ∆ω = 2π/Nω, ∆s = 2/Ns として，格子点

ωn = n∆ω, sj = −1 + j∆s 上での観測値の全体を

D = {Rµn,j = Rµ(ωn, sj) ; 0 ≤ n < Nω, 0 ≤ j ≤ Ns}
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Fig. 2: Measurement Data Rµ(ω, s) (Sino-

gram) for Walnut (3, 8)
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Fig. 3: Histgram of Relative Error E(ω, s) (6)

of Sinogram of Fig. 2 for 0 ≤ ω < π, −1 ≤

s ≤ 1

とする．D は ωn ∈ [0, 2π) で与えられるが，Radon 変換が

Rµ(ω + π, s) = Rµ(ω,−s) (5)

を満たすことから，

E(ω, s) =
Rµ(ω + π, s)−Rµ(ω,−s)

Rµ(ω,−s)
(6)

を (ω, s) での相対誤差の指標とすることができる．なお D
中には |Rµn,j | < 10−8 となる点はなかった．0 ≤ ω < π の
範囲での E(ω, s) の ヒストグラムを Fig. 3 に示す．このと
き |E(ω, s)| の平均値は約 5.3% であった．

FBP では D のうち ωn ∈ [0, π) の範囲の観測値を用い
るが，これで得られる断層画像を Fig. 4 に示す．ここでは
Shepp-Logan フィルタを用い，バンド幅には，標本化定理
の許す ω 方向と s 方向のそれぞれから決まるバンド幅の上
限 (10)である 30と 2296π/2 ≈ 3607の相乗平均である約 329

を利用した．結果では細部の構造が良好に得られるととも
に，FBP に特徴的な streak artifact が現れていることがわ
かる．
一方，提案する境界積分の数値計算においては (3)に現れ

る単位円周上の数値積分や ξ 方向の Fourier 変換のために，
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Fig. 4: Reconstruction by Filtered Back Pro-

jection

ζ, ξ を等間隔で離散化する (7)．しかし一般的な平行ビーム投
影では D と同様に，(ω, s) について格子点上で Rµ の観測値
が与えられるため，(1) の設定では補間が必要となる．まず ξ

方向の分割幅を ∆ξ = 2π/Nω として ξk = k∆ξ とする．この
とき Nω が 4の倍数ならば ξ⊥k = ωk+Nω/4 である．さらに (5)

を利用してFBPの場合と同様に ω ∈ [0, π)の範囲を用いるこ
とを考えて，ωk+Nω/4 ≥ π の場合は ωk+Nω/4−π = ωk−Nω/4

を用いる．また ∆ζ については，ζ の投影面への正射影と s

方向の解像度とを考慮して (Fig. 1)

sin
2π

Nζ
< ∆s

を満たす最小の 4の正の倍数 Nζ を用いて 2π を Nζ 等分し
て ∆ζ = 2π/Nζ とし，これで得られる等分点を ζi = i∆ζ,

0 ≤ i < Nζ とする．なお D に対しては Nζ = 7216 であった．
以上で設定する格子点 (ζi, ξk), 0 ≤ i < Nζ , 0 ≤ k < Nω

上で

u(ζi, ξk)

≈


Rµ(ωk + π/2, sj), ζi · ξk > 0 かつ ξk < π/2, 3π/2 ≤ ξk;

Rµ(ωk − π/2,−sj), ζi · ξk > 0 かつ π/2 ≤ ξk < 3π/2;

0, ζi · ξk ≤ 0

と近似する．ただし j∆s ≤ ζi · ξ⊥k < (j + 1)∆s となる j ∈
Z がただひとつ存在するので，この j により u(ζi, ξk) ≈
Rµ(ξ⊥k , sj) とする．すなわち，s = ζi · ξ⊥k での Radon 変換
に対しては，本研究では Rµ を s 方向に区分定数で補間し
た．さらに (5) を利用して ω ∈ [0, π) に対応するデータを利
用している．
以上のもとで，打ち切りパラメータ M = 200 での再構成

結果を Fig. 5 に示す．結果より，streak artifact も含めて既
存の FBP と同等の結果が得られていることがわかる．
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Fig. 5: Reconstruction by the Boundary Inte-

gral Formula with M = 200 Using ω ∈ [0, π)
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Fig. 6: Reconstruction by the Boundary Inte-

gral Formula with M = 200 Using ω ∈ [0, 2π)

また提案する境界積分による方法では，(5) を利用せずに

u(ζi, ξk) ≈

Rµ(ωk + π/2, sj), ζi · ξk > 0;

0, ζi · ξk ≤ 0

として，D を測定した ω ∈ [0, 2π)の全体を利用することもで
きる．この場合の再構成結果が Fig. 6 であり，streak artifact

が解消されていることがわかる．
さらに打ち切り項数 M の正則化への寄与を調べるため，

M = 10, 30, 50, 100, 2000, 3000 と変化させたときの再構成
の結果を Fig. 7 に示す．M が小さいときは，D の殆どの位
置で再構成された値は適当な範囲に含まれるものの，結果は
大域的な構造のみ再現しており，局所的な構造が再現されて
いるとはいえない．一方 M を大きくすると，細部の形状の
情報を含む高周波成分が反映されて結果は鮮明になるが，特
に ∂D の近傍では絶対値が極端に大きい値となり，図示した
範囲の値が得られない．これは不安定性による計算誤差の増
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大のためと考えられる．すなわち M は典型的な正則化パラ
メータと同様の役割を果たしており，適当に選択することに
よって Fig. 5, Fig. 6 に示す信頼性の高い再構成結果が得ら
れる．
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Fig. 7: Comparison of Reconstructions with

Various Truncation Numbers M

5. 結言
本論文では Cauchy 型の境界積分公式にもとづく X 線 CT

手法に対して正則化を提案した．またこの手法を実測値に適
用し，従来の FBP と同等の結果が得られることを示した．
トモグラフィの実用化では，観測誤差や数値計算の誤差に起
因する摂動が不可避であり，それらの影響に適切に設定する
必要がある．本研究で用いた測定データ D に対応しては，観
測点数に相当する数値積分の離散化による数値的不安定性の
影響は認められず，人工的に導入される打ち切り項数が正則
化パラメータの役割を果たしていることがわかった．安定性
と精度を両立させるためにその適切な選択が重要であり，実
用化においてはそのための指標の提案が望まれる．
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