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This paper presents numerical analysis method of shape design problems for controlling

lift of an isolated body in unsteady uniform viscous flow fields. The shape design problems

for maximizing the lift and controlling the lift for the isolated body are studied. Shape

gradients of these shape design problems are derived theoretically using the Lagrange

multiplier method, adjoint variable method, and the formulae of the material derivative.

Reshaping is carried out by the traction method proposed as an approach to solving shape

optimization problems. Numerical analysis programs for the shape design problems are

developed by using FreeFEM, and the validity of proposed method is confirmed by results

of 2D numerical analyses.
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1. はじめに
粘性流れ場問題における形状最適設計は，流体力学，自動

車工学，海洋工学等の多くの工学分野における重要課題であ
る．実際，粘性流体を輸送する内部流れ場問題では，エネル
ギーロスを最小化するための流路形状設計，また外部流れ場
問題では，一様流中に置かれた孤立物体に生じる抗力最小
化，あるいは揚力最大化を目的とした孤立物体の形状設計等
が行われている．本研究では，非定常一様粘性流中に置かれ
た孤立物体の揚力に対して，その揚力の大きさを制御するた
めの孤立物体の形状設計について検討する．
粘性流れ場の形状最適化に関する研究は，Pironneau(1)(2)

によって始められ，多くの研究者が検討を行ってきた．その
詳細は文献 (3)-(6) に譲る．非定常一様粘性流中に置かれた孤
立物体に対する抗力規定問題では，松本 (7)，Yagiら (8)(9)が
解析をしている．また揚力規定問題では，Srinathら (10)(11)

が孤立物体表面の設計境界を B-spline関数で表現して，設計
変数を極力少なく制限したパラメトリックな解析を行ってい
る．しかしながら，これらの研究において，孤立物体に生じ
る抗力あるいは揚力の計算法には，孤立物体表面で評価され
る応力の境界積分による解析法が用いられた．
これに対して，著者ら (6) は抗力の計算法において，物体
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表面で評価される応力の境界積分でなく，田端ら (12)(13) に
よって提案された流れ場全体の領域積分による解析方法を
用いて，孤立物体の抗力を規定する形状設計問題を解析し
た．この領域積分による解析法は，境界積分に比較して，高
精度な数値解析が実現できることが知られている．また，こ
の抗力規定の形状最適化には，力法 (14)（あるいは H1 勾配
法 (15)）が用いられた．力法は，形状最適化のための一解法
として提案され，理論的に導出された分布系の感度を直接利
用した手法であり，設計境界を表すための設計変数を制限す
ることなく，ノンパラメトリックな形状最適化手法により滑
らかな形状設計が実現できる.

本論文では，前報 (6) の拡張として，孤立物体に生じる揚
力の大きさを制御するための孤立物体の形状設計に着目し，
揚力最大化を目指した形状設計問題，および揚力規定を目
的とする一つの逆問題としての形状設計問題を取り上げる．
この二つの形状設計問題の定式化を行い，随伴変数法を用い
て形状修正の感度となる形状勾配密度関数を導出する．次
に，導出した形状勾配密度関数に基づいて，力法を適用し
た数値解析例を示す．なお，本研究における数値解析では，
FreeFEM(16)を利用してプログラム開発を行い，本論文では
2次元問題の簡単な解析結果を紹介する．
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2. 一様粘性流れ場の支配方程式と揚力の解析法
2.1. 非定常粘性流れ場の支配方程式

Fig.1に示すように，Rd(d = 2, 3)の領域 Ω，時間 [0, T ]にお
ける非定常粘性一様流中に置かれた孤立物体について考える．
領域 Ωの境界 Γ は 全て Dirichlet 型境界であり，流速ゼロの
孤立物体境界ΓB と，一様流速u = û(u1 = û, u2 = 0, u3 = 0)

を有する孤立物体から十分に離れた境界 ΓU から構成されて
いる．nは境界における単位法線ベクトルを表す．
流速 u = {ui}di=1 ∈ U は次の関数空間の要素であり，境界

Γ において û ∈ H1/2(Γ × [0, T ]) が既知関数として与えられ
ている．

U = {u(x⃗, t) ∈ H1(Ω× [0, T ]) |

ui(x⃗, t) = ûi(x⃗, t), t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γ,

ui(x⃗, 0) = uiini(x⃗), x⃗ ∈ Ω} (1)

また圧力 p(x⃗, t) ∈ Q は次の関数空間の要素である．

Q = {q(x⃗, t) ∈ L2 (

∫
Ω

q dx = 0)} (2)

ここで，Hm(Ω× [0, T ]) は m 階の導関数まで領域 Ω× [0, T ]

で 2 乗可積分な関数空間，L2(Ω× [0, T ]) は有界可積分なス
カラー関数空間を表す．
無次元化された Navier-Stokes方程式と連続の式の弱形式

は，試験関数 w = {wi}di=1 ∈ W :

W = {wi(x⃗, t) ∈ H1(Ω× [0, T ]) |

wi(x⃗, t) = 0, t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γ,

wi(x⃗, T ) = 0, x⃗ ∈ Ω} (3)

と試験関数 q ∈ Q を用いて，次のように表すことができる．∫ T

0

{
tV (u,t, w) + aV (u,w) + bV (u, u, w) + c(w, p)

}
dt

= 0 ∀w ∈ W (4)∫ T

0

{
c(u, q)

}
dt = 0 ∀q ∈ Q (5)

ただし，tV (u,t, w), aV (u,w), bV (v, u, w), c(w, p)は次のよう
に定義されている．

tV (u,t, w) =

∫
Ω

wi
∂ui

∂t
dx, aV (u,w) =

∫
Ω

1

Re
wi,jui,jdx,

bV (v, u, w) =

∫
Ω

wivjui,jdx, c(w, p) = −
∫
Ω

wi,ipdx (6)

また，Reはレイノルズ数を表す．ここで，本論文のテンソル
表示では Einstein の総和規約と偏微分表示 ( · ),i = ∂( · )/∂xi

を使用し，( · ),t は時間の導関数を表している．また初期条
件は，次のように定義されている．

ui(x⃗, 0) = uiini(x⃗), x⃗ ∈ Ω (7)

p(x⃗, 0) = pini(x⃗), x⃗ ∈ Ω (8)

ただし，uiini は初期流速，pini は初期圧力を表し，また ˆ( · )
は境界における既知関数を表している．

uu ˆ=

UΓ

0=
i
u

B
Γ

Ω

x1

x2

n

Fig. 1 Isolated body in uniform flow

2.2. 領域積分による抗力および揚力の解析法
田端ら (12)(13) は，物体に作用する抗力 FD あるいは揚力

FL を物体表面で評価される応力の境界積分によって解析す
るのではなく，流れ場領域全体の領域積分による解析法を提
案している．この領域積分による解析法に従うと，抗力 FD

は前述の弱形式の領域積分を用いることによって，次のよう
に表すことができる．

FD = tV (u,t, v
D) + aV (u, vD) + bV (u, u, vD) + c(vD, p) (9)

ただし ，vD は次のように定義されている．

vD = (e, 0, 0), e =

 1 on ΓB

0 on ΓU

(10)

この方法では，有限要素解析のために既に構築されている
aV (u, vD)などの弱形式の各項に，数値解析された解 u, p を
代入する演算によって抗力が解析できる．また境界積分によ
る解析法に比較して，高精度な数値解析が実現できることが
知られている． 同様にして，揚力 FL は vL = (0, e, 0) とお
いて，

FL = tV (u,t, v
L) + aV (u, vL) + bV (u, u, vL) + c(vL, p) (11)

として表すことができる．

3. 揚力最大化問題
3.1. 問題の定式化
孤立物体に対して，時間 t = t1 ∈ [0, T ]から t = t2 ∈ [0, T ]

における揚力 FLの時間積分を最大化する問題を定式化する．
この粘性流れ場領域 Ω の領域変動を T⃗s (s は領域変動の履
歴)で定義し，領域 Ω は変動して Ωs = T⃗s(Ω) になると仮定
する．T⃗s(Ω) は，領域変動の制約を満たす適当に導関数が連
続な許容関数空間 D の要素とする．このとき，時間 t = t1

から t = t2 におけるこの問題は次のように定式化される．

Given Ω

find Ωs or T⃗s(Ω) ∈ D (12)

that maximizes

∫ t2

t1

{
tV (u,t, v

L) + aV (u, vL) + bV (u, u, vL)

+c(vL, p)
}
dt (13)
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subject to

∫ T

0

{
tV (u,t, w) + aV (u,w) + bV (u, u, w)

+c(w, p)
}
dt = 0 ∀w ∈ W (14)∫ T

0

{
c(u, q)

}
dt = 0 ∀q ∈ Q (15)∫

Ω

dx ≤ M (16)

ここで，式 (14)，式 (15)は状態方程式におけるNavier-Stokes

方程式，連続の式の弱形式を表し，M は領域の大きさの制
限値の上限を表す．なお，時間区間 [t1, t2]については，揚力
最大化を試みる区間に応じて，全時間区間 [0, T ]の中で任意
に選定できると仮定している．
3.2. 随伴方程式と形状勾配密度関数
この問題は Lagrange 乗数法によって，Lagrange 関数の停

留化問題に書き換えることができる．この場合の Lagrange

汎関数 L(u, p, w, q,Λ) は次式で与えられる．

L = −
[ ∫ t2

t1

{
tV (u,t, v

L) + aV (u, vL) + bV (u, u, vL)

+c(vL, p)
}
dt
]

−
∫ T

0

{
tV (u,t, w) + aV (u,w) + bV (u, u, w) + c(w, p)

}
dt

−
∫ T

0

{
c(u, q)

}
dt+ Λ(

∫
Ω

dx−M) (17)

ここで，w ∈ W , q ∈ Qは非定常粘性流れ場の支配方程式に
関する Lagrange乗関数（または随伴変数）になっている．ま
た，Λ は領域の大きさの制約条件式に対する Lagrange乗数
である．
領域変動に対する Lの導関数 L̇を速度場 V⃗ (Ωs) = ∂T⃗s/∂s(Ω) =

∂T⃗s/∂s(T⃗
−1
s (Ωs)) を用いて計算 (14) して，Lagrange 関数 L

の停留条件を考慮すると，この揚力最大化問題に対する随伴
方程式は次のように導出できる．∫ T

0

{
tV (u′

,t, w) + aV (u′, w) + bV (u′, u, w) + bV (u, u′, w)

+c(u′, q) + c(w, p′)
}
dt

= −
∫ t2

t1

{
tV (u′

,t, v
L) + aV (u′, vL) + bV (u′, u, vL)

+bV (u, u′, vL) + c(vL, p′)
}

dt (18)

また，設計境界での条件 (wi = 0)，支配方程式および随伴方
程式における連続の式などを考慮すると，形状更新の感度を
表す形状勾配密度関数 Gは，次のように導出できる．

G =

∫ T

0

{− 1

Re
wi,jui,j} dt+ Λ (19)

このようにして形状勾配密度関数を導出できれば，力法を適
用することが可能になる．

4. 揚力規定問題
孤立物体に対して，時間 t1 ∈ [0, T ] から t2 ∈ [0, T ] にお

ける揚力 FL を目標値 FLtarget に規定する形状設計問題を定
式化する．この問題は，実際の揚力 FL の時間履歴と目標値

Γdesign ΓU

ΓU

ΓU

ΓU

x1

x2

Fig. 2 Numerical model for 2D isolated body

FLtarget との二乗誤差積分を最小化させる形状設計問題とし
て捉えれば，一つの形状最適化問題として取り扱うことがで
きる．
揚力規定問題は次のように定式化できる．

Given Ω

find Ωs or T⃗s(Ω) ∈ D (20)

that minimizes

∫ t2

t1

{
FL − FLtarget

}2

dt

subject to

∫ T

0

{
tV (u,t, w) + aV (u,w) + bV (u, u, w)

+c(w, p)
}
dt = 0 ∀w ∈ W (21)∫ T

0

{
c(u, q)

}
dt = 0 ∀q ∈ Q (22)∫

Ω

dx ≤ M (23)

前述と同様の手順によって，この問題に対する随伴方程式は
次のように導出できて，∫ T

0

{
tV (u′

,t, w) + aV (u′, w) + bV (u′, u, w) + bV (u, u′, w)

+c(u′, q) + c(w, p′)
}
dt

=

∫ t2

t1

2
{
FL − FLtarget

}{
tV (u′

,t, v
L) + aV (u′, vL)

+bV (u′, u, vL) + bV (u, u′, vL) + c(vL, p′)
}

dt (24)

また，この問題の形状勾配密度関数は，前述の揚力最大化問
題における式 (19)と同様になる．

5. 解析手順
提案した形状決定解析は，次のステップを繰り返すことに

よって解析できる．

Step 1. 初期形状を与える．

Step 2. 状態方程式 (14), (15)に基づいて，時間 t = 0から
t = T の方向へ，流速分布 ui(x⃗, t)，圧力分布 p(x⃗, t)を
解析する．

Step 3. 目的汎関数が停留したと判断されれば解析を終了
する．

Step 4. 得られた流速分布 ui(x⃗, t) を用いて，随伴方程式
(18)，あるいは (24)に基づいて，時間 t = T から t = 0

の方向へ，随伴流速分布 wi(x⃗, t), 随伴圧力分布 q(x⃗, t)

を解析する．
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Flow velocity Pressure

(a) Flow velocity and pressure distribution at final time (t=T ) for initial shape (Re=100)

Flow velocity Pressure

(b) Flow velocity and pressure distribution at final time (t=T ) for optimum shape (Re=100)

(c)Initial shape (d)Optimum shape (Re=100) (g)Optimum shape (Re=0.1)
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Fig. 3 Numerical results for lift maximization (Re=100 and 0.1)

Step 5. これらの結果を用いて，式 (19)から形状勾配密度
関数 Gを計算する．

Step 6. 力法に基づいて，形状更新量の速度場 V⃗ を計算し
て，形状を更新し，Step.2に戻る．

6. 解析例
導出した形状勾配密度関数を用いて，力法を適用した簡単

な解析例を紹介する．FreeFEM(16) を用いて 2次元問題のプ
ログラム開発を行い，そのプログラムを用いて数値解析した．

Fig.2を解析モデルとした一様流中に置かれた円形孤立物
体について解析を行った．孤立物体まわりの境界を 200分割，
左右境界および上下境界をそれぞれ 20分割および 60分割し
て FreeFEMを用いてメッシュ生成した．流速に対して 2次，
圧力に対して 1次，形状更新の際に用いる速度場の計算に対
しては 2次の三角形要素を用いた．流れ場解析における境界
条件を次のように与えた．外部境界 ΓU 全てに流速 u1 = 1.0

および u2 = 0，それ以外の境界は壁面を想定し ui = 0とし
た．初期条件は,領域全体において uini = 0とした．孤立物
体境界を設計境界 Γdesign とした．
本研究における支配方程式は，レイノルズ数を考慮した無

次元化方程式として支配方程式 (14), (15)によって定式化さ
れている．全ての数値解析例では，代表長さは初期形状にお
ける流れに対する投影長さを１と設定して，支配方程式にお
けるレイノルズ数に基づいて解析を行った．したがって，実
際にはわずかではあるが，形状最適化後における投影長さが
変化した場合には，その投影長さの変化に対応したレイノル
ズ数の変化が生じることになる．
6.1. 揚力最大化の形状決定 (Re=100)

Re=100の場合に対して，揚力最大化の解析を行った．時
間積分では，t = 0から t = T = 150まで，時間刻み δt = 0.03

で分割した．初期時刻 t = 0近傍の時間域では，状態変数（流
速，圧力など）の時間的変化が著しく，その状態変数の関数
として計算される揚力の精度もやや低下する可能性があるた
めに，Srinath ら (10)(11) の解析同様に初期状態近傍の時間
域を除去し，目的汎関数の時間域を t1=15から t2=150に設
定した．本解析では形状更新において面積一定とした．
解析結果を Fig.3 (a)～(f)に示す．(a)および (b)に円形の

初期形状および最適形状における終端時刻 (t=T ) での流速
分布および圧力分布を示す. 初期形状における流速および圧
力分布の様子から，孤立物体の後流部にカルマン渦が発生し
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Flow velocity Pressure

(a) Flow velocity and pressure distribution at final time (t=T ) for initial shape

Flow velocity Pressure

(b) Flow velocity and pressure distribution at final time (t=T ) for identified shape
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Fig. 4 Numerical results for lift control (Re=40)

ていることが確認できる．(c)および (d)に初期形状および
最適形状での孤立物体近傍の有限要素分割を示す．滑らかな
最適形状が得られていることが確認できる．
式 (11)の揚力 FL，孤立物体直径 d = 1，一様流速 û1 = 1.0

に基づいて，次式を用いて揚力係数 Cl を計算し,

Cl =
2FL

û2
1d

(25)

(e)に初期形状と最適形状に対するその揚力係数 Clの時間履
歴を示す．この初期形状における揚力係数 Cl の結果は，孤
立物体表面における応力の境界積分による解析結果 (17) と
同様な結果となっており，開発したプログラムによる揚力の
計算結果が妥当であることが確認できる．また式 (25) の関
係から，孤立物体直径 dおよび一様流速 û1 の値を定数とす
れば，上記の揚力最大化問題は揚力係数最大化問題としても
捉えることができる．そのため，本解析結果では，揚力係数
Cl の時間履歴で示している．

Fig.3 (f)は初期値を 100%とした形状更新の繰り返しに対
する目的汎関数の推移を示す．(e),(f)の結果から，最適形状
における揚力係数 Cl が上昇して，目的汎関数は最大化して
いる．また参考までに，(g) に Re=0.1 の場合の最適形状を

示ており，Re数に応じて最適形状が異なることが確認でき
る．以上により，提案した形状決定問題の解法の妥当性が確
認できた．
6.2. 揚力規定の形状同定 (Re=40, 揚力 1.5倍設定)

流れに対して 45◦ 傾いた長短軸比 1.5の楕円形状を初期形
状に設定し，Re=40 においてその初期形状における揚力の
1.5倍を目標の揚力 FLtarget に設定した揚力規定の形状同定
問題の解析を行った．時間域の設定については，前述の揚力
最大化と同様であり，また今回の解析では，形状更新におけ
て面積制約を設定しなかった．
解析結果を Fig.4 (a)～(g)に示す．前述の揚力最大化問題

と同様に，(a),(b) に初期形状，最適形状における終端時刻
(t=T ) での流速分布および圧力分布，(c),(d) に孤立物体近
傍の有限要素分割，(e)に形状比較を示す．(f)は揚力係数 Cl

の時間履歴，(g)は目的汎関数の変化を示している．(f)の結
果から，得られた同定形状における揚力係数 Cl の時間履歴
は，目標値にほぼ一致していることが確認でき，その結果と
して，(g)の形状更新に対する目的汎関数の値は減少してほ
ぼゼロ近くに収束していることが確認できる．
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Fig. 5 Numerical results for lift inverse phase (Re=100)

6.3. 揚力規定の形状同定 (Re=100, 逆位相設定)

Fig.3 (a) の初期形状より計算された揚力の時間履歴に対
して，t1=120.0から t2=150.0の時間域において，逆位相と
なる揚力値を目標の揚力 FLtarget に設定した形状同定問題
を解析した．本解析では形状更新において面積制約は設けな
かった．
解析結果を Fig.5 (a)～(d)に示す．Fig.5 (a)では，目標と

する Cl 値の時間履歴に対して，初期形状，得られた同定形
状の Cl 値を比較して示し，(b)はその拡大図を示している．
また (c)は初期形状と同定形状の形状比較，(d)は形状更新
に対する目的汎関数の変化を表している．Fig.5 (a),(b)より，
時間 t1=120.0から t2=150.0の時間域において，その同定形
状の揚力係数 Cl 値は，初期形状と逆位相の値になっている
ことが確認できる．また (d) において形状更新に対する目的
汎関数の値は減少し，ほぼゼロの値に収束している．
以上の解析結果から提示した手法の妥当性が確認できた．

7. まとめ
本論文では，非定常粘性流れ場に置かれた孤立物体に生じ

る揚力を最大化，また揚力の時間履歴が目標値となるように
孤立物体形状を設計する問題を取り上げて，その数値解析法
を提案した．これらの形状設計問題の定式化を行い，随伴変
数法を利用してその問題に対する形状勾配密度関数を導出
し，それらの形状勾配関数に基づいて力法を適用した簡単な
二次元問題の解析例から，提案した手法の妥当性を示した．
なお，本研究における形状設計では，制約条件として孤立物
体の領域の大きさ制約を設定して，定式化および数値解析を
行った．今後の課題として，流れにおける孤立物体の投影面
制約を用いた定式化および数値解析について検討する必要が
ある．
本研究の一部は JSPS科研費 JP18K03996の助成を受けて

行われた．記して深く謝意を表する．
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