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In order to estimate the geological structure in the front region of tunnel face, a numerical

method is developed within the framework of three-dimensional resistivity tomography.

For this purpose, an estimation method is constructed based on the gradient method.

The objective function is derived from the posterior probability of unknown conductivity,

by virtue of the Bayes’ theorem. To save the computation time spent for the design

sensitivity analysis, the adjoint equation is introduced. The hyper parameters given

by the variance of noise and the inverse matrix of covariance are optimized using the

average likelihood. Through numerical examples, performance of the proposed method

is validated. In particular, the relationship between the accuracy of estimation and the

arrangement of source point and observation points is discussed.
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1. はじめに

トンネル掘削の際に，切羽前方域の地山構造を事前に把

握することは，施工の安全性や経済性確保などの面で重要で

ある．そのため，トンネル切羽面前方に設けたボーリング孔

から試料を採取して，強度試験を行い力学特性を評価する，

ボーリング調査法 (1) が広く用いられている．当該法では試

料を直に採取するため，その力学性状を的確に知ることが

できる．しかし，ボーリング資料より得られる情報は一次元

的なものに限定されることに加え，ボーリング工事は費用

と時間を要するため，削孔数には限界がある．したがって，

トンネル切羽前方の地山構造を 3 次元的に把握するために

は，ボーリング調査法を補完する新たな手法の導入が必要と

なる．

そこで著者ら (2) は，上述の調査法に加え，電気探査法 (3)

の一つである比抵抗トモグラフィ探査法を併用した手法の開

発を行っている．当該法では，トンネル切羽面の 3箇所で水

平ボーリングを実施し，その内 1本を電流入力に，他の 2本

を電位測定に用い，その結果より求めた電気比抵抗値に基づ

き地山構造の 3次元的推定を行う．なお，文献 (2)では，比

抵抗分布の推定の際に拡張 Kalman フィルタ (4) を用いた．
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当該推定法は，地山剛性等の推定 (5) への適用例も報告され

ているが，本来線形逆問題を対象とした Kalmanフィルタを

非線形問題に拡張したものであり，未知量の修正過程は必ず

しも非線形問題に適した効率的なものとはなっていない．そ

のため，文献 (2)に示した解析例では，未知量の収束が緩慢

で，問題によっては不安定なものとなっていた．

本論文では，当該法における上述の問題点の改善を目的と

して，Bayesの定理 (6) に基づいた推定法を構成する．具体

的には，観測データに基づく未知量の事後確率分布の指数部

より目的関数を設定し，未知量推定を目的関数の最小化問題

として定式化する．その下で，最小解の探索に勾配法に基づ

いた非線形推定法を適用することにより，計算負荷が比較的

軽微で，さらに安定且つ速やかな収束性を確保し得る手法を

構築する．なお，収束過程において，測定データのノイズや

未知量の事前確率分布に関する分散や共分散逆行列などの超

パラメータについても推定可能な手法 (6) を適用する．これ

により，観測データ数より未知数が多い場合に正則化項の役

割を果たす事前情報に関する共分散行列についても，その最

適値を客観的に決定することが可能となる．

以下では，まず本探査法の概略とそれに対応する数理モデ

ルについて述べる．次に，未知量である電気伝導率 (比抵抗



Fig. 1 Outline of 3-D resistivity tomography

逆数)の推定法に関する定式化を示す．最後に，幾つかの解

析例を通して本推定法や，それに基づく探査法の妥当性につ

いて検討する．

2. トンネル切羽前方探査解析

2.1. 電気探査法の概要

トンネル切羽前方域に，Fig.1に示す様に 3本のボーリン

グ孔を設ける．なお，Fig.1において，部分領域 Ω0 は未知量

である電気伝導率の推定領域である．

電位測定を以下の手順により実施する．

1) 電位測定に用いる切羽面中央上部および右下部ボーリン

グ孔を削孔する．

2) 上記 2つのボーリング孔内に固定電極を等間隔 (1.5m)に

設置する．

3) 左下部に電流入力用のボーリング孔を 1ロッド分 (1.5m)

打撃削孔する．

4) 移動電極を左下部ボーリング孔に挿入し，先端地山に接

地させて電流を入力する．

5) 中央上部および右下部ボーリング孔内の各固定電極にお

ける電位を測定する．

6) 移動電極を回収する．

7) 3)～6)を繰り返す．

2.2. 電気探査法の順解析過程

2.1. に述べた電気探査を対象とした有限要素順解析過程

において，トンネル切羽前方の三次元場を Fig.2に示す有限

領域 Ω で離散化する．Ω 内の電位場は次の支配方程式で与

えられる．

div(k grad u) = −Qδ(x− x0), in Ω (1)

ここで，uは電位，kは電気伝導率，x0 は電流入力点，Qは

入力電流，δ はデルタ関数である．

Fig. 2 Numerical model of present problem

本研究における境界条件は，次式により与えられる．

q :=
∂u

∂n
= 0, on Γq

u =
ρQ

4π|x− x0|
, on Γu

(2)

ここで，Γq はトンネル切羽面に対応する部分境界であり，当

該境界面内に位置している有限要素節点においては法線 n

方向流束 q をゼロに規定する．Γu はそれ以外の境界であり，

そこに属する節点では電位を規定する．なお，Ω内の電位場

が無限領域のそれを近似し得る様に，Γu 上の節点では x0 に

電流 Q を入力した場合の電位を式 (2) 第 2 式により設定す

る (2)．式 (2) の ρ は，領域全体を一様場と見なして得られ

る見かけの比抵抗値である．また，電流入力用ボーリング孔

は，入力点 x0 手前まで中空の金属ロッドで保護されている

ため，そこに位置する節点電位 u2 は，切羽面上のロッド端

電位 u1 と等しい値をとる様に拘束する．

式 (1)，(2)，および上述の設定条件に対応する有限要素方

程式を次式で与える．

I 0 0 0 0

Kba Kbb Kb1 Kb2 0
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ここで，ua = ūa は Γu 上の規定節点電位，ub は ua, u1,u2

以外の節点における電位，q2 はロッド上の節点流束，q̄b は

ub に対応する流束であり，x0 で Q，それ以外の節点ではゼ

ロとなる．また，Iは単位行列，1 = {1 1 · · · 1}T である．

3. 電気伝導率の推定法

3.1. 目的関数の設定

上述の電気探査において，電流入力用ボーリングロッドの

掘進過程を N ステップ実施する場合について考える．第 α

ステップ目における電流入力・電位測定の求解方程式 (式 (3))

を次式で表すものとする．

[Aα]{vα} = {bα}, (α = 1, · · · , N) (4)



ここで，[Aα], {vα}, {bα}は，それぞれ第 αステップ目の式

(3)における求解行列，未知ベクトル，および右辺ベクトル

である．

切羽面中央上部および右下部ボーリング孔での測定電位を

成分とするベクトルを {Yα}とし，それに対する順解析結果
を {hα} = [B]{vα}で与えるものとする．なお，[B]は式 (4)

の解 {vα}から測定点における電位に対応する節点成分を抽
出する定数行列である．測定ノイズを {ϵα}とすると，次の
関係が成り立つ．

{Yα} = {hα}+ {ϵα} (5)

{ϵα}の各成分を，互いに独立な期待値ゼロ，標準偏差 σε の

Gaussノイズと仮定すると，{hα}が与えられた場合の {Yα}
の事後確率分布の指数部に (-1) を乗じた項 J1α は次式で与

えられる．

J1α =
1

2σ2
ε

||Yα − hα||2 (6)

部分領域 Ω0 における電気伝導率を，有限要素毎に，もし

くは幾つかの要素集合毎に設定するものとし，これら未知

量を成分として与えられるベクトルを {X} で表す．当該未
知量の事前情報が，期待値 {X̃} および精度行列 (共分散逆

行列)[Φ]の正規分布で与えられているものとする．すると，

{X}の事前確率分布の指数部に (-1)を乗じた項 J2 は次式で

与えられる．

J2 =
1

2
[X− X̃]T [Φ]{X− X̃} (7)

ベイズの定理 (6) により，測定データ {Yα}, α = 1, · · · , N
が与えられた場合の，未知ベクトル {X}の事後確率密度関
数 p(X|Y)は次式により評価できる．

p(X|Y) =
p(Y|X)p(X)

p(Y)

=
p(X)

p(Y)

∏
α

p(Yα|X)
(8)

ここで，p(Yα|X)は {X}が与えられた場合の {Yα}の事後
分布，p(X), p(Y)は事前分布である．なお，各ステップの測

定ノイズは互いに独立であることから，p(Y|X)は p(Yα|X)

の積で与えられる．

式 (8) で，測定後における p(Y) は確定量 (定数) となる

ので，その場合の p(X|Y) は p(X)Παp(Y
α|X) に比例する．

よって，{X}の最適推定解は，p(X)Παp(Y
α|X)の指数部を

最大ならしめる {X}により与えられる．
上述の Bayes の定理に基づき，未知量の推定問題を，式

(6)～(8)に基づき，次式の目的関数 J の最小化問題として設

定する．

J =

N∑
α=1

J1α + J2 +

N∑
α=1

[λα]T {Aαvα − bα} (9)

ここで，{λα}は未定乗数ベクトルである．
3.2. 未知量推定法

式 (9)の目的関数 J は，未知量である電気伝導率の非線形

関数で与えられるため，最小解は反復計算により求めること

となる．反復過程における収束性の向上には Newton法が有

効と考えられるが，そのためには目的関数 J の Hessian(2回

微分) を求める必要があり，1 回の修正に要する計算量がむ

しろ増大するため，本問題への適用に関する限り必ずしも得

策とは言えない．また，修正過程で Hessianを近似的に求め

る準 Newton法も提案されているが，いずれにしても未知量

推定の反復過程で Hessianの近似行列を係数行列とした連立

方程式の求解が必要であり，未知数の増加に伴い計算負荷が

増大する．そこで本研究では，J の最小解探索に勾配法を適

用する．

式 (4)を考慮すると，式 (9)より ∂J/∂Xi は次式で与えら

れる．

∂J

∂Xi
=Φij(Xj − X̃j)−

1

σ2
ε

∑
α

(Y α
k − hα

k )Bkl
∂vαl
∂Xi

+
∑
α

λα
k

(
∂Aα

kl

∂Xi
vαl +Aα

kl
∂vαl
∂Xi

) (10)

ここで，行列・ベクトル成分における繰り返し指標は総和規

約に従うものとする．なお，∂hα
k/∂Xi = Bkl∂v

α
l /∂Xi の関

係を用いた．

{λα}に次の随伴方程式を課すものとする．

[Aα]T {λα} =
1

σ2
ε

[B]T {Yα − hα} (11)

すると，式 (10)の ∂J/∂Xi は次式で与えられる．

∂J

∂Xi
= Φij(Xj − X̃j) +

∑
α

λα
k
∂Aα

kl

∂Xi
vαl (12)

これにより，感度 ∂vαi /∂Xj を求める必要が無くなり，その

ための連立方程式の求解計算が不要となる．

式 (12)で求めた勾配成分より，未知量の修正成分∆Xi を

次式に基づき与える．

∆Xi = −β
∂J

∂Xi
(13)

ここで β の値は，|∆Xi/Xi|が所定の上限値以下となる様に
設定する．また，未知量 Xi は電気伝導率であるので，物理

的に正値をとらねばならない．修正過程において当該要件を

保証するため，Xi を X̃ie
γi と指数表現により与える．する

と，∆Xi は次式で近似できる．

∆Xi ≈ Xi∆γi (14)

ここで，∆γi は γi の修正量である．

式 (13), (14)より次の修正式を得る．

Xi +∆Xi = Xi · e∆γi , ∆γi = − β

Xi

∂J

∂Xi
(15)

3.3. 超パラメータの設定

超パラメータである [Φ]，および σ2
ε の最適値を求めるため

に，{X}の事後確率分布に関する次の平均データ尤度 Θ(6)

を導入する．

Θ =−
∑
α

{
M

2
lnσ2

ε +
1

2σ2
ε

E(||Yα − hα||2)
}

+
1

2
ln |Φ| − 1

2
E([X− X̃]T [Φ]{X− X̃})

(16)



Fig. 3 Analysis conditions

ここで，M は観測点総数である．Θの最大化条件 (∂Θ/∂σ2
ε =

0, ∂Θ/∂Φ = 0)より，多少の計算の後，超パラメータの最適

値が次式により求められる．

σ2
ε =

1

MN

∑
α

E(||Yα−hα||2) ≈ 1

MN

∑
α

||Yα−hα||2 (17)

[Φ] = [Γ]− 1

1 + [X− X̃]T [Γ]{X− X̃}
[Γ]{X−X̃}[X−X̃]T [Γ]

(18)

ここで，[Γ]は本来 J の Hessianであるが，本手法では計算

負荷軽減のため，その近似行列を BFGS法 (7)(B公式)によ

り求め代用する．

4. 解析例に基づく検討

4.1. 解析条件

解析対象領域を Fig.3に示す．x, y, z方向の長さがそれぞれ

16, 20, 16 (m)の直方体領域を，各辺 1mの 8節点 6面体要素

で離散化する．電気伝導率の推定領域 Ω0は，図中 8× 16× 8

(m) のグレーの部分領域に設定した．観測点は，トンネル

切羽面の中央上部と右下部から y 軸方向に並ぶ各節点 (図

中●点)に設けている．電流入力点は切羽面の左下部から y

軸方向に順次 1 節点ずつ移動して設定し，そこに単位電流

(Q=1(A))を入力する．なお，2.1.に述べたとおり，実際の

測定ではこれらの間隔を 1.5mに設定しているが，本解析例

では 1mとした．また，切羽面 (y = 0)全面で流束をゼロと

し，それ以外の境界では式 (2)第 2式により電位を規定した．

外部領域と推定領域 Ω0 のほとんどの部分における電気伝

導率の正解値を 1.0 (1/Ωm)とし，Ω0 の一部分に電気伝導率

が 2.0 (1/Ωm) で与えられる部分領域 (介在物) を設定した．

なお，介在物領域については，電流入力点および測定ボーリ

ング孔と当該領域との位置関係がそれぞれ異なる，以下の 4

ケースを検討対象とした．

case1 : {x:4-12, y:6-10, z:4-12} (m)

case2 : {x:6-10, y:4-12, z:4-12} (m)

Fig. 4 Location of inclusion in each case

case3 : {x:4-12, y:4-12, z:6-10} (m)

case4 : {x:4-12, y:4-12, z:4-8} (m)

各ケースの Ω0 内における介在物位置を Fig.4に示す．な

お，赤い領域が介在物であり，右端面が切羽面となる．切羽

面には電流入力ロッド位置と観測ボーリング孔位置を，それ

ぞれピンク色とオレンジ色の点で表示した．

4.2. 電位分布の様子

本解析では，本来無限な領域をFig.3の有限領域で打ち切っ

ている．この影響を可能な限り低減するために，境界 Γu 上

において式 (2) 第 2 式により電位を規定する方法を採った．

その下で行った順解析より得られた電位分布の様子を，case1

を例に Fig.5 に示す．図は，z=4(m) における水平面内の分

布を描画したものである．なお，電流入力点が同一平面内の

(x, y)=(4m,16m)に設定されている場合を図示しており，そ

のため当該点近傍で電位分布が急変動している様子が確認で

きる．電位は電流入力点から概ね同心円状に分布しており，

境界近傍においても不自然な分布は認められず，ここで採用

した電位境界値の設定方法の妥当性が確認できる．ちなみ

に，x=4(m)の座標軸に沿って，電位分布が一様に低くなっ

ている．これは，金属ロッド挿入に対応して，当該直線上に

位置する節点の電位が一定値となる様な拘束条件を，求解方

程式に課していることによるものである．

4.3. 推定計算の反復回数

順解析結果から擬似測定データを作成し，それに基づき推

定を行った．なお，擬似測定データには分散 σ2
ε=1×10−8(V2)

のノイズを付加している．また，未知電気伝導率の初期値は，

外部領域のそれと同じ 1.0 (1/Ωm)に設定した．超パラメー

タの初期値については，測定ノイズの分散 σ2
ε を 1，未知電

気伝導率の共分散逆行列を単位行列に設定した．

まず，各ケースの推定計算の収束の様子を Fig.6 に示す．

この図は，式 (17)より求めた分散の推定値 (σ̃2
ε)の推移を示

したものである．式 (17) に示すように，これは解析結果と

測定値との誤差二乗和を定数MN で割った値であり，この

値を推定精度の評価指標として用いた．なお，推定過程にお



Fig. 5 Distribution of electric potential (case1)

Fig. 6 Convergence of σ̃2
ε

ける反復計算の収束判定にも，この値を用いている．いずれ

のケースにおいても収束は安定且つ速やかであり，10 回前

後の反復回数で推定計算は終了した．なお，上述のとおり，

ノイズの分散を σ2
ε=1 × 10−8(V2) と設定したが，その推定

値となる σ̃2
ε は正解値付近に収束しており，超パラメータの

推定結果の妥当性も確認できる．

4.4. 電気伝導率の推定結果

各ケースにおける電気伝導率の推定結果を Fig.7～Fig.10

に示す．なお，case3以外は電気伝導率が 1.5(1/Ωm)以上の

領域を示している．一方，case3では全体に推定値が低目と

なったため，当該ケースのみ 1.3(1/Ωm)以上の領域を図示し

た．図中の太枠は，正解における介在物の分布域境界である．

case1(Fig.7) における (x, z) 面内の分布では，2 つの測定

用ボーリング孔位置と，電流入力点とをつなぐ直線に沿って

電気伝導率の高い領域が推定されている．(x, z)面内にはこ

れら 3点のみが設定されているが，y 軸方向には 1m間隔で

密に測定点が置かれており，電流入力点と各測定ボーリング

Fig. 7 Estimation of inclusion (case1)

孔内の測定点とで与えられる平面内の詳細な情報を得るこ

とができる．そのため，これら 2つの平面内での電気探査を

統合した様な推定結果が得られたものと考えられる．一方，

y軸方向については，上述のように測定点が密に設定されて

いるため，介在物の分布範囲が適切に推定できている．

case2(Fig.8)では，(x, z)面内において，電流入力点と 2つ

の観測点とをつなぐ直線上の一部にしか介在物が分布してい

ない．そのため，当該面内における推定値は正解とは幾分異

なり，左下部の電流入力点と中央上部の測定点とをつなぐ直

線側に分布がずれた結果となっている．ただし，y 軸方向に

関しては，case1と同様に，介在物の分布範囲が概ね適切に

推定されている．

case3(Fig.9)の結果は，今回検討した 4ケースの中で最も

低い推定精度となった．当該ケースの場合，(x, z)面内にお

いて，電流入力点と右下部測定点とをつなぐ直線上に介在物

が存在していない．さらに，電流入力点と中央上部の測定点

との間にも，介在物の一部分が分布するだけとなっている．

そのため，前述の 2つの測定平面内の探査からでは，介在物

位置を適切に推定し得なかったものと思われる．

case4(Fig.10)では，4ケースの中で，最も良好な 3次元推

定結果を得ることができた．これは，電流入力点と右下部測

定点とで構成される平面に沿って介在物が位置していたため

と考えられる．

以上より，(x, z)面内に関しては，電流入力点と測定点と

をつなぐ直線に沿って特徴的な地山構造 (電気伝導率) が分

布する場合，適切な推定が可能であることが分かった．一方，

ボーリング孔に沿った y軸方向に関しては，測定点が密に配

置されるため，地山構造を概ね適切に推定できることを確認

した．

なお，ここでは介在物の電気伝導率が周囲に比べ高い場合

の結果を示したが，逆に低い場合においても同傾向の推定結

果が得られた．

4.5. 拡張Kalmanフィルタとの比較

case 1 を例に，文献 (2)で用いた拡張 Kalmanフィルタと

の比較を行った．なお，当該法にも 3.2.に述べた未知量修正

法を適用した．σ̃2
ε の収束の様子を Fig.6に，電気伝導率の推

定結果を Fig.11 に示す．本問題に関する限り，σ̃2
ε の収束自

体は拡張 Kalmanフィルタの方が速やかとなっているが，最

終的な推定精度は本手法の方が良好である．また，Fig.11の



Fig. 8 Estimation of inclusion (case2)

Fig. 9 Estimation of inclusion (case3)

介在物の推定域も，Fig.7に比べ正解との適合性はやや劣り，

本手法の有効性が確認できる．

5. おわりに

トンネル切羽前方の三次元電気探査法において未知量と

なる電気比抵抗 (電気伝導率)に対する推定手法を構築した．

未知量推定過程の安定化と計算の効率化を図るために，勾配

法に基づく推定法を採用した．その際に，Bayesの定理に基

づき，測定データ取得を前提とした事後確率分布より目的関

数を構成した．なお，勾配法で用いる目的関数の感度は，随

伴方程式の導入により効率的に求めた．また，事後確率分布

から得られる平均データ尤度の最大化条件より，測定データ

ノイズの分散と未知な電気伝導率の事前分布の共分散逆行列

から成る超パラメータの最適化を行った．

幾つかの解析例に本手法を適用した結果，何れのケースに

おいても 10 回程度の修正計算で最小値に至っており，収束

過程の安定性を確認することができた．また，一連の電流入

力点と 2本のボーリング孔に設けた測定点群とから，切羽前

方域における電気伝導率の 3次元的な推定を試みたが，電流

入力点と測定ボーリング孔とで構成される平面近傍の地質

構造について，特に良好な推定結果を得ることができた．こ

のことから，ボーリング孔追加によって，より複雑な分布域

の推定精度改善が期待されるが，コスト低減の観点からは，

必ずしも得策とは言えない．さらに，文献 (2)で構成した拡

張 Kalmanフィルタによる方法との比較を行った．case 1 を

対象とする限り，当該法がより速やかな収束性を示したもの

の，前方探査で最も重要となる地山分布の推定については本

手法の方がより良好な結果を与えることを確認した．

Fig. 10 Estimation of inclusion (case4)

Fig. 11 Estimation of inclusion (case1, Kalman filter)
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