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We propose a thermal immersed boundary–lattice Boltzmann method for the iso-heat-flux

condition using an extended temperature field. Although our previous method [Suzuki

et al., Int. J. Heat Mass Transfer, 121 (2018), pp.1099–1117] can accurately compute

the temperature field for the iso-heat-flux condition by using a physically appropriate

heat flux on the boundary, the resultant temperature gradient on the boundary has a

large error. In the present method, in order to reduce the error of the temperature

gradient on the boundary, ghost points are set inside the boundary, and the desired

temperatures at the boundary point and these ghost points are enforced by applying

appropriate values of heat source/sink to these points. We validate the present method

through many benchmark problems including stationary and moving boundaries, and we

find that the present results have good agreement with other numerical results and the

exact solution of the temperature field and that the present method can reduce the error

of the temperature gradient on the boundary.
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1. はじめに

近年，熱流体解析の数値計算手法の一つとして，格子ボル

ツマン法 (1–3)（以下，LBM）が注目されている．LBM は，

アルゴリズムが簡潔で，並列計算に適していることが特長で

あり，これまでに多孔質内流れなどの，複雑な境界をもつ熱

流動に適用され成功を収めている．しかし，LBMは空間を

一様に格子分割しているので，多孔質などの複雑な境界を

LBMで表現する際には階段状に近似することが多く，境界

を正確に捉えることができるとは言い難い．それに対し，デ

カルト格子上でも任意形状の境界を簡単に扱える手法とし

て，熱を考慮した埋め込み境界法 (4,5)（以下，熱 IBM）が注

目されている．熱 IBMの特徴として，複雑なメッシュ生成が

なく，アルゴリズムが簡潔であることが挙げられる．そこで，

両者の利点を生かし，組み合わせた計算手法として，熱を考

慮した埋め込み境界–格子ボルツマン法（以下，熱 IB–LBM）

2019 年 9 月 10 日受付，2019 年 10 月 24 日受理

が，Suzukiら (6) によって提案されている．熱 IB–LBMは，

等温条件や等熱流束条件などの境界条件を複雑な境界に対

しても適用できる手法であり，等温条件，等熱流束条件とも

に境界上での温度に対して良い結果を示している．しかし，

等熱流束条件において，境界上での温度勾配の誤差が大きく

なってしまうことが確認されている．

本研究では，境界上での温度勾配の誤差を減らすことに

より，等熱流束条件をより強く強制することを検討する．新

たに提案する手法は，Suzuki and Inamuro (7) の手法を参考

にする．この手法では，流れ場にすべりなし条件を強制する

際，境界上の速度勾配の不連続を防ぐために，境界の内部に

仮想的な点を設け，境界点および仮想的な点に外力を加えて

いる．この計算方法中の速度と外力をそれぞれ，温度と熱量

に置き換えることにより適切な温度勾配を強制できるのでは

ないかと考えられる．

そこで，本研究では，Suzuki and Inamuro (7) と同様に，



境界の内部に仮想的な点（内部点）を定義し，境界点および

内部点に適切な熱量を加え，等熱流束条件から与えられる温

度勾配を満たすような温度を強制する．さらに，物体内部に

仮想的な境界を定義し，超過した熱量をその仮想的な境界か

ら吸熱することにより，等熱流束条件をより強く強制する手

法を提案する．また，様々な問題を通してその妥当性を検証

する．

2. 計算手法

本研究では，等熱流束条件に対する新しい温度場の計算手

法を提案する．流れ場の計算手法および等温条件に対する温

度場の計算手法は，Suzuki ら (6) の熱 IB–LBM と共通のた

め，本論文では割愛する．以下に，温度場に対する LBMを

説明した後に，本計算手法を説明する．

以下，使用する物理量はすべて，代表長さ L̂，粒子の代表

速さ ĉ，時間スケール t̂0 = L̂/Û（Û : 流れの代表速さ），密

度 ρ̂f， 基準温度 T̂0， 定圧比熱 ĉpf を用いて無次元化した

ものである．また，∆t, ∆xをそれぞれ，時間刻み，格子間

隔とする．ストローハル数 Sh を Sh = Û/ĉ と定義すると，

Sh = ∆t/∆xである．

2.1. 温度場に対する LBM

本研究では Suzukiら (6) と同様の 2次元 9速度モデルを用

いる．この速度モデルの粒子速度を ci (i = 1, 2, 3, . . . , 9) と

する．流体の温度 T (x, t)を表現するために，座標 xおよび時

刻 tにおける速度 ci をもつ仮想粒子の速度分布関数 gi(x, t)

を用いる．速度分布関数 gi(x, t)の時間発展式は次式で与え

られる．

gi (x+ ci∆x, t+∆t) =

gi(x, t)−
1

τg
[gi(x, t)− geqi (x, t)] , (1)

ここで，τg は無次元緩和時間である．なお，局所平衡分布関

数 geqi は次式のように与えられる
(3)．

geqi = EiT (1 + 3ci · u) , (2)

ここで，E1 = 4/9, E2 = · · · = E5 = 1/9, E6 = · · · = E9 = 1/36

であり，T, uはそれぞれ温度，流速である．巨視的変数であ

る温度 T は速度分布関数 gi を用いて次式で求めることがで

きる．

T =

9∑
i=1

gi. (3)

上式は，O[(∆x)2]で温度 T の移流–拡散方程式に帰着し (3)，

熱流束 h，温度伝導係数 αおよび熱伝導係数 λはそれぞれ，

次式で与えられる．

h =

9∑
i=1

gi(ci − u), (4)

α =
1

3

(
τg − 1

2

)
∆x, λ =

1

3
τg∆x, (5)

ここで，式 (4)の右辺は O[(∆x)2]で熱流束に帰着すること

が，漸近展開によって示されている (3)．なお，熱量を考慮す

る場合では，以下のように時間発展する．Qを熱量とすると，

1. 熱量なしで時間発展する．

g∗i (x+ ci∆x, t+∆t) =

gi(x, t)−
1

τg
[gi(x, t)− geqi (x, t)] , (6)

2. g∗i を熱量によって補正する．

gi(x, t+∆t) = g∗i (x, t+∆t) + ∆x
α

λ
EiQ(x, t+∆t), (7)

ここで，λ/αは単位体積当たりの見かけの熱容量を表す．

2.2. 温度場拡張型埋め込み境界法

等熱流束条件に対する新しい埋め込み境界法として，温

度場拡張型埋め込み境界法を提案する．本計算手法は，満た

すべき温度勾配から，境界上と内部点における温度を求め，

その温度になるように，反復的に求めた熱量を加えた後，超

過した熱量を仮想的な境界から吸熱する手法である．なお，

内部点が物体内部領域を貫通してしまうほど厚みが薄い場

合や，解像度が低いために内部点と境界点を結ぶ線分が交

わってしまう場合などには，本計算手法の適用は難しいこと

に注意されたい．式 (6)から得られた一時的な速度分布関数

g∗i (x, t) から求められた一時的な温度を T ∗(x, t)とする. 以

下に温度場拡張型埋め込み境界法の計算手順を示す．

はじめに，図 1に示すように，境界を N 個の境界点に離

散化し，任意の境界点の座標をXk (k = 1, 2, 3, . . . , N) と定

義する．次に，境界点から境界の外側の法線方向に一格子間

隔だけ離れた点を流体点X f
k ，境界の内側の法線方向に格子

間隔ずつ離れた点を内部点 Xgm
k (m = 1, 2, 3, . . . , Ng) とし

て以下のように定義する．

X f
k = Xk +∆xnk, (8)

Xgm
k = Xk −m∆xnk, (9)

ここで，nkは境界上の外向きの単位法線ベクトルである．境

界点上，流体点上，内部点上の一時的な温度 T ∗ は，それぞ

れ以下のように内挿される．

T ∗(Xk, t+∆t) =
∑
x

T ∗(x, t+∆t)W (x−Xk)(∆x)2,

(10)

Fig. 1 Definitions of boundary points Xk, fluid points X f
k,

ghost points Xgm
k , and virtual boundary points inside the

body domain Xdel
n .



T ∗(X f
k, t+∆t) =

∑
x

T ∗(x, t+∆t)W (x−X f
k)(∆x)2,

(11)

T ∗(Xgm
k , t+∆t) =

∑
x

T ∗(x, t+∆t)W (x−Xgm
k )(∆x)2,

(12)

ここで，Wは重み関数を表し，格子点 x = (x, y)の関数とし

て以下のように表される (8)．

W (x, y) =
1

∆x
w
( x

∆x

)
· 1

∆x
w
( y

∆x

)
, (13)

また，w は任意の実数 r の関数として以下のように表され

る (8) ．

w(r) =



1
8
(3− 2|r|+

√
1 + 4|r| − 4r2),

(|r| ≤ 1),

1
8
(5− 2|r|+

√
−7 + 12|r| − 4r2),

(1 ≤ |r| ≤ 2),

0, (2 ≤ |r|).

(14)

境界上に強制する熱流束 Hd
k (t+∆t) より，法線方向の満

たすべき温度勾配 ∂T/∂n(Xk, t + ∆t) は以下のように計算

される．

∂T

∂n
(Xk, t+∆t) = −Hd

k (t+∆t)

λ
. (15)

求めた満たすべき温度勾配より，境界点上，内部点上での満た

すべき温度 T dは，流体点上に内挿された温度 T ∗(X f
k, t+∆t)

を基準として，それぞれ以下のように計算される．

T d(Xk, t+∆t) = T ∗(X f
k, t+∆t)− ∂T

∂n
(Xk, t+∆t)∆x,

(16)

T d(Xgm
k , t+∆t) = T ∗(X f

k, t+∆t)

− (m+ 1)
∂T

∂n
(Xk, t+∆t)∆x. (17)

これらの温度を強制するために，以下のように反復計算を

行う．

Step 0-1. はじめに反復初期における境界点，内部点での熱

量 Q0 を求める．

Q0(Xk, t+∆t) =

λ

α
Sh

T d(Xk, t+∆t)− T ∗(Xk, t+∆t)

∆t
, (18)

Q0(X
gm
k , t+∆t) =

λ

α
Sh

T d(Xgm
k , t+∆t)− T ∗(Xgm

k , t+∆t)

∆t
.

(19)

Step 0-2. 格子点に熱量を分配する．

Q0(x, t+∆t) =

N∑
k=1

Q0(Xk, t+∆t)W (x−Xk)∆V b

+

Ng∑
m=1

N∑
k=1

Q0(X
gm
k , t+∆t)W (x−Xgm

k )∆Vgm ,

(20)

ここで，∆V bは境界点近傍で熱量を作用させる小さな

体積であり，境界面の面積を Sbとすると，Sb/N×∆x

で表される．内部点でも同様に考え，内部点近傍の微

小な領域の体積を ∆Vgm とする．∆Vgm は，内部点に

よって作られる面の面積を Sgm とすると，Sgm/N×∆x

で表される．

Step 1. 格子点上の温度を補正する．

Tl(x, t+∆t) = T ∗(x, t+∆t)

+
α

λ

∆t

Sh
Ql(x, t+∆t). (21)

Step 2. 境界点上，内部点上の温度を内挿する.

Tl(Xk, t+∆t) =
∑
x

Tl(x, t+∆t)W (x−Xk)(∆x)2,

(22)

Tl(X
gm
k , t+∆t) =

∑
x

Tl(x, t+∆t)W (x−Xgm
k )(∆x)2.

(23)

Step 3. 境界点，内部点での熱量を補正する．

Ql+1(Xk, t+∆t) = Ql(Xk, t+∆t)

+
λ

α
Sh

T d(Xk, t+∆t)− Tl(Xk, t+∆t)

∆t
, (24)

Ql+1(X
gm
k , t+∆t) = Ql(X

gm
k , t+∆t)

+
λ

α
Sh

T d(Xgm
k , t+∆t)− Tl(X

gm
k , t+∆t)

∆t
. (25)

Step 4. 格子点での熱量を補正する．

Ql+1(x, t+∆t) =

N∑
k=1

Ql+1(Xk, t+∆t)W (x−Xk)∆V b

+

Ng∑
m=1

N∑
k=1

Ql+1(X
gm
k , t+∆t)W (x−Xgm

k )∆Vgm .

(26)

以下，この Step 1 から Step 4 までを反復すること

によって，残差を減らしていく．

予備計算により反復回数は 5回，内部点数は 4点で十分な精

度を持っていることが確認できているため，本研究では反復

回数は l = 5，内部点数はNg = 4とする．こうして得られた

格子点上の熱量により gi(x, t+∆t)を式 (7)により補正する．

しかし，境界点からだけでなく，内部点からも熱量を分配

しているため，本来与えられるべき総熱量を超過してしま

うことがある．そこで，本計算手法では物体内部の仮想的

な境界から吸熱を行い，本来与えられるべき総熱量を超過

しないようにする．境界点 Xk から，ddel だけ離れた点に

よって作られる境界を仮想的な境界とし，この境界をNdel個

の仮想境界点で離散化し，任意の仮想境界点の座標をXdel
n

(n = 1, 2, 3, . . . , Ndel) で表す（図 1）．本研究では，ddel は以

下のように設定する．

ddel =
Ng + 1

2
∆x. (27)



なお，Ng = 4の場合，ddel = 2.5∆xである．以下に吸熱を

行うための計算手順を示す．

反復計算で最終的に求めた格子点での熱量の総和と，本来

与えられるべき総熱量の差から，吸熱する熱量 Q∗
del(t+∆t)

を求める．

Q∗
del(t+∆t) =

N∑
k=1

Sb

N
Hd

k (t+∆t)−
∑
x

Q(x, t+∆t). (28)

Ndel 個の仮想境界点Xdel
n に吸熱する熱量 Q∗

del(t+∆t)を等

分配する．

Qdel(X
del
n , t+∆t) =

Q∗
del(t+∆t)

Ndel
, (29)

ここで，Qdel(X
del
n , t + ∆t) は仮想境界点に等分配した熱量

を表す．これらの熱量を格子点に分配する．

Qdel(x, t+∆t) =

Ndel∑
n=1

Qdel(X
del
n , t+∆t)W (x−Xdel

n )(∆x)2.

(30)

こうして得られた熱量によって，速度分布関数を式 (7)でさ

らに補正する．

3. 妥当性検証

3.1. 一様流中に置かれた静止発熱円柱まわりの熱流動解析

3.1.1. 計算対象および計算条件

はじめに，本計算手法の静止境界問題における妥当性を確

認するため，一様流中に置かれた静止発熱円柱まわりの熱流

動解析を行う．計算領域は長方形領域 1360∆x × 1200∆xと

する．直径 D = 40∆xの円柱を (560∆x, 600∆x)にその中心

に一致させて配置する．

まず，計算領域の左端（入口）における境界条件として，流

れ場に流速 (u0, 0)を与え，温度場には等温条件 (3)（T = 0）

を用いる．右端（出口）における境界条件として，流れ場，

温度場ともに，non-reflecting条件 (9) を用いる．また，上下

の境界条件については，流れ場に slip条件 (1) を，温度場に

は断熱条件 (3) を用いる．埋め込み境界法により，静止円柱

表面にはすべりなし条件と等熱流束条件を与える．

無次元数について，レイノルズ数およびプラントル数を

Re = u0D/ν, Pr = ν/α と定義する．本計算では，Pr = 0.7

とし，Re = 10, 20, 40の三つの計算を行う．また，無次元熱

流束 h∗ = Hd
k/(λ∆T/D) = 1 とする. この際，u0 = 0.04,

N = 164, Ndel = 144, ∆T = 1 と設定する．

3.1.2. 円周上の局所ヌッセルト数

本計算手法の妥当性を定量的に評価するために，円周上の

局所ヌッセルト数を，Bhartiら (10)，Wangら (11) の計算結

果と比較する．本計算で用いた局所ヌッセルト数は次式で計

算される．

Nu(Xk) =
Hd

kD

λT (Xk)
. (31)

図 2 は円周上の局所ヌッセルト数をプロットした図である．

図 2から，本計算手法が，Suzukiら (6) の計算結果と同様に，

どのレイノルズ数でも，Bhartiら (10)，Wangら (11) の計算

Fig. 2 The present results of the local Nusselt number on

the cylinder surface compared with other numerical results

by Suzuki et al.(6), Bharti et al.(10), and Wang et al.(11) for

thermal flows around an iso-heat-flux circular cylinder.

Fig. 3 The present results of the heat flux on the cylinder

surface compared with numerical results by Suzuki et al.(6)

for thermal flows around an iso-heat-flux circular cylinder.

結果とよく一致することがわかる．レイノルズ数の大きい計

算において，上流側の局所ヌッセルト数が既往の計算結果に

比べて小さくなっているのは，解像度が低いために，薄い温

度境界層を表現しきれていないためと考えられる．

3.1.3. 円周上の熱流束

円周上での熱流束を本計算手法に対して確認する．図 3の

縦軸は円周上の熱流束と強制する熱流束の比であるHratioを

示している．また，縦軸の⃝は Hratio = 100[%]，つまり強

制すべき値を示している．Hratioは以下のように計算される．

Hratio =
h(Xk)

Hd
k

× 100[%], (32)

ここで，h(Xk) は円周上での法線方向の熱流束を表してい

る．図 3から，本計算手法が，Suzukiら (6) の計算結果に比

べてより正確に熱流束が強制できていることが確認できる．

また，Hratio が 100を超えるもしくは満たない値となる場合

も見られるが，解像度を高くすることにより 100に近づくの

ではないかと考えられる．

3.2. 一様流中に置かれた振動発熱円柱まわりの熱流動解析

3.2.1. 計算対象および計算条件

次に，本計算手法の移動境界問題における妥当性を確認す

るため，一様流中に置かれた振動発熱円柱周りの熱流動解析を

行う．計算領域は長方形領域 1024∆x × 512∆xとする．直径



Fig. 4 The present result of the time-averaged temperature

on the cylinder surface compared with other numerical re-

sults by Suzuki et al.(6), Zhang et al.(12), and Hu et al.(13) for

the flow over an oscillating circular cylinder with a constant

heat flux.

D = 40∆xの円柱を初期中心 (xc0, yc0) = (256∆x, 256∆x)に

その中心に一致させて配置する．また，円柱中心位置 (xc, yc)

は以下のように振動する．

xc(t) = xc0, yc(t) = yc0 +A sin(2πft), (33)

ここでAは振幅であり，f は振動数を表す．境界条件は 3.1節

と同じとする．

無次元数について，レイノルズ数，プラントル数，Keulegan–

Carpenter数およびストローハル数をそれぞれ，Re = u0D/ν,

Pr = ν/α, KC = 2πA/D, St = fD/u0 と定義する．本計算

では Re = 200, P r = 0.7, KC = 0.3π, St = 0.2 の条件で計

算を行う．また，無次元熱流束 h∗ = Hd
k/(λ∆T/D) = 1 とす

る．この際，u0 = 0.04, N = 164, Ndel = 144, ∆T = 1 と設

定する．

3.2.2. 円周上の周期平均温度

本計算手法の妥当性を定量的に評価するために，円周上の

周期平均温度を Zhangら (12)，Huら (13) の計算結果と比較

する．図 4は円周上の周期平均温度をプロットしたものであ

る．図 4から，本計算手法が，Suzukiら (6) の計算結果と同

様に，Zhang ら (12)，Hu ら (13) の結果とよく一致している

ことがわかる．上流側の周期平均温度が既往の計算結果に比

べて大きくなっているのは，3.1.2 節の局所ヌッセルト数に

対する考察と同様である．

3.2.3. 円周上の熱流束

円周上での熱流束を本計算手法に対して確認する．図 5は，

50周期目の円周上の熱流束の値を用いてプロットしたもので

ある．図 5の縦軸は円周上の熱流束と強制する熱流束の比であ

るHratio を示している．また，縦軸の⃝はHratio = 100[%]，

つまり強制すべき値を示している．図 5から，本計算手法が，

Suzukiら (6) の計算結果に比べてより正確に熱流束が強制で

きていることが確認できる．また，3.1.3 節と同様に，Hratio

が 100 を超えるもしくは満たない値となる場合も見られる

が，解像度を高くすることにより 100に近づくのではないか

と考えられる．

Fig. 5 The present result of the heat flux on the cylinder

surface compared with a numerical result by Suzuki et al.(6)

for the flow over an oscillating circular cylinder with a con-

stant heat flux.

3.3. テイラー・クエット流れの熱流動解析

3.3.1. 計算対象および計算条件

最後に，本計算手法の精度を調べるために，厳密解のある

テイラー・クエット流れの熱流動解析，誤差評価を行う．内円

筒直径 D0 を 48∆x, 72∆x, 96∆x, 120∆x と変化させて計算

を行う．また，外円筒半径D1をD1 = 2D0とする．計算領域

は一辺がD1+4∆xの正方形領域とする．内円筒には一定の円

周方向の速度 u0 と等熱流束条件（h∗ = Hd
k/(λ∆T/D0) = 1）

を与え，外円筒には速度 u = 0 と等温条件（T1 = 0）を与え

る．内外円筒を埋め込み境界として扱い，計算領域の境界に

はすべて周期境界条件を用いる．また，内外円筒は同心円で

あり，円の中心を計算領域の中心に一致させる．

無次元数について，レイノルズ数およびプラントル数を

Re = u0D0/ν, Pr = ν/α と定義する．本計算では，Re = 10,

P r = 0.73の条件で計算を行う．この際，τg = 0.8945,∆T = 1

と設定する．また，内円筒境界点数N0，外円筒境界点数N1，

および仮想曲面点数Ndelは，D0 = 48∆xの場合，N0 = 196,

N1 = 388, Ndel = 176 と設定する．

3.3.2. 数値解と厳密解の比較

図 6は D0 = 48∆x, 96∆x での温度場における数値解と厳

密解との比較と，円周上での熱流束について Suzukiら (6) の

計算結果との比較を示す．図 6の縦軸は，温度および円周上

の熱流束と強制する熱流束の比である Hratio を示している．

また，横軸の R0 は，R0 = D0/2である．この図より温度場

に対して，本計算手法が，どちらの解像度においてもよく厳

密解と一致しており，さらに解像度の高い方がより良く厳密

解と一致していることがわかる．また，円周上の熱流束につ

いても，本計算手法が，Suzukiら (6) の計算結果と比べてよ

り正確に熱流束を強制できていることが確認でき，さらに解

像度の高い方がより正確に熱流束を強制できていることがわ

かる．

図 7 に，温度場と円周上の熱流束の誤差評価について

Suzukiら (6) の計算結果との比較を示す．図中の emean, emax

はそれぞれ平均誤差，最大誤差を表す．この図より，温度場



Fig. 6 The present results of the temperature (left) and the

heat flux (right) on the cylinder surface compared with the

exact solution: (a) D0 = 48∆x; (b) D0 = 96∆x.

Fig. 7 The present results of the temperature error and the

heat flux error on the inner cylinder surface compared with

numerical results by Suzuki et al.(6)

に対しては，Suzukiら (6) の計算結果と同程度の誤差量であ

ることがわかるが，円周上の熱流束に対しては，大きく誤差

量が減少していることがわかる．つまり，境界での温度勾配

の誤差があまり温度場に対して影響しないことがわかる．ま

た，誤差評価の結果，本計算手法が，最大誤差および平均誤

差両方について，温度場に対して 1次精度，円周上の熱流束

に対しては 2次以上の精度であることがわかる．

4. 結言

本論文では等熱流束条件に対する新しい埋め込み境界法

として，温度場拡張型埋め込み境界法を提案した．本計算手

法では，境界の内部の仮想的な点を定義し，境界点および仮

想的な点に適切な熱量を加え，等熱流束条件から与えられる

温度勾配を満たすような温度を強制することにより，等熱流

束条件をより強く強制している．

本計算手法は，どの妥当性検証においても，温度場につい

て定量的な一致が確認でき，境界上の熱流束に対しても精度

の向上が確認できた．また，誤差評価の結果，本計算手法が

温度場の誤差量に対しては Suzukiら (6)の計算結果と同程度

であるが，境界上の熱流束の誤差量に対しては大きく減少す

ることが確認できた．さらに本計算手法が，温度場に対して

1次精度，境界上の熱流束に対しては 2次以上の精度である

ことがわかった．

本研究では円形境界にのみ本計算手法を適用しているの

で，今後の課題として円形以外の境界への適用が挙げられる．
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