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This paper presents numerical solution to shape design problems of unsteady natural

convection fields to control time history of flow velocity. The square error integral between

the actual time history of flow velocity and a target time history of flow velocity on

the prescribed sub-domain during the specified period of time is used as the objective

functional. Shape gradient of the shape design problem is derived theoretically using the

Lagrange multiplier method, adjoint variable method, and the formulae of the material

derivative. Reshaping is carried out by the traction method proposed as an approach to

solving shape optimization problems. Numerical analyses program for the shape design

is developed based on FreeFem++, and the validity of proposed method is confirmed by

results of 2D numerical analyses.
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1. はじめに
熱対流を伴う機器設計において，性能改善を目的とした機

器の形状設計は工学的に重要な課題の一つである．例えば，
太陽からの熱エネルギー利用によるソーラータワーと呼ばれ
る熱対流式発電プラントに対して，本山ら (1) は，発電効率
向上を目的として，ソーラータワー内のタービン位置での流
速が増大するように，ソーラータワー境界形状の設計を実験
的に試みている．計算力学が発展した現代工学において，数
理設計の観点に基づけば，このような問題は，熱対流場の部
分領域において，流速が最大化するように，あるいは流速が
目標値となるように，境界形状を決定する自然対流場の形状
決定問題として捉えることができる．本研究では，このよう
な非定常自然対流場の形状設計について取り上げ，これらは
電子機器・デバイスにおけるヒートシンク等の冷却機器の形
状設計に対しても応用が可能であると考えられる．
自然対流場における形状最適化やトポロジー最適化に関

する研究を振り返ると，形状最適化では，桃瀬ら (2) が，随
伴変数法を用いて，自然対流場の部分領域における速度の最
大化を設計目標としたときの形状感度解析法を提案してい
るが，定常問題の解法に限られている．Parkら (3) は，随伴
変数法を用いて非定常自然対流場の形状同定問題の解析法
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を提案し，数値解析では，定常問題に対して，境界形状を表
現する設計変数を極力少なく制限したパラメトリックな解析
法を用いた．Aounallahら (4) は，非定常自然対流場の支配
方程式を流れ関数・渦度で表現し，二次元問題の解析に限定
した解析法を提案し，Parkら (3) と同様に，極力少ない設計
変数で滑らかな境界形状を表現することのできる Bezier 曲
線を利用して解析を行っている．一方，トポロジー最適化で
は，随伴変数法を利用して Alexandersenら (5)が幾つかの最
適化問題に対する定常解析を行い，Coffinら (6) は指定した
領域における平均温度を最小化するための非定常問題の解析
を行っている．
これに対して，著者らは領域の境界形状を分布系の設計

変数で表現した形状最適化に対して検討してきた．これまで
に，定常の強制熱対流場に対して，部分領域における温度分
布を規定する形状同定問題 (7)，さらに非定常の強制熱対流
場 (8) や自然対流場 (9) に対して，温度分布時間履歴を規定
する形状設計問題の拡張を試みてきた．これらの解析では随
伴変数法を利用し，また実際の形状最適化手法には力法 (10)

を用いた．この方法では，まず形状更新のための感度を領域
変動に対する分布系感度で評価する．実際の領域変動の解析
には，その領域変動の支配方程式を楕円型方程式の一つで
あり，H1 空間で定義された線形弾性場の境界値問題に置き



換えて解く方法を用いる．その意味で力法は H1 勾配法 (11)

とも呼ばれる．形状変動を分布系の領域変動によって表現し
ているために，設計境界を表すための設計変数の数を制限す
ることなくノンパラメトリックな解析が実現でき，また変動
した後の境界は滑らかさを保持できることが確認されてい
る (11)．しかしながら，著者らがこれまでに取り扱った熱対
流場問題 (8)(9) は，Coffinら (6) と同様に温度分布に基づく
目的汎関数を対象とした温度規定問題であった．
本研究では，流速分布と温度分布が相互に連成しあう非定

常自然対流場において，部分領域における流速時間履歴を規
定する，あるいは流速分布を最大化する形状設計問題の解法
を取り上げる．
本論文では，最初に非定常自然対流場の支配方程式につい

て述べる．その後で，部分領域において実際の流速時間履歴
と指定された流速時間履歴の 2 乗誤差積分を最小化する問
題 (流速時間履歴規定問題) を定式化し，Lagrange 乗数法あ
るいは随伴変数法および物質導関数を利用して形状修正の感
度となる形状勾配密度関数を導出する．最後に，導出された
形状勾配密度関数に基づいて，力法 (10) を適用し，2次元問
題の簡単な解析結果を紹介する．

2. 非定常自然対流場の支配方程式
Rd(d = 2, 3) の領域 Ω，時間 [0, T ] における非定常自然対

流場を考える．空間 x⃗ ∈ Ω，時間 t ∈ [0, T ] における流速分布
ui(x⃗, t)，圧力分布 p(x⃗, t)，温度分布 θ(x⃗, t) を解析することを
考える．非定常自然対流場の支配方程式として，Boussinesq

近似および無次元化された Navier-Stokes方程式，連続の式，
およびエネルギー方程式を考え (12)，それらの支配方程式の
弱形式は，任意の試験関数 wi(x⃗, t), q(x⃗, t), ξ(x⃗, t)を用いて，
次のように表すことができる．∫ T

0

{
tV (u,t, w) + aV (u,w) + bV (u, u, w) + c(w, p)

+ff (w, θ)− l(w)
}
dt = 0 (1)∫ T

0

{
c(u, q)

}
dt = 0 (2)∫ T

0

{
tH(θ,t, ξ) + aH(θ, ξ) + bH(u, θ, ξ) + fH

q (ξ)
}
dt = 0

(3)

ただし，各項 tV (u,t, w)，aV (u,w)，bV (u, u, w)，c(w, p)，ff (w, θ)，
l(w)，tH(θ,t, ξ)，aH(θ, ξ), bH(u, θ, ξ)，fH

q (ξ)は次式で与えら
れる．

tV (u,t, w) =

∫
Ω

wi
∂ui

∂t
dx, aV (u,w) =

∫
Ω

1

Gr
wi,jui,j dx,

bV (v, u, w) =

∫
Ω

wivjui,j dx, c(w, p) = −
∫
Ω

wi,ip dx,

ff (w, θ) =

∫
Ω

1

Gr
wieiθ dx, l(w) =

∫
Γσ

wiσ̂i dΓ,

tH(θ,t, ξ) =

∫
Ω

ξ
∂θ

∂t
dx, aH(θ, ξ) =

∫
Ω

1

Ra
ξ,iθ,i dx.

bH(u, θ, ξ) =

∫
Ω

ξujθ,j dx, fH
q (ξ) =

∫
Γq

ξq̂ dΓ (4)

ここで，Gr, Ra はグラスホフ数，レイリー数を表し，グ
ラスホフ数 Gr, レイリー数 Ra, プラントル数 Pr の関係
Ra = Gr · Pr, さらに，グラスホフ数 Gr とレイノルズ数
Reの関係 Gr = Reを仮定して無次元化している (12)．また
e1 = e3 = 0, e2 = −1 である．本論文のテンソル表示では
Einstein の総和規約と偏微分表示 ( · ),i = ∂( · )/∂xi を使用
し，( · ),t は時間の導関数を表わしている．また，領域 Ωの
境界 Γは，流れ場の境界条件に関して基本境界 Γu と自然境
界 Γσ，温度場に関しては基本境界 Γθ，熱流束境界 Γq によっ
て構成され，その境界条件，初期条件は次のように定義され
ている．

ui(x⃗, t) = ûi(x⃗, t), t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γu (5)

σi(x⃗, t) = (−pδij +
1

Gr
ui,j)nj = σ̂i(x⃗, t),

t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γσ (6)

θ(x⃗, t) = θ̂(x⃗, t), t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γθ (7)

− 1

Ra
θ(x⃗, t),jnj = q̂(x⃗, t), t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γq (8)

ui(x⃗, 0) = uiini(x⃗), x⃗ ∈ Ω (9)

p(x⃗, 0) = pini(x⃗), x⃗ ∈ Ω (10)

θ(x⃗, 0) = θini(x⃗), x⃗ ∈ Ω (11)

ここで，q̂は熱流束，uiini は初期流速，piniは初期圧力，θini

は初期温度を表し，nj は境界における単位法線ベクトル，
ˆ( · ) は境界における既知関数を表している．流速 ui および
wi はそれぞれ式 (12),(15)の関数空間の要素，圧力 p および
qは式 (13)の関数空間の要素，温度 θ および ξはそれぞれ式
(14), (16)の関数空間の要素とする．

U = {u(x⃗, t) ∈ H1(Ω× [0, T ]) |

ui(x⃗, t) = ûi(x⃗, t), t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γu} (12)

Q = {q(x⃗, t) ∈ L2(

∫
Ω

q dx = 0 (if Γσ = ∅)} (13)

Θ = {θ(x⃗, t) ∈ H1(Ω× [0, T ]) |

θ(x⃗, t) = θ̂(x⃗, t), t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γθ,

− 1

Ra
θ(x⃗, t),jnj = q̂(x⃗, t), t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γq} (14)

W = {wi(x⃗, t) ∈ H1(Ω× [0, T ]) |

wi(x⃗, t) = 0, t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γu, wi(x⃗, T ) = 0, x⃗ ∈ Ω}

(15)

Ξ = {ξ(x⃗, t) ∈ H1(Ω× [0, T ]) |

ξ(x⃗, t) = 0, t ∈ [0, T ], x⃗ ∈ Γθ, ξ(x⃗, T ) = 0, x⃗ ∈ Ω}

(16)

ここで，Hm(Ω× [0, T ]) は m 階の導関数まで領域 Ω× [0, T ]

で 2 乗可積分な関数空間，L2(Ω× [0, T ]) は有界可積分なス
カラー関数空間を表す．

3. 部分領域における流速時間履歴規定問題
3.1. 問題の定式化
部分領域 ΩD ⊂ Ω において，時間 t = t1 ∈ [0, T ] から

t = t2 ∈ [0, T ] における実流速時間履歴 ui(ΩD, [t1, t2]) と規



定された流速時間履歴 uDi(ΩD, [t1, t2]) との 2 乗誤差を最小
化する問題を定式化する．この自然対流場領域 Ω の領域変
動を Ts (s は領域変動の履歴)で定義し，領域 Ω は変動して
Ωs = Ts(Ω) になると仮定する．Ts(Ω) は，領域変動の制約
を満たす適当に導関数が連続な許容関数空間 D の要素とす
る．簡単化のために，領域変動の制約に ΩD が含まれると仮
定する．このとき，時間 t = t1 から t = t2 における流速 2

乗誤差最小化問題は次のように定式化される．

Find Ωs ∈ D (17)

that minimizes

∫ t2

t1

EΩD (u) dt (18)

subject to

∫ T

0

{
tV (u,t, w) + aV (u,w) + bV (u, u, w)

+c(w, p) + ff (w, θ)− l(w)
}
dt = 0 (19)∫ T

0

{
c(u, q)

}
dt = 0 (20)∫ T

0

{
tH(θ,t, ξ) + aH(θ, ξ) + bH(u, θ, ξ)

+fH
q (ξ)

}
dt = 0 (21)

ここで，EΩD (u)は流速時間履歴 2乗誤差を表しており，以
下のように定義されている．

EΩD (u) =

∫
ΩD

(ui − uDi) · (ui − uDi) dx (22)

3.2. 形状勾配関数
式 (17)～(21) の問題は，Lagrange 乗数法によって制約の

ない停留化問題に書き換えることができる．この場合の La-

grange 関数 L(ui, p, θ, wi, q, ξ) は次式で与えられる．

L =

∫ t2

t1

EΩD (u) dt

−
∫ T

0

{
tV (u,t, w) + aV (u,w) + bV (u, u, w) + c(w, p)

+ff (w, θ)− l(w)
}
dt−

∫ T

0

{
c(u, q)

}
dt

−
∫ T

0

{
tH(θ,t, ξ) + aH(θ, ξ) + bH(u, θ, ξ) + fH

q (ξ)
}
dt

(23)

ここで，wi ∈ W , q ∈ Q, ξ ∈ Ξ は非定常自然対流場の支配方
程式に関する Lagrange 乗数関数（または随伴変数）になっ
ている．
領域変動に対する Lの導関数 L̇は速度場 Vi(Ωs) = ∂Ts/∂s(Ω) =

∂Ts/∂s(T
−1
s (Ωs)) を用いて，次のように得られる (10)．

L̇ =

−
∫ T

0

{
tV (u,t, w

′) + aV (u,w′) + bV (u, u, w′) + c(w′, p)

+ff (w′, θ)− l(w′)
}
dt−

∫ T

0

{
c(u, q′)

}
dt

−
∫ T

0

{
tH(θ,t, ξ

′) + aH(θ, ξ′) + bH(u, θ, ξ′) + fH
q (ξ′)

}
dt

−
∫ T

0

{
tV (u′

,t, w) + aV (u′, w) + bV (u′, u, w) + bV (u, u′, w)

+c(u′, q) + bH(u′, θ, ξ)
}
dt+

∫ t2

t1

EΩD (u′) dt

−
∫ T

0

{
c(w, p′)

}
dt

−
∫ T

0

{
ff (w, θ′) + tH(θ′,t, ξ) + aH(θ′, ξ) + bH(u, θ′, ξ)

}
dt

+ < Gni, Vi > (24)

ただし，( · )′ は空間座標に固定した分布関数の領域変動に
対する導関数を表す．また，

< Gni, Vi >=

∫
Γ

Gni · Vi dΓ (25)

G =

∫ T

0

{− 1

Gr
wi,jui,j − wi,ip−

∂θ

∂t
ξ − 1

Ra
ξ,iθ,i

−∇n(ξq̂)− (ξq̂)κ} dt (26)

ただし，∇n( · ) ≡ ∇( · ) · n⃗，κ は境界における平均曲率の
d− 1倍である．
ここで，ui, p, θ, wi, q, ξ は次の最適性の条件∫ T

0

{
tV (u,t, w

′) + aV (u,w′) + bV (u, u, w′) + c(w′, p)

+ff (w′, θ)− l(w′) + c(u, q′)
}
dt = 0 (27)∫ T

0

{
tH(θ,t, ξ

′) + aH(θ, ξ′) + bH(u, θ, ξ′)

+fH
q (ξ′)

}
dt = 0 (28)

∫ T

0

{
−tV (u′, w,t) + aV (u′, w) + bV (u′, u, w) + bV (u, u′, w)

+c(u′, q) + bH(u′, θ, ξ) + c(w, p′)
}
dt =

∫ t2

t1

EΩD (u′) dt

(29)∫ T

0

{
−tH(θ′, ξ,t) + ff (w, θ′) + aH(θ′, ξ)

+bH(u, θ′, ξ)
}
dt = 0 (30)

によって決定されたとき，Lagrange 汎関数の導関数は評価
関数の導関数と一致して，次の関係が成立する．

L̇|ui,p,θ,wi,q,ξ = ĖΩD |ui,p,θ,wi,q,ξ =< Gni, Vi > (31)

式 (25) で与えられる Gni は，評価関数の導関数において，
領域の微小変動を与える速度場 Vi の係数関数になっている
ことから，この問題における感度関数あるいは形状勾配関数
になっている．また，スカラー関数 G は形状勾配密度関数
と呼ばれる．
これらの方程式 (27)～(30)より ui, p, θ, wi, q, ξを解析して，

形状勾配関数が評価できれば，力法を適用することが可能と
なる．さらに，随伴問題における連続の式を考慮すると，形
状勾配密度関数 Gは次のように表すことができる．

G =

∫ T

0

{− 1

Gr
wi,jui,j −

∂θ

∂t
ξ − 1

Ra
ξ,iθ,i

−∇n(ξq̂)− (ξq̂)κ} dt (32)

一方，上記の流速時間履歴 2乗誤差の式 (22)における目標
値 uDi をゼロとし，上記の目的汎関数式 (18)を maximizes



∫ t2
t1

EΩD (u) dtとすれば，部分領域 ΩD において流速時間履
歴を最大化する形状決定問題にも拡張できる．また上記と同
様な手法を用いて，この流速時間履歴最大化問題に対応した
随伴方程式が導出できる．

ΩD

Γq

Γθ

Γσ

Γσ

Γσ d

2d

2l

a
l

L

d L

x1

x2

Fig. 1 Solar tower model

4. 解析手順
提案した形状設計解析は，次のステップを繰り返すことに

よって解析できる．

Step 1. 初期形状を与える．

Step 2. 状態方程式 (27),(28) に基づいて，時間 t = 0 から
t = T の方向へ，流速分布 ui(x⃗, t)，圧力分布 p(x⃗, t),

温度分布 θ(x⃗, t)を解析する．

Step 3. 目的汎関数が停留したと判断されれば解析を終了
する．

Step 4. 得られた流速分布 ui(x⃗, t), 圧力分布 p(x⃗, t), 温度分
布 θ(x⃗, t)を用いて，随伴方程式 (29), (30)に基づいて，
時間 t = T から t = 0の方向へ，随伴流速分布wi(x⃗, t),

随伴圧力分布 q(x⃗, t), 随伴温度 ξ(x⃗, t)を解析する．

Step 5. これらの結果を用いて，式 (32)から形状勾配密度
関数 Gを計算する．

Step 6. 力法に基づいて形状更新量である速度場 Vi を計算
して形状を更新し，Step.2に戻る．

5. 解析例
導出した形状勾配密度関数と力法を用いて解析した簡単

な二次元問題の数値例を紹介する．数値解析におけるプログ
ラム開発は，FreeFem++ (13) に基づいて行った．
5.1. 流速時間履歴規定問題（ソーラータワーモデル）
流速時間履歴規定の解析モデルとして，図 1のようなソー

ラータワーモデルを設定した．本論文のはじめにで述べたよ
うに，発電効率向上を目的として，ソーラータワー内のター
ビン位置での流速を増大させるように境界形状を設計する必
要がある (1)．本解析では，タービン位置における流速に対
し 50%の性能向上を目指した一つの例として，図 1のソー
ラータワー中央部の部分領域 ΩD において，x2 方向の流速
u2 の流速時間履歴が，初期形状における流速時間履歴の 1.5

倍となる境界形状を同定することを目的とした．
図 1において，L = 1, a = 0.15, l = 0.025, d = 0.3とし，

グラスホフ数 Gr = 70000，レイリー数 Ra = 49000 として

解析を行った．温度場の境界条件は，温度既知境界 Γθ にお
いて θ = 1とし，Γq は断熱境界 (q̂ = 0)を仮定した．流れ場
の境界条件は，Γθ, Γq をいずれも壁境界 Γu として ui = 0と
し，自然境界 Γσ では σ̂i=0とした．初期条件は，領域全体に
おいて θini = 0，uini = 0とした．過渡的な時間域 [0, T ]を
想定し， 時間積分は t1 = 0から t2 = T = 1600を時間刻み
∆t = 1.6で行って，各時刻における圧力 pは平均値が 0とな
るよう一意に定めた．断熱境界 Γq を設計境界 Γdesign とし，
他の境界は形状変更の際には完全に拘束した．
図 2 から図 4 に解析結果を示す．図 2 に初期形状のメッ

シュと最終時刻 (T = 1600) における温度分布，流速・圧力
分布を示し，図 3に得られた同定形状のメッシュと最終時刻
(T = 1600)における温度分布，流速・圧力分布を示す．メッ
シュの要素数は 26,104，節点数は 13,393であり，一部拡大し
て示している．流速に対しては P2要素，圧力，温度，形状更
新量の解析に対しては P1要素を用いた．図 4(a)に部分領域
ΩD の中央における初期形状での流速時間履歴，目標流速時
間履歴，同定形状での流速時間履歴の比較を示し，図 4(b)に
形状更新の繰り返しに対する目的汎関数の収束履歴を示す．
図 3 より，流速規定領域付近の流路を細くして，本山ら (1)

が実験によって提案した形状と同様のディフューザ型形状が
得られている．図 4(a) より，同定形状の流速時間履歴が目
標の流速時間履歴に一致している．その結果として，図 4(b)

より，得られた同定形状では初期値を 100 % とした流速分
布 2乗誤差が十分に減少して，ゼロ近傍に収束していること
が確認できる．
5.2. 流速最大化問題（ヒートパイプモデル）
流速最大化問題の解析例として，自然対流場のトポロジー

最適化を行っている Alexandersenらと同様の解析モデル (5)

を設定した．解析モデルを図 5に示す．本解析の目的は，図
5 の上部に設定された部分領域 ΩD において，x1 方向の流
速 u1 の 2乗値が最大化する形状を決定することである．図
5 において，L = 1, a = 0.9, l = 0.025, d = 0.2 とし，グラ
スホフ数 Gr = 70000，レイリー数 Ra = 49000 とした．温
度場の境界条件は，温度既知境界 ΓθH において θ = 1，ΓθL

において θ = 0とした．Γq1, Γq2 は熱流束境界とし，断熱境
界 (q̂ = 0)を仮定した．流れ場の境界条件は，ΓθH , ΓθL, Γq1,

Γq2 をいずれも壁境界 Γu として ui = 0とした．初期条件は，
領域全体において θini = 0，uini = 0とした．圧力 pは平均
値が 0となるよう一意に定めた．定常な状態になるまでの時
間域 [0, T ] を想定し，t1 = 0 から t2 = T = 24000 を時間刻
み∆t = 24で行った．断熱境界 Γq2 を設計境界 Γdesign とし，
他の境界は形状変更の際には完全に拘束した．
図 6 から図 8 に解析結果を示す．図 6 に初期形状のメッ

シュと最終時刻 (T = 24000)における温度分布，流速・圧力
分布を示し，図 7に得られた改善形状のメッシュと最終時刻
(T = 24000)における温度分布，流速・圧力分布を示す．メッ
シュの要素数は 7,614，節点数は 4,103である．図 8(a)に流
速最大化領域 ΩD の中央における初期形状での流速時間履
歴，改善形状での流速時間履歴，図 8(b) に形状更新の繰り
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Fig. 2 Mesh and distributions of temperature, flow velocity and pressure at final time (T = 1600) for initial shape
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Fig. 3 Mesh and distributions of temperature, flow velocity and pressure at final time (T = 1600) for identified shape

(a)Flow velocity history

(b)History of objective functional

Fig. 4 Time history of flow velocity and history of conver-

gence for solar tower model

返しに対する目的汎関数の収束履歴を示す．図 7より，左右
の設計境界を含む流路がやや膨らみ部分領域 ΩD へ流体が流
れ易くなっていることが確認できる．図 8(a) から初期形状
の流速時間履歴に比較して，改善形状の流速時間履歴の方が
高い値を示していることが分かる．その結果として，図 8(b)

において，初期値を 100 % とした流速分布 2 乗の値が改善
形状では約 125 % まで増加した．なお，本解析では，設計境
界 Γdesign を断熱境界 Γq2 とし，形状更新において左内側の
設計境界 Γq2 と設計境界ではない Γq1 との境界で角部が生じ
たため，解析を終了した．これは，形状最適化における問題
設定において，図 5の左内側上部境界 Γq1 の形状更新を抑制
したためである．例えば，形状更新における設計境界を全内
側境界 Γq1およびΓq2 等にすることよって，このような角部
の影響は改善できると考えられる．
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l
2l
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Γq1

Γq1 Γq1

Γq1
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Γq2

Γq2
x1

x2

Fig. 5 Heat pipe model

これらの結果より，流速を最大化させる問題に対しても提
示する手法の基本的な妥当性が確認できた．

6. まとめ
本論文では，非定常自然対流場の部分領域において，流速

時間履歴を規定する，あるいは流速時間履歴を最大化する形
状設計問題に対する解法を提案した．問題の定式化を行い，
形状修正の感度となる形状勾配関数を理論的に導出し，形状
勾配関数に基づいて力法を適用した解析例から，提案した解
法の妥当性を示した．
今後の課題として，より過渡的な状態に着目した非定常自

然対流場，あるいは非定常乱流場における形状最適化に対し
て検討することを予定している．
なお，本研究の一部は JSPS科研費 JP18K03996の助成を

受けて行われた．記して深く謝意を表する．
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