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We discuss a stable finite element method using a Hilbert-type transformation for the

1D heat equation. This method constructs a stable variational formulation by applying

a Hilbert-type transformation to the testing function of the variational formulation. The

method using the Hilbert-type transformation is based on an idea called “optimal” testing

space, which was originaly developed in the discontinuous Galerkin method. The Hilbert-

type transformation, which is denoted by HT in this paper, is derived with the help of the

Fourier analysis and turns out to depend on the maximum time T . This paper shows that

we can construct a stable variational formulation with H∞, the limit of HT instead of HT

itself. This replacement makes computation easier since a singular integral included inH∞

is simpler than that in HT . We make validation of the proposed variational formulation

through a numerical example.
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1. 序論

熱方程式の数値解法の研究は長い歴史があり様々な方法が

研究されているが，差分法や有限要素法などを用いた数値解

法では，時間と空間を別々に離散化する方法が多く用いられて

いる．一方で近年，時間と空間を同様に扱う space-time法と

呼ばれる数値解法が盛んに研究されている (1, 2)．space-time

法では時間軸を空間座標に対する追加の軸と見なし，時間と

空間を一度に離散化するため，並列化や adaptive refinement

の適用が容易であるなどの利点を持つと考えられている (3)．

また熱方程式を含む時間域の問題に対する数値解法にお

いて，陽解法などの素朴な方法では条件によって安定性が失

われることが知られている．無条件安定な数値解法は，陰

解法を始めとして多くの研究がされているが，近年，特に

space-time法と親和性の高い安定化手法として，最適な test

空間による数値解法が提案された．これは変分形式を構成

する際に，後に 3 節において示す意味で最適な test 空間を

用いることで安定な数値解法を実現する方法であり，不連続
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Galerkin法 (2) や，楕円型及び放物型の偏微分方程式に対す

る変分形式 (4) において有効な安定化法であると報告されて

いる．特に熱方程式に対する有限要素法においては，解空間

に Hilbert 型変換 HT（T は考える問題の時刻の最大値）を

作用させた空間を test 空間とすれば良いことが知られてい

る (4)．本稿ではこの作用素 HT の代わりに T → ∞ の極限
H∞ を用いる方法について議論を行う．作用素 HT , H∞ は

共に主値積分を含む積分作用素の形で表されるが，H∞ を用

いた場合，この積分が解析的に計算できるため，数値積分が

必要であるHT と比較して，より数値計算が簡単であること

を示す．またH∞を用いても依然として数値解法が安定であ

ることも数値的に確認する．

2. 一次元熱方程式の定式化

本稿では一次元熱方程式

∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂t2
(x, t), (x, t) ∈ (x1, x2)× (0, T ) (1)



を Dirichlet境界条件:

u(x1, t) = g1(t),

u(x2, t) = g2(t)
t ∈ (0, T )

および初期条件:

u(x, 0) = 0, x ∈ (x1, x2)

の下で解く問題を考える．なお本稿で時刻の範囲を t ∈ (0,∞)

とせず最大値 T を設定しているのは，以下で導出する数値

解法が T に依存するためである．

3. Hilbert型変換を用いた変分形式の導出

3.1. 概要

本節では時間域の離散化のみを考えたいため，熱方程式を

簡易化した以下の常微分方程式に支配される初期値問題を考

える．

du

dt
(t) = f(t), t ∈ (0, T ), (2)

u(0) = 0

式 (2)の両辺に関数 wを乗じ，tに関して 0から T まで積分

することで以下の変分形式を得る．∫ T

0

w(t)
du

dt
(t)dt =

∫ T

0

w(t)f(t)dt (3)

一般に変分形式に対する解の存在や一意性を証明するために

は，その変分形式に伴う双線型形式 aの有界性

a(u,w) ≤ C1∥u∥∥w∥ (4)

および強圧性

a(u, u) ≥ C2∥u∥2 (5)

を用いる．これを踏まえて本節では以下の意味で “最適”な

変分形式を求める．ある関数空間 X に対して u ∈ X とし，

式 (3)において w = HT v (v ∈ X)を代入すると，∫ T

0

(HT v)(t)
du

dt
(t)dt =

∫ T

0

(HT v)(t)f(t)dt

を得る．この式の左辺の双線型形式を aと定義する:

a(u, v) =

∫ T

0

du

dt
(t)(HT v)(t)dt (6)

このとき仮に

a(u, u) = ∥u∥2X

となる様な関数空間 X および写像 HT が存在すれば，有界

性 (4)及び強圧性 (5)は C1 = C2 = 1に対して満たされるた

め，この双線型形式 aはこの意味において “最適”であると

考えられる．次小節からこの様な条件を満たす関数空間 X

および作用素 HT を求める．

3.2. Fourier解析の準備

本小節では Fourier解析を用いて，前小節で述べた作用素

HT 及び関数空間 X を求める．なお本稿での Fourier 級数

に現れる無限和の収束は全て L2 の意味である．関数 u は

u(0) = 0を満たし，定義域が (0, T )であるため，以下の様な

Fourier級数で表すことができる:

u(t) =

∞∑
k=0

uk sin

((π
2
+ kπ

) t

T

)
, (7)

uk =
2

T

∫ T

0

u(t) sin

((π
2
+ kπ

) t

T

)
dt. (8)

uは以下のパーセバルの等式を満たす:

∥u∥2L2(0,T )

=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

ukul

∫ T

0

sin

((π
2
+ kπ

) t

T

)
sin

((π
2
+ lπ

) t

T

)
dt

=
T

2

∞∑
k=0

|uk|2. (9)

ここに ∥u∥L2(0,T ) :=
√∫ T

0
|u(t)|2dt である．また同様の計算

によって

∥u∥2H1
0,

(0,T ) :=

∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥2

L2(0,T )

=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

ukul

∫ T

0

d

dt

{
sin

((π
2
+ kπ

) t

T

)}
· d
dt

{
sin

((π
2
+ lπ

) t

T

)}
dt

=
1

2T

∞∑
k=0

(π
2
+ kπ

)2

|uk|2 (10)

となる．ここに

Hn
0,(0, T ) := {u ∈ Hn(0, T )|u(0) = 0},

Hn(0, T )は (0, T )を定義域とするn次Sobolev空間である．し

たがって内挿定理によって式 (9), (10)から，関数空間H
1
2
0,(0, T )

のノルム及び内積を以下の様に定義できる (4)．

∥u∥2
H

1
2
0,

(0,T )
:=

1

2

∞∑
k=0

(π
2
+ kπ

)
u2
k,

⟨u, v⟩
H

1
2
0,

(0,T )
:=

1

2

∞∑
k=0

(π
2
+ kπ

)
ukvk.

3.3. 作用素 HT

式 (6)で定義される双線型形式 a(u, v)において，u, vが共

に同じ関数空間に属するとすると u(0) = v(0) = 0 より，v

も (7), (8)と同様の Fourier級数で表すことができる．

v(t) =

∞∑
k=0

vk sin

((π
2
+ kπ

) t

T

)

vk =
2

T

∫ T

0

v(t) sin

((π
2
+ kπ

) t

T

)
dt

また (7)より

du

dt
=

1

T

∞∑
k=0

uk

(π
2
+ kπ

)
cos

((π
2
+ kπ

) t

T

)



したがって仮に作用素HT が sinを cosに “変換する”作用素

w(t) = (HT v)(t) =

∞∑
l=0

vl cos

((π
2
+ lπ

) t

T

)
(11)

であれば，式 (6)で定義した aは以下の式を満たす．

a(u, v) =

∫ T

0

du

dt
(t)(HT v)(t)dt

=
1

T

∞∑
k=0

∞∑
l=0

ukvl

∫ T

0

cos

((π
2
+ kπ

) t

T

)
· cos

((π
2
+ lπ

) t

T

)
dt

=
1

2

∞∑
k=0

(π
2
+ kπ

)
ukvk.

これより a(u, u) = ∥u∥2
H

1
2
0,

(0,T )

．以上より，任意の v に対し

て式 (11)を満たすHT が存在すれば，X = H
1
2
0,(0, T )におい

て aが 3.1節で述べた意味で “最適な”双線型形式になるこ

とがわかる．

3.4. 作用素 HT の陽な表現

式 (11)を満たす作用素 HT は積分作用素を用いて陽に書

き表すことができる:

(HTu)(t) :=

∫ T

0

KT (t, s)u(s)ds, (12)

KT (t, s) :=
2

T

∞∑
k=0

cos

((π
2
+ kπ

) t

T

)
sin

((π
2
+ kπ

) s

T

)
.

(13)

上式の無限和は古典的な意味においては一般に発散するが，

超関数の意味で定義できることに注意すること．式 (13) に

おける無限和は簡単に計算することができ

KT (s, t) =
1

2T

{
1

sin
(
π
2

s−t
T

) +
1

sin
(
π
2

s+t
T

)} (14)

となる．またこの式において T → ∞の極限をとると

K∞(s, t) := lim
T→∞

KT (s, t) =
1

π

(
1

s− t
+

1

s+ t

)
(15)

となる．したがって H
1
2
0,(0, T )を定義域とする作用素

(H∞u)(t) :=

∫ T

0

K∞(s, t)u(s)ds (16)

はヒルベルト変換

(Hu)(t) :=
∫ ∞

0

u(s)

s− t
ds

と似た作用素であることがわかる．実際，作用素HT はヒル

ベルト変換と同様の性質として自己随伴性や正定値性を持つ

ことが示せる (4)．また KT と K∞ の s = tにおける特異性

が等しいことから，HT とH∞ もコンパクト作用素を除いて

等しいことがわかる．

4. 1次元熱方程式の変分形式

本節では前節で求めたヒルベルト型変換 H∞ を用いて 2

節で定義した問題に対する変分形式を導出する．前節におけ

る作用素HT の導出より，時刻の最大値が T の問題において

は，H∞ ではなく，HT を用いることが自然であると考えら

れる．しかし本稿ではより計算が簡単な H∞ を HT の代わ

りに用いる．実際 HT を計算するためには KT を

KT = K∞ + (KT −K∞)

と，特異部分 (= K∞)と滑らかな部分 (= KT −K∞)に分割

し，前者を解析的に，後者を数値積分で計算する必要がある

一方で，H∞ を用いる場合，K∞ に対応する部分のみを計算

すれば良いので数値積分を行う必要がなくなる．またH∞は

コンパクト作用素を除いてHT に等しいため安定性に関して

同様の効果が得られることが期待される．以上の理由から本

稿では HT の代わりに H∞ を用いる．

u(x, t), v(x, t) を u(x, 0) = v(x, 0) = 0 を満たす関数とし，

(H∞v)(x, t)を test関数とすると，式 (1)の変分形式は以下

のようになる:∫ T

0

∫ x2

x1

(H∞v)(x, t)
∂u

∂t
(x, t)dxdt

=−
∫ T

0

∫ x2

x1

∂(H∞v)

∂x
(x, t)

∂u

∂x
(x, t)dxdt (17)

時間，空間方向の離散化に区分線型基底 ϕn(t), ψj(x)を用い

ると，uは

u(x, t) =

Nt∑
n=1

Nx∑
j=0

un
j ϕn(t)ψj(x)

と展開される．ここに Nx, Nt はそれぞれ時間，空間方向の

分割数である．また v(x, t) = ϕm(t)ψi(x)を代入すると

(H∞v)(x, t) = ϕ̃m(t)ψi(x)

ϕ̃m(t) := (H∞ϕm)(t)

となる．これを変分形式 (17)に代入すると

Nt∑
n=1

Nx∑
j=0

un
j

{∫ T

0

ϕ̃m(t)
∂ϕn

∂t
(t)dt

∫ x2

x1

ψi(x)ψj(x)dx

+

∫ T

0

ϕ̃m(t)ϕn(t)dt

∫ x1

x0

∂ψi

∂x
(x)

∂ψj

∂x
(x)dx

}
= 0 (18)

を得る．先に述べた通り上式中における全ての積分は解析的

に計算できることに注意されたい．

5. 数値計算例

本節では以下の問題

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, x ∈ [−1, 1], t ∈ [0, 1]

u(−1, t) = u(1, t) = t2

u(x, 0) = 0

に対して数値計算を行った．この問題は解析解が

u(x, t) = t2 + 4

∞∑
k=0

(−1)k+1

α3
k

cos(αkx)

{
t+

exp−α2
kt −1

α2
k

}



で与えられることが知られている．ここに αk = π/2+ kπで

ある．本節では 4 節の式 (18) で示した数値解法と，時間方

向に陽的な差分法，空間方向に区分線形基底による有限要素

法を用いた方法を比較することで，比較的大きな Courant数

に対しても提案手法が安定であることを確かめる．

まず空間方向のステップ数を Nx = 10 で固定し，時間方

向のステップ数を Nt = 50から 500の範囲で 50刻みずつ大

きくしたときの相対誤差√√√√∑Nt
n=1

∑Nx−1
j=1 (un

j − ũn
j )

2∑Nt
n=1

∑Nx−1
j=1 (ũn

j )
2

(19)

をプロットした図を Fig. 1に示す．ここに un
j , ũ

n
j はそれぞれ

n番目の時刻，j 番目の位置における数値解，解析解である．

提案法 (proposed) は計算した範囲において十分な精度の数
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Fig. 1 The relative error in (19) for various Nt with Nx =

10.

値解が得られた．特に陽解法 (explicit)が発散する Nt < 150

の範囲においても，提案法は安定であることがわかる．
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Fig. 2 The Relative error in (20) of the explicit method for

various Nt with Nx = 100.

次に Nx = 100で固定し，様々な値の Nt に対して各時間

ステップ nにおける相対誤差√√√√∑Nx−1
j=1 (un

j − ũn
j )

2∑Nx−1
j=1 (ũn

j )
2

(20)

を測定した．陽解法の結果をFig. 2に，提案法の結果をFig. 3

に示す．Fig. 2より，10 ≤ Nt ≤ 100の範囲において陽解法

は発散することがわかる．この数値例では Nx = 100と固定

したことにより，Fig. 1で示した全ての例よりも Courant数

が大きくなっているため，この結果は想定通りであると言え
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Fig. 3 The Relative error in (20) of the proposed method

for various Nt with Nx = 100.

る．Fig. 3を見ると，その様な大きな Courant数に対しても

提案法は安定していることがわかる．t = 0付近で提案法の

相対誤差が大きな値を取るのは，解自体の絶対値が t = 0付

近で非常に小さいためであると考えられる．また t = 1の最

終ステップにおいて，その一つ前のステップにおける誤差と

比較して，相対誤差がやや増加している．これはHT をH∞

に取り替えたことに起因する可能性があるが，原因ははっき

りわかっておらず今後の課題である．

6. 結論

本稿では 1次元熱方程式に対して Hilbert型変換を用いた

有限要素法について考察した．特に時刻の最大値 T が有界

な問題においても，作用素HT の代わりにより計算が容易な

H∞ を用いて安定な数値解法が構成できることを確かめた．

今後の課題として本手法を陰的な差分法や作用素 HT を

用いた有限要素法と比較することが挙げられる．また解の存

在や一意性の証明を含む，H∞ を用いた数値解法の厳密な理

論解析も今後の課題である．本稿では解を時間と空間それぞ

れに依存する関数のテンソル積の形で離散化を行ったが，時

間と空間を同様に扱う，いわゆる space-time法に本手法を適

用することも今後の課題として挙げられる．
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