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散乱断面積最小化によるクローキングデバイスの
トポロジー最適設計
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Topology optimisation for cloaking devices is usually formulated to minimise the scattered

field by a target object in a preset observation region. It is, however, not trivial to set

the observation region appropriately. In many cases, it is determined by trial-and-error.

In this paper, we propose a new formulation of the topology optimisation for cloaking

devices in which the scattering cross-section instead of the scattered field in a preset

region is minimised. With the proposed formulation, we do not have to set the observation

domain. We confirm that the proposed formulation can find optimal designs of cloaking

devices. We also show that the performance of the cloaking obtained by the proposed

method is comparable to that obtained by a conventional method.
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1. 緒言
近年, クローキングデバイス (光学迷彩装置) をトポロジー

最適化を用いて設計する研究が盛んに行われている. クロー
キングとは, 対象物の周りの散乱場を最小化することで, その
物体を光学的に透明化することである. 従来の研究において
は, クローキング対象物の周囲の観測領域における散乱場の
強度を零とするような誘電体の最適配置を求めていた [1–3].

このような手法では, 対象物による散乱の影響も考慮する必
要があるため, その対象物の形状や特性に特化したクローキ
ング構造しか得ることができない. そこで, Nakamotoら [4]

は対象物の周囲の散乱場の強度を零にするとともに, 対象物
が配置される可能性のある箇所の全電磁場をあらかじめ零と
する定式化を行った. これにより, 対象物の形状や特性に依
らないクローキング構造を得ることに成功した. しかし, 観
測領域外の散乱場は必ずしも零とはならず, さらに, 観測領
域は試行錯誤的に設定する必要がある.

そこで本研究では, 観測領域を用いない新しいクローキン
グデバイスのトポロジー最適化法を提案する. 具体的には,
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ジー最適化法の開発を行う. 散乱断面積を用いる手法では,

無限遠方における電磁場の散乱率を考慮するため, 観測領域
を設定する必要がない. さらに, 光学定理を用いることで, 散
乱断面積を求める際の散乱方向を考慮する必要も無く, より
厳密な計算が可能となる. また, 対象物の形状や特性に依存
しないクローキング構造を得るために, Nakamotoら [4]と同
じく, 対象物が配置してある箇所の全電磁場も零とする手法
を取る.

2. 2次元電磁波動問題の定式化
本節では, 本論文で取り扱うクローキングデバイスのトポ

ロジー最適化において制約条件となる 2次元電磁波動散乱問
題の定式化, 目的関数となる散乱断面積の定義と数値計算に
ついて述べる. さらに, 光学定理 [5]を用いることで, 散乱断
面積を簡単に精度良く計算できることを確認する.

2.1. 問題設定
x3 方向に一様な 2次元的な領域 R2 = Ω1 ∪Ω2 における平

面波 uin の散乱問題を考える. ここで, Ω1 は無限遠を含む領
域, Ω2 はその補領域とする (Fig. 1). 磁場が x3 成分のみを
持つ TEモードを考え, 物理量の時間依存を exp(−iωt)とす



ると, 光の伝播は以下の 2次元 Helmholtz方程式のトランス
ミッション問題に帰着される.

αi∇2u(x) + βiu(x) = 0 x ∈ Ωi (1)

u(1)(x) = u(2)(x) x ∈ Γ (2)

w(1)(x) = w(2)(x) x ∈ Γ (3)

w(i)(x) := αi
∂u(i)

∂n
(x) (4)

√
|x|

(
∂

∂|x| − ik1

)
usc(x) → 0 as |x| → ∞ (5)

ここに, αi = 1/εi, βi = µω2, k2
i = βi/αiは領域Ωi (i = 1, 2)

Fig. 1 Two dimensional electromagnetic wave

scattering problem.

において定義される定数である. また, ki は Ωi における波
数, εi は Ωi に満たされた誘電体の比誘電率, µ = 1は比透磁
率, nは境界 Γにおける Ω2 に対する外向き単位法線, uは磁
場H の第 3成分を表す. また, u(i), w(i) は各々Ωi から境界
Γに近づけたときの u, w の極限値を表す.

本研究では, 順問題 (1)–(5) の求解に境界要素法を用いる.

これは, 無限遠方を含む領域での波動問題を扱っているため,

領域の離散化が境界上でのみでよく, 数値解が放射条件 (5)

を自動的に満たす境界要素法が最も適していると考えられる
ためである. なお, ここでは見かけの固有値問題を回避した
境界積分方程式として, Burton-Miller法 [6]を用いた境界要
素法を利用する.

2.2. 散乱断面積の導出
点 xにおける散乱波 usc は以下の積分表現を有する.

usc(x) = −
∫

Γ

ε1G
1(x− y)wsc(y)dΓ(y)

+

∫

Γ

∂G1(x− y)
∂ny

usc(y)dΓ(y) (6)

ここに, G1(x− y) = iH(1)
0 (k|x− y|)/4は, 2次元 Helmholtz

方程式の基本解, H(1)
0 は, 0 次の第 1 種 Hankel 関数である.

この時, 無限遠方における散乱波 usc は次式で漸近近似され
る [7].

usc(x) ≈ e−
iπ
4

√
2

πk1|x|
eik1|x|f(psc) as |x| → ∞ (7)

f(psc) =
i
4

∫

Γ

{−ε1w
sc(y)

− ik1p
sc · n(y)usc(y)}e−iky·psc

dΓ(y) (8)

ここに, psc := x/|x|は散乱波の伝播する方向の単位ベクト
ルを示す. また, f(psc)は遠方場係数と呼ばれる.

無限遠方における単位立体角あたりの散乱波の透過率を
微分散乱断面積, これを全周囲にわたって積分した量を散乱
断面積 σ という. 散乱断面積は遠方場係数 f(psc) を用いて
以下のように書けることが簡単な計算により分かる.

σ =

∫

|psc|=1

|f(psc)|2dS (9)

また, 散乱断面積 σ は入射波の伝播する方向の単位ベクトル
pin を用いて以下のように書けることが知られている (光学
定理 [5]).

σ = − π
k1

ℜ
[
f(pin)

]
(10)

散乱断面積 σ の数値計算に (9) の代わりに (10) を用いるこ
とにより, (9)に現れる積分に対する離散化誤差が混入せず,

より正確な値を計算することが可能になる. さらに, 入射波
の伝播方向 pinに対する遠方場係数 f(pin)を求めるだけで良
いことも (10)を用いる利点である.

3. クローキングデバイスの最適設計
本節では, 本研究で取り扱うトポロジー最適化問題の定義

を述べる. 本研究では, 最適化に Bスプライン曲面のレベル
セットに基づくトポロジー最適化 [8] を用いるため, そこで
必要となるトポロジー導関数についても述べる.

3.1. 目的関数
真空が満たされた無限遠を含む領域 Ω1 において, 有限の

大きさの領域 (以下, クローキング対象領域と呼ぶ)に配置し
た任意の物体 (以下, クローキング対象物)を不可視化するク
ローキング構造を設計する (Fig. 2). 設計の指針としては, ク
ローキング対象領域を覆う有限の大きさの領域D(以下, 設計
領域)に誘電体 Ω2 を配置することでクローキング対象物及
び配置した誘電体による散乱波を最小化すれば良い. 任意の
材料からなる任意形状のクローキング対象物による散乱を零
とするためには, クローキング対象領域における全電磁場を
零とすれば良い [4]. さらに, 誘電体 Ω2 による散乱も同時に
零とする必要がある. 通常, 設計領域 D の周囲に配置した観
測領域における散乱場を最小化する方法が用いられるが, こ
こでは前述の散乱断面積 σを最小化する. 散乱断面積を用い
ることにより, 観測領域を試行錯誤的に決定する必要がなく
なる. 以上より, 本研究では, 目的関数 J を次式で定義する.

J = − ω1

2k1
ℜ
[
f(pin)

]
+

ω2

M

M∑

m=1

|u(xobs
m )|2 (11)

ここに, ω1, ω2 は重み係数, xobs
m はクローキング対象領域を

包含する領域に配置した m番目観測点, M はその個数であ
る. 式 (11)の右辺第 2項において, クローキング対象領域に
おける全電磁場の評価関数を領域積分ではなく, 点の集合と
して定式化した. なお, 観測領域における |u(x)|2 の積分を目
的関数として定式化することもできる [9] が, 随伴問題を境
界要素法で取り扱いやすい境界値問題とするため, このよう



に定式化した. この目的関数 J をトポロジー最適化を用いて
最小化する.

: dielectric

: vacuum

Fig. 2 Optimisation problem.

3.2. トポロジー導関数
トポロジー導関数 T は, 点 xに微小円形散乱体が生じた際

の目的関数 J の変化率を表す関数 [10]で, 次式で定義される.

δJ(x) = T (x)v(ε) + o(v(ε)) (12)

ここに, δJ(x)は点 xに半径 εの円形散乱体が発生した際の
目的関数の変化量, v(ε) は ε (> 0) の単調増加関数である.

T (x) < 0となる点 xに散乱体を配置することで目的関数 J

が減少する.

目的関数 (11)に対するトポロジー導関数を考える. ここで
は, 真空領域 Ω1 に Ω2 と同じ誘電率を持つの誘電体が発生す
る, あるいは既に存在する誘電体領域内に真空領域が発生す
るようなトポロジーの変化を考える. このとき, トポロジー
導関数は随伴変数法を用いると以下のように評価できる.

T (x) = 2ℜ
[
2αi(αi − αj)

αj + αi
u,j (x)ũ,j (x)

]

− δi1ℜ
[(

−k1
2

αj − αi

αj + αi
(pin)ju,j (x)

)
e−ik1p

in·x
]

(13)

⎧
⎨

⎩
i = 1, j = 2 (x ∈ Ω1)

i = 2, j = 1 (x ∈ Ω2)

ここに, ũは随伴変数であり, 以下の境界値問題の解である.

αi∇2ũ(x) + βiũ(x)

+
ω2

M

M∑

m=1

u(xobs
m )δ(x− xobs

m ) = 0 x ∈ Ωi (14)

ũ(1)(x) = ũ(2)(x) +
iω1

8α1
e−ik1p

in·x x ∈ Γ (15)

w̃(1) = w̃(2) +
ω1k1
8

(pin · n)e−ik1p
in·x x ∈ Γ (16)

√
|x|

(
∂

∂|x| − ik1

)
ũ(x) → 0 as |x| → ∞ (17)

本研究では, 順問題 (1)–(5)の求解に加え, 随伴問題 (14)–

(17) の求解にも境界要素法を用いる.

3.3. トポロジー最適化
前節に述べたトポロジー導関数を用いて, 目的関数 (11)を

最小化する誘電体領域 Ω2 ⊂ D の配置を探索する. この目的
に対し, 本研究では, Bスプライン曲面のレベルセットを用い
たトポロジー最適化法 [8]を用いる. 当手法は, Bスプライン

基底関数の数及び次数を変化させることで, 得られる最適形
状の複雑さを制御することができるという特徴を持つ. その
他詳細は原著 [8]を参照されたい.

4. 数値計算例
以上で示された手法の妥当性を確認するために, 具体的な

数値計算例を示す.

4.1. 実験条件
設計領域をD = [−30, 30]2 とし, x1 軸正の方向に伝播する

角周波数 ω = 0.5の平面波に対して, 初期形状として (x1,x2)

= (−15, 15), (15, 15), (−15,−15), (15,−15)を中心とする半径
8.0の円形誘電体を 4つ与える. また, 観測点として原点を中
心とした半径 7.0の円内のM = 156個の点を与え, 材料定数
はそれぞれ ε1 = 1.0, ε2 = 2.0, µ = 1.0とする (Fig.3). また,

目的関数 (11) の重み係数は w1 = 0.1, w2 = 1.0 とする. ま
た, 最適化の際に, クローキング対象領域を包含する領域内
に誘電体が発生しないよう, この領域内のトポロジー導関数
は零とする.
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Fig. 3 Configuration at the initial step and ob-

servation points.

初めに, 初期状態における x2 = 10 でのトポロジー導関
数を式 (13)により計算し, トポロジー差分と比較し, トポロ
ジー導関数 (13)の validationを行う. ここで, トポロジー差
分 δT は以下の式で表され, 半径 ε = 0.5の微小円形誘電体が
配置された際の目的関数の変化率を表す.

δT =
(J + δJ)− J

πε2
(18)

Fig.4 より, トポロジー導関数とトポロジー差分が十分一致
していることから, トポロジー導関数が正しく計算できてい
ることが確認できる.

4.2. 最適化シミュレーション
次に, トポロジー最適化を行った結果を示す. トポロジー

最適化においては, Bスプライン基底関数の次数は 2 × 2で
固定し, 基底関数の数は 10× 10, 20× 20, 30× 30と変化させ
た. また, 境界要素生成アルゴリズムで用いるレベルセット
関数を評価する格子点は設計領域D内に 22801(=151× 151)

点等間隔に配置した. 最適化のステップを 0から 100まで実
行し, 目的関数が最小となった際の形状を最適形状とした. B

スプライン基底関数の数が 10 × 10 の時は 33 ステップ目の
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Fig. 4 Topological derivative and topology dif-

ference.

目的関数が最小となり, 20× 20, 30× 30の時は 100ステップ
目の目的関数が最小となった. 得られた誘電体の最適形状と
観測点の位置を Fig.5に, 目的関数の推移を Fig.6に示す. ま
た, 電磁場の様子を Fig.7, 8に示す. Fig. 5より, Bスプライ
ン基底関数の数を調節することにより様々な幾何学的複雑さ
の形状を得ていることが分かる. Fig.6において, いずれの場
合においても目的関数は減少しており, 実験目標通りの結果
が得られたと言える. また, Bスプライン基底関数の数が大
きいほど (Fig. 5より形状が複雑であるほど) 目的関数がよ
り減少していることが分かる. さらに, Fig.7, 8より, 初期状
態と比較して最適化状態の散乱波及び観測点における電磁場
が減少していることが分かる.
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Fig. 5 The optimal configurations and observa-

tion points. (left top : 10×10, right top :

20×20, bottom : 30×30)

4.3. 実際に物体を設置した場合
実際に, 観測点の領域内に実際に物体を設置した際の散

乱断面積の変化を確認する. B スプライン基底関数の数が
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Fig. 6 History of the objective function.
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Fig. 7 Intensity of magnetic field. (left : the

initial step, right : the optimal shape
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Fig. 8 Intensity of magnetic field. (left : the op-

timal shape (20×20), right : the optimal

shape (30×30)

30 × 30の際に得られた最適形状に対して実験を行う. 実験
条件において, 電磁場が零となるよう定めた半径 7.0の観測
点の領域内に収まるような様々な形状の物体を設置した場合
を想定する.

4.3.1. 完全導体 (PEC)を設置した場合
完全導体を設置した場合の結果を Fig. 9に, 散乱断面積の

変化を表 1に示す.

表 1 より, いずれの場合でも, 散乱断面積は何も物体を置
いていない場合と比較してほとんど変化していないことが分
かる.

4.3.2. 誘電体を設置した場合
誘電率 ε2 = 2.0 の誘電体を設置した場合の結果を Fig. 10

に, 散乱断面積の変化を表 2に示す.

表 2 より, いずれの場合でも, 散乱断面積は何も物体を置
いていない場合と比較してほとんど変化していないことが分
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Fig. 9 Intensity of magnetic field in the case that

PEC is set.(left top : circle, right top : as-

teroid, left bottom : flower, right bottom

: star)

Table 1 Change of scattering cross section in the

case that PEC is set.

condition scattering cross section

initial shape 13.61

no object 3.064× 10−1

circle object 4.747× 10−1

asteroid object 4.724× 10−1

flower object 6.223× 10−1

star object 5.276× 10−1
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Fig. 10 Intensity of magnetic field in the case

that dielectric is set. (left top : circle,

right top : asteroid, left bottom : flower,

right bottom : star)

Table 2 Change of scattering cross section in the

case that dielectric is set.

condition scattering cross section

initial shape 13.61

no object 3.604× 10−1

round object 3.529× 10−1

asteroid object 1.878× 10−1

flower object 1.991× 10−1

star object 1.983× 10−1

かる. 以上より, 電磁場を零とした領域に物体を設置しても
クローキングに対する影響がかなり小さいことが確かめられ
た. すなわち, 提案する手法により, 任意の材料からなる任意
形状の物体に対するクローキング構造を設計出来たことが確
認できる.

4.4. 先行研究との比較
最後に, Nakamotoら [4]の手法による結果と提案手法によ

る結果を比較する. 散乱断面積の代わりに観測領域を定め,

その領域内の散乱波を最小化する. 以下のように目的関数 J ′

を新たに設定した (Fig. 11).

J ′ =
ω1

N

N∑

n=1

|usc(xobs
n )|2 + ω2

M

M∑

m=1

|u(xobs
m )|2 (19)

ここに, xobs
n は散乱場における n番目観測点, N はその個数

である. λを入射波の波長とし, 観測点を配置する領域と設計
領域Dの距離は λ/2, 観測点を配置する領域の幅は λとした.

また, 隣り合う観測点同士の距離を λ/10とし, 合計 2680点
配置した. また, ε2 = 1.0, µ = 1.0とした. 物体周りの観測点
は実験条件 4.1と同様に配置し, 初期形状及びその他の条件
も同じとした. ただし目的関数 (19)の重み係数は w1 = 1.0,

w2 = 1.0とした. Bスプライン基底関数の数が 30× 30の時
に得られた最適形状と観測点を Fig. 12に, 電磁場 uの様子
を Fig. 13 に示す. 結果として, 本研究で得られた最適形状
と似た形状が得られ, 散乱波及び観測点における電磁場が減
少していることが分かる. しかし, 観測領域を試行錯誤的に
設定する必要があり, 多くの観測点における電場の値を計算
する必要があるため, 本研究の手法がより効率的であると言
える.

5. 結言
本研究は，散乱断面積の最小化によるクローキングデバイ

スのトポロジー最適化法の定式化を示した. 今後の検討課題
としては, 特定の周波数だけでなく複数の周波数領域に適用
できるようにすること, 計算の高速化等が挙げられる.
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Fig. 11 Optimisation problem of previous

method.
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of previous method.
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Fig. 13 Intensity of magnetic field of previous

method.
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