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This paper presents a boundary element method for elastic wave scattering by periodi-

cally allocated cavities in an unbounded elastic matrix and its applications to topology

optimisation. Periodic Green’s function is employed as the kernels of layer potentials,

which enables us to analyse the scattering problem accurately. We propose an efficient

calculation of this Green’s function using Poisson’s summation formula and Kummer’s

transformation. After that, a new topological derivative is derived by using the adjoint

variable method and incorporated into a level-set-based topology optimisation algorithm.

We finally demonstrate a numerical example of the topology optimisation and confirm its

effectiveness.
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1. 緒言

弾性メタマテリアル (1) やフォノニック結晶 (2) と呼ばれ

る弾性体周期構造は，弾性波に対して通常の物質が有しない

特異な性質を示す．例えばフォノニック結晶中を伝播する弾

性波は一般に複雑な分散関係を示し，バンドギャップと呼ば

れる周波数帯においては弾性波の伝播を許容しない．

このような工学的に望ましい性質を示す周期構造の制振

技術への応用に向けて，その設計手法の確立が必要とされ

ている．近年，トポロジー最適化に基づく弾性体周期構造

の設計法がいくつか提案されており，例えば Sigmund and

Jensen(3)は広いバンドギャップを有するフォノニック結晶を，

Noguchi et al.(4) は弾性場–音響場連成系において入射する

音波を横波に変換するメタサーフェスをトポロジー最適化を

用いて設計している．

これらのトポロジー最適化は感度解析に有限要素法を用い

ているが，有限要素法は弾性波解析に必ずしも適していると

は言えない．特に，無限遠方で放射条件が課される散乱解析
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は，解析領域の打ち切りと PMLなどの吸収境界を必要とす

るために，高い解析精度を得ることは困難である．一方で，

境界要素法は適切なGreen関数を用いることによって散乱波

の放射を厳密に表現することが可能であり，比較的小さい解

析規模で高精度な解を得ることが期待できる．したがって，

境界要素法は高精度な散乱解析を要する複雑なトポロジー最

適化問題に対して特に有用であると考えられ，様々な波動場

に関するトポロジー最適化においてその有効性が確かめられ

てきた (5, 6)．

本研究は，2次元弾性体母材の内部に 1周期的に空孔が配

列されたモデルについて，弾性波散乱解析のための境界要素

法とそのトポロジー最適化への応用について論じる．特に，

この境界要素法に必要となる周期 Green 関数の高効率な計

算法を新たに提案し，またトポロジー最適化の設計感度とし

て用いられるトポロジー導関数の導出を行う．これらに基づ

く感度解析とレベルセット法に基づくトポロジー最適化アル

ゴリズム (7) を組み合わせて，弾性体周期構造の新たなトポ

ロジー最適化法を提案する．数値例では，入射する P波を S

波に変換する周期構造の設計を題材としてトポロジー最適化
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Fig. 1 Periodic scattering of an incident elastic

wave.

を行った例を示し，提案手法の有効性を確認する．

2. 弾性波周期散乱

2.1. 問題設定

Fig.1のように，Lamé定数を (λ, µ)，質量密度を ρとする

平面ひずみ状態の等方線形弾性体母材の内部に空孔が x1 方

向に周期的に配列された構造を考える．この周期構造の周期

長を L，ユニットセルの 1つを U = (−L/2, L/2)×Rとして，
その内部の母材領域を Ω ⊂ U で定義する．ここで，ある定

数 β ∈ R について次の擬周期条件を満たすような角周波数
ω の入射波 uin を与える．

uin
i (x+ Le1) = uin

i (x)eiβ x ∈ R2 (1)

ここに，ei (i = 1, 2) は (x1, x2)座標系の正規直交基底であ

る．uin は周期的に配列された空孔によって散乱し，その全

変位場 uと全応力場 σは次の周期境界値問題に支配される．

σji,j(x) + ρω2ui(x) = 0 x ∈ Ω (2)

ti(x) := σji(x)nj(x) = 0 x ∈ Γ (3)

ui(x+ Le1) = ui(x)e
iβ x ∈ Γp (4)

ui,1(x+ Le1) = ui,1(x)e
iβ x ∈ Γp (5)

Radiation condition for ui − uin
i as x2 → ±∞ (6)

ここに，nは Ωの境界 Γ = ∂Ωの上で Ωに対して外向きの

単位法線ベクトルであり，Γp = {x ∈ R2 | x1 = −L/2}は周
期境界である．

2.2. 境界要素法

本研究は周期境界値問題 (2)–(6) を Burton-Miller 型境界

積分方程式[{(
1

2
I +D

)
+ αN

}
u

]
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]
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= uin
i + αCijklu

in
k,lnj (7)

を選点法 ·区分一定要素で離散化し，Hマトリクス法 (8) で

高速化された線形代数演算を用いて解く．ここに，α ∈ Cは
Burton-Miller 法の結合定数である．α は任意であるが，離

散化して得られる連立一次方程式が良条件となり，かつ見か

けの固有値問題を適切に回避するためには，αを次式で定め

ると良いことが数値的に確かめられている (9)．

α = − i

ω
√
ρµ

(8)

また，I は恒等作用素であり，S，D，D∗ およびN は次式で
定義される積分作用素である．

(Sϕ)i(x) =
∫
Γ

Gp
ij(x,y)ϕj(y)dΓy (9)

(Dϕ)i(x) = −v.p.

∫
Γ

CkljmGp
ki,l(x,y)nm(y)ϕj(y)dΓy

(10)

(D∗ϕ)i(x) = v.p.

∫
Γ

CkljmGp
ki,l(x,y)nm(x)ϕj(y)dΓy (11)

(Nϕ)i(x)

= −p.f.

∫
Γ

CimpqCkljnG
p
kp,lq(x,y)nm(x)nn(y)ϕj(y)dΓy

(12)

ここに，‘v.p.’，‘p.f.’はそれぞれ Cauchyの主値積分，発散積

分の有限部分を表す．C は弾性テンソルであり，Kronecker

のデルタ δij を用いて次式で表される．

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (13)

また，Gp
ij は周期 Green 関数であり，Dirac のデルタ関数

δ(x− y)で表される方程式

(λ+ µ)Gp
kl,ik(x,y) + µGp

ij,kk(x,y) + ρω2Gp
ij(x,y)

= −δ(x− y)δij (14)

の解である Green関数のうち，さらに擬周期条件

Gp
ij(x+ Le1,y) = Gp

ij(x,y)e
iβ (15)

と放射条件を満足するものである．

2.3. 周期Green関数

境界積分方程式 (7)を解くためには，周期 Green関数 Gp
ij

の計算が必要である．本節では，Gp
ij のいくつかの表現を示

した後に，提案法である Kummer変換を用いた計算法につ

いて述べる．

2.3.1. 基本解の格子和による表現

2次元動弾性学の基本解 Gij は第 1種 n次の Hankel関数

H
(1)
n および弾性波の縦波の波数 kL = ω

√
ρ/(λ+ 2µ)と横波

の波数 kT = ω
√

ρ/µを用いて，次式で与えられる．

Gij(x,y) =
i

4µ

{
H

(1)
0 (kT|x− y|)δij

+
1

k2
T

1

∂yi∂yj

(
H

(1)
0 (kT|x− y|)−H

(1)
0 (kL|x− y|)

)}
(16)

周期 Green関数 Gp
ij は Gij の格子和

Gp
ij(x,y) =

∞∑
n=−∞

Gij(x− nLe1,y)e
inβ (17)

で表すことができる．しかし，弾性定数 λ，µの虚部が小さ

いとき式 (17) の無限和の収束は非常に遅く，数値計算に適

していない．



2.3.2. Poissonの和公式による表現

以下では，簡単のためにλ，µ > 0とする．まず，x2−y2 ̸= 0

を仮定する．式 (17) の両辺を x1 に関して Fourier 変換し，

Poissonの和公式を適用すると次式を得る (複合同順)．

Gp
ij(x,y) =

Gp+
ij (x,y) (x2 − y2 > 0)

Gp−
ij (x,y) (x2 − y2 < 0)

(18)

Gp±
ij (x,y)

=
i

2L

∞∑
m=−∞

{
FL±
ij (ξm) exp

(
ikLp

L±(ξm) · (x− y)
)

+FT±
ij (ξm) exp

(
ikTp

T±(ξm) · (x− y)
)}

(19)

ξm = (β + 2mπ)/L (20)

FL±
ij (ξm) =

1

(λ+ 2µ)
√

k2
L − ξ2m

dL±
i (ξm)dL±

j (ξm) (21)

FT±
ij (ξm) =

1

µ
√

k2
T − ξ2m

dT±
i (ξm)dT±

j (ξm) (22)

dL±(ξm) =
1

kL

(
ξm, ±

√
k2
L − ξ2m

)T

(23)

dT±(ξm) =
1

kT

(
±
√

k2
T − ξ2m,−ξm

)T

(24)

pL±(ξm) =
1

kL

(
ξm, ±

√
k2
L − ξ2m

)T

(25)

pT±(ξm) =
1

kT

(
ξm, ±

√
k2
T − ξ2m

)T

(26)

ここに，式 (21)–(26)に現れる平方根は偏角の主値Arg : C →
(−π, π]を用いて定められる主値

√
z =

√
|z| exp

(
1
2
Arg z

)
を

取るものとする．このとき，式 (19)右辺の項はm → ±∞で
指数関数的に減衰するため，級数は素早く収束することが期

待される．しかし，|x2 − y2|が小さいとき明らかにその収束
性は悪化し，その極限である x2 − y2 = 0の場合は発散する．

また，Green関数のもつ |x−y| = 0における特異性が式 (19)

右辺に陽に現れないため，その数値積分に困難が生じる．

2.3.3. Kummer変換による表現

前小節で述べた問題を解決するために，式 (19)にKummer

変換を適用する．

Kummer 変換は，級数を収束が速い 2 つの級数に分離す

ることで収束性を改善する．今，ある数列 an の和で定義さ

れる級数
∑∞

n=1 an の収束を加速することを考える．ここで，

数列 bn を
∑∞

n=1 bn が
∑∞

n=1 an よりも速く収束し，かつ次

の極限が存在するような数列であるとする．

lim
n→∞

an

bn
= γ ̸= 0 (27)

このとき，次の変換は
∑∞

n=1 an の収束を加速し，bn による∑∞
n=1 an の Kummer変換と呼ぶ．

∞∑
n=1

an = γ

∞∑
n=1

bn +

∞∑
n=1

(
1− γ

bn
an

)
an (28)

Kummer変換による収束加速の性能は bnの選び方に依存す

る．Helmholtz方程式の周期Green関数について，Linton(10)

は波数を純虚数とした場合の基本解を用い，松本ら (11)は波

数が純虚数の 2つの異なる基本解を用いるように修正するこ

とで収束性が改善できることを示した．

本研究は，この修正をさらに一般化して動弾性学の周期

Green関数Gp
ij の計算に適用する．今，式 (16)において弾性

率 λ，µをそれぞれ−λ/a2，−µ/a2に置き換えたGij(x,y)を

G̃ij(x,y; a)とする．また，式 (21)–(26)を同様の方法で置き

換えて F̃L±
ij ，F̃T±

ij ，d̃
L±
，d̃

T±
，p̃L±，p̃T± を定義する．こ

こで，qs > 0 と cs ∈ R (s = 1, · · · , NK) をそれぞれ NK 個

の定数として
NK∑
s=1

cs

∞∑
n=−∞

G̃ij(x− nLe1,y;
√
qs)e

inβ (29)

による Kummer変換を式 (19)に施すと，

Gp±
ij (x,y) =

NK∑
s=1

cs

∞∑
n=−∞

G̃ij(x− nLe1,y;
√
qs)e

inβ

+ Ĝ±
ij(x,y) (30)

Ĝ±
ij(x,y)

=
i

2L

∞∑
m=−∞

[
FL±
ij (ξm) exp

(
ikLp

L±(ξm) · (x− y)
)

+ FT±
ij (ξm) exp

(
ikTp

T±(ξm) · (x− y)
)

−
NK∑
s=1

csF̃
L±
ij (ξm;

√
qs) exp

(
i
√
qskLp̃

L±(ξm;
√
qs) · (x− y)

)

−
NK∑
s=1

csF̃
T±
ij (ξm;

√
qs) exp

(
i
√
qskTp̃

T±(ξm;
√
qs) · (x− y)

)]
(31)

を得る．ここで，式 (30)右辺第 1項の級数内の各項は n →
±∞で指数関数的に減衰し，速やかに収束する．第 2項の級

数 Ĝ±
ij は，次の条件を満たすとき O(|m|−2NK−1)の級数とな

り，x2 − y2 = 0の場合においても収束する．
q1 q2 · · · qNK

q21 q22 · · · q2NK

...
...

. . .
...

qNK
1 qNK

2 · · · qNK
NK




c1

c2
...

cNK

 =


−1

1

...

(−1)NK

 (32)

つまり，NK を大きくするほど式 (30)右辺第 2項は素早く収

束するが，反対に第 1項は 1回の和に要する計算が煩雑にな

り，収束までの計算時間は大きくなる．したがって，計算環

境に応じて最適な NK を調べる必要がある．

2.4. 遠方場における平面波振幅

散乱解析において，散乱波の遠方場における挙動は興味の

対象の 1つである．周期構造を散乱する弾性波は遠方で平面

波の重ね合わせとして近似できることが知られている (12)．

実際，Poissonの和公式で表現された周期Green関数 (19)を

変位uの積分表現に代入することで，次式を得る (複合同順)．

ui(x) ∼
∑

m∈IL

AL±
m dL±

i (ξm) exp
(
ikLp

L±(ξm) · x
)

+
∑

m∈IT

AT±
m dT±

i (ξm) exp
(
ikTp

T±(ξm) · x
)

+ uin
i (x) x2 → ±∞ (33)



AL±
m =

i

2L(λ+ 2µ)
√

k2
L − ξ2m

∫
Γ

{
dL±
i (ξm)σjinj

+ ikL
(
λδij + 2µpL±

i (ξm)pL±
j (ξm)

)
uinj

}
× exp

(
−ikLp

L±(ξm) · x
)
dΓ (34)

AT±
m =

i

2Lµ
√

k2
T − ξ2m

∫
Γ

{
dT±
i (ξm)σjinj

+ ikTµ
(
pT±
i (ξm)dT±

j (ξm) + dT±
i (ξm)pT±

j (ξm)
)
uinj

}
× exp

(
−ikTp

T±(ξm) · x
)
dΓ (35)

IL ={m ∈ Z | k2
L − ξ2m > 0} (36)

IT ={m ∈ Z | k2
T − ξ2m > 0} (37)

すなわち，遠方場において散乱波は有限個の平面 P 波と S

波の重ね合わせとなり，その個数と進行方向は ω，L，β の

みに依存する．一方で，それらの振幅 AL±
m ，AT±

m は式 (34)，

(35)の境界積分で求められる．

3. トポロジー最適化

本研究は，前節で定義した弾性波周期散乱場における空孔

U \ Ωの分布のトポロジー最適化問題を考える．
3.1. トポロジー導関数

2階対称テンソル値関数 ϕを用いて次式のように定義され

る線形汎関数 f を考える．

f(u; Γ) =

∫
Γ

ϕij(x)ui(x)nj(x)dΓ (38)

今，中心 x0，半径 εの微小な円形空孔 Ωε ⊂ Ωが新たに発生

する場合を考える．ここで，Ωε の境界 ∂Ωε において表面力

が 0である境界条件を課し，またこの上で単位法線ベクトル

nを Ωε に対して内向きに定義する．このトポロジーの変化

に対応して，変位 u，応力 σと f が次式のように変化すると

仮定する．

ui(x) → ui(x) + δui(x) x ∈ U (39)

σij(x) → σij(x) + δσij(x) x ∈ U (40)

f(u; Γ) → f(u+ δu; Γ ∪ ∂Ωε) (41)

f のトポロジー導関数を求めるためには，式 (41) より定

義される f の変化量

δf(x0) = f(u+ δu; Γ ∪ ∂Ωε)− f(u; Γ)

= f(δu; Γ) + f(u; ∂Ωε) + f(δu; ∂Ωε) (42)

の ε → 0に関する漸近展開を求める必要がある．式 (42)右

辺第 2項はGaussの発散定理を用いて容易に評価でき，次式

を得る．

f(u; ∂Ωε)

=πε2
(
−ϕij(x

0)Dijklσkl(x
0)− ϕij,j(x

0)ui(x
0)
)
+O(ε3)

(43)

ここに，Dはコンプライアンステンソルであり，平面ひずみ

状態の場合次式で与えられる．

Dijkl =
1

4µ

(
− λ

λ+ µ
δijδkl + δikδjl + δilδjk

)
(44)

式 (42)右辺第 3項は次式で評価できることが分かる (6)．

f(δu; ∂Ωε) = πε2
(
ϕkl(x

0)Dklmn

− ϕij(x
0) (Iijkl − Sijkl)

−1 Dklmn

)
σmn(x

0) +O(ε3) (45)

ここに，S は Eshelbyテンソルであり，次式で与えられる．

Sijkl =
1

4(λ+ 2µ)
{(λ− µ)δijδkl + (λ+ 3µ)(δikδjl + δilδjk)}

(46)

式 (42)右辺第 1項は随伴変数法を用いて評価する．随伴

変数 ũ，σ̃ を次の境界値問題の解とする．

σ̃ji,j(x) + ρω2ũi(x) = 0 x ∈ Ω (47)

σ̃ji(x)nj(x) = ϕji(x)nj(x) x ∈ Γ (48)

ũi(x+ Le1) = ũi(x)e
−iβ x ∈ Γp (49)

ũi,1(x+ Le1) = ũi,1(x)e
−iβ x ∈ Γp (50)

Radiation condition for ũi(x) as x2 → ±∞ (51)

このとき，δuと ũに Ω \Ωε における相反定理を適用するこ

とで次式を得る．

f(δu; Γ) =

∫
∂Ωε

(δσij ũi − σ̃ijδui)njdΓ

= πε2
{
σ̃ij(x

0) (Iijkl − Sijkl)
−1 Dklmnσmn(x

0)

− ρω2ũi(x
0)ui(x

0)
}
+O(ε3) (52)

f のトポロジー導関数 T を

T (x) = lim
ε→0

δf(x)

πε2
(53)

で定義すると，式 (42)，(43)，(45)，(52) より T は次式と
なる．

T (x) = (σ̃ij(x)− ϕij(x)) (Iijkl − Sijkl)
−1 Dklmnσmn(x)

−
(
ρω2ũi(x) + ϕij,j(x)

)
ui(x) (54)

3.2. Bスプライン曲面のレベルセットに基づくトポロジー

最適化アルゴリズム

本研究は，トポロジー最適化アルゴリズムに飯盛ら (7) が

提案する方法を用いる．まず，ユニットセル U 内に固定設計

領域 D を定義し，その内部の母材 Ωと空孔 D \ Ωをレベル
セット関数 ϕ : D × [0,∞) → R を用いて次式のように表現
する．

Ω(t) = {x | ϕ(x, t) < 0} (55)

Γ(t) = {x | ϕ(x, t) = 0} (56)

D \ Ω(t) = {x | ϕ(x, t) > 0} (57)

この ϕを仮想時間 tに関してトポロジー導関数 T とAmstutz

and Andräの式 (13) に基づき更新する．ここで，ϕの空間方

向の離散化に Bスプライン基底関数を用いる．この際，基底

関数の個数や次数を変化させることによって，得られる最適

形状の複雑さを制御することが可能となる．
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Fig. 2 Initial configuration.

3.3. 数値例

提案する境界要素法と導出したトポロジー導関数を用い

て，本節では入射する P 波を S 波に変換する周期構造の設

計を行う．

まず，入射波 uin は +x2 方向に進行する平面 P波である

とする．トポロジー最適化の目的汎関数 J を式 (34)，(35)で

表された遠方場における散乱波振幅を用いて次式で定める．

J =
ωL

2Ein

{ ∑
m∈IL

(λ+ 2µ) pL+
2 (ξm)|AL+

m |2

+
∑

m∈IL

(λ+ 2µ) pL−
2 (ξm)|AL−

m |2

−
∑

m∈IT

µpT+
2 (ξm)|AT+

m |2 +
∑

m∈IT

µpT−
2 (ξm)|AT−

m |2
}
(58)

ここに，Ein はユニットセル U に単位時間あたりに入射す

るエネルギーである．ここで，エネルギー保存則より J は

−1 ≤ J ≤ 1を満たし，J = −1は遠方場 x2 → +∞における
散乱波が +x2 方向に進行する平面 S波のみとなる場合に成

り立ち，かつその場合に限る．よって，J を最小化する構造

をトポロジー最適化によって求めることで，入射する P波を

S波に変換する周期構造を設計することができる．

本数値例では，母材は鋼 (ρ = 7.80×103 kg/m3，Young率

205GPa，Poisson比 0.30) とし，L = 1mの周期構造に垂直

に周波数 5.5 kHzの平面 P波を与える．なお，このとき IL =

{0}，IT = {−1, 0, 1}である．すなわち，散乱波はそれぞれ
x2 → ±∞で 0次の平面P波と−1, 0, 1次の平面 S波に分離す

る．固定設計領域DはD = (−0.5m, 0.5m)×(−1.0m, 1.0m)

とし，初期形状は Fig.2のように円形の空孔が U 内に 2つ並

んだ状態とする．

まず，初期形状 (Fig.2)についてAL±
m とAT±

m を計算した結

果を Fig.3に示す．この図において，赤 (resp.青) の矢印の方

向は，遠方場における散乱波の平面 P波 (resp. S波) の進行

方向を表し，その長さは振幅の大きさ |AL±
m | (resp. |AT±

m |)を
入射波の振幅の大きさで正規化した値を表す．同様に，赤の

破線は入射 P波の方向と大きさを示している．

次に，トポロジー最適化を行い得られた結果を示す．Fig.4

は最適化ステップに対する J の値の履歴を示している．こ

P-wave

P-wave

Incident P-wave

S-wave S-wave

S-waveS-wave

Fig. 3 Far-field amplitudes |AL±
m | (red arrows)

and |AT±
m | (blue arrows) for the initial

configuration.
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Fig. 4 History of the objective functional J .

の結果から，初期形状 (step 0) では J がほぼ理論的最大値

1 を取っているにも関わらず，最適形状 (step 19) では理論

的最小値 −1にほぼ到達している．実際に，得られた最適形

状 (Fig.5) について Fig.3と同様に遠方場振幅をプロットし

た結果を Fig.6に示すと，平面 P波を入射しているにも関わ

らず遠方場 x2 → +∞ではほぼ S波のみが伝播していること

が確かめられる．

これらの結果から，提案手法によるトポロジー最適化は入

射する P 波を S 波に変換する周期構造を正しく設計できる

ことが確かめられた．本数値例では遠方場振幅を目的汎関数

Incident
P-wave

Fig. 5 Optimal configuration.
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S-wave S-wave

Fig. 6 Far-field amplitudes |AL±
m | (red arrows)

and |AT±
m | (blue arrows) for the optimal

configuration.

とする場合のトポロジー最適化を示したが，本研究の提案手

法は目的汎関数が式 (38)の形の境界積分で定義されるあら

ゆるトポロジー最適化に適用可能であり，例えば観測点にお

ける変位や応力の最適化への適用も容易である．

4. 結言

本研究は，2次元 1周期弾性波散乱解析のための境界要素法

を開発し，それを応用した弾性体周期構造のトポロジー最適

化法を提案した．開発した境界要素法は周期Green関数の収

束性の問題を解決するために，Poissonの和公式と Kummer

変換を用いた新しい周期Green関数の計算法を適用した．ま

た，トポロジー最適化の設計感度であるトポロジー導関数を

随伴変数法を用いて新たに導出し，Bスプライン曲面のレベ

ルセットに基づくトポロジー最適化アルゴリズムと組み合わ

せることによって弾性体周期構造の新たなトポロジー最適化

法を示した．数値例では，入射する平面 P 波を S 波に変換

する周期構造の設計を目的としてトポロジー最適化を行い，

提案するトポロジー最適化法の有効性を確認した．
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