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A Galerkin discretisation method for a boundary integral equation (BIE) with Calderón’s

preconditioning is discussed. Calderón’s preconditioning is known as one of the effective

preconditioning for the boundary element method (BEM). In discretisation of the bound-

ary integral equation with Calderón’s preconditioning, non-standard basis functions such

as piecewise linear functions defind on barycentric elements are necessary since multi-

plication of two pseudo-differential operators with different orders has to be calculated

in Calderón’s preconditioning. In order to avoid the use of the barycentric elements,

a new discretisation of the Calderón-preconditioned BIE is proposed in this paper. In

this method, the integral operators are discretised with piecewise constant and the Rao-

Wilton-Glisson basis functions by transforming the two pseudo-differential operators with

different orders into ones with the same orders with the help of integral by parts. The

proposed method are compared with conventional methods through some numerical ex-

amples.
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1. 序論

近年境界要素法の前処理として，Calderónの前処理 (1) を

始めとする積分作用素や微分作用素の性質を利用した前処理

の研究が盛んに行われている．これらの前処理では，一般に

悪条件であることが知られている作用素に対して，滑らかさ

の異なる積分作用素や微分作用素を乗ずることで，作用素の

積がコンパクト作用素を除いて有界となるようにすることで

前処理を行う．この前処理法で得られた作用素の満たす式か

ら前処理行列を構成するためには，滑らかさの異なる二つの

作用素をそれぞれ離散化し，得られた二つの行列の積を計算

する必要がある．滑らかさの異なる作用素はそれぞれ異なる

滑らかさの基底（例えば区分一定要素と区分線形要素など）

で離散化するのが自然であるが，一方でそれらの行列の積を

計算する必要があるため，行列のサイズは同じでなければな

らない．この条件を満たす離散化法として，重心要素と呼ば

れる重心分割を行ったメッシュを用いることで，滑らかさが
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異なるが数が等しい 2種類の基底を構成する方法が知られて

いる (2) が，メッシュの分割が必要であるため計算量が増大

する問題がある．

そこで本稿では Laplace 方程式に対する境界要素法にお

ける前処理を例にとり，部分積分を用いることで上記の問題

を解決した離散化法を提案する．Laplace方程式の Dirichlet

問題に対する境界要素法では，Calderón の前処理を用いる

と，一重層ポテンシャルと二重層ポテンシャルの法線微分の

積を計算する必要がある．本稿で提案する離散化法では，こ

れら二つの積分作用素をそのまま離散化するのではなく，部

分積分を用いて二重層ポテンシャルの法線微分に含まれる微

分を一重層ポテンシャルに移すことで，同程度の滑らかさを

持つ作用素の積に変換してから，それぞれの作用素を離散化

する．本稿の数値例で示す通り，Laplace方程式においては，

提案手法が既存の手法と比較して大幅に優位な結果を示す

ことはなかったが，この既存手法が応用できないMaxwell方

程式に対しても，本論文で提案するアイデアは応用可能であ

る (3, 4)．



本論文は以下のように構成される．まず 2 節で 3 次元

Laplace 方程式に対する境界要素法の定式化について述べ，

3節で，Calderonの前処理で用いる基本的な式と従来的な離

散化について述べる．次に 4節で本論文で提案する部分積分

を用いた Calderon の前処理について記述する．5 で数値例

を示し，最後に 6節で結論と今後の課題について述べる．

2. 定式化

本節では 3 次元における Laplace 方程式を支配方程式と

する境界値問題とこの問題に対する境界要素法の定式化を

行う．

2.1. 対象とする問題

Fig. 1 A domain in 3D.

本論文では簡単のため，Fig. 1のような滑らかな境界 Γを

持つ領域D ∈ R3 における Laplace問題を考える．領域D内

で，関数 uは Laplace 方程式

∆u = 0

を満たし，境界 Γ上で

　 u = g

を満たす Direclet 問題を考える．ここに g は Γ 上で定義さ

れた滑らかな関数である．

2.2. 境界要素法

上記の問題に対応する境界積分方程式は

Sq =
1

2
g +Dg (1)

q =
∂u

∂n

で与えられる (5)．ただし，S,Dはそれぞれ一重層ポテンシャ
ル，二重層ポテンシャルと呼ばれ，

Sv =

∫
Γ

G(x, y)v(y)dSy (2)

Dv =

∫
Γ

∂G(x, y)

∂ny
v(y)dSy (3)

で定義される積分作要素である．またGは 3次元 Laplace方

程式の基本解であり，

G(x, y) =
1

4π|x− y|

と表される．

2.3. 境界積分方程式の離散化

本論文では，積分方程式の離散化に Galerkin法を用いる．

境界を三角形メッシュを用いて離散化し，三角形要素の数を

Ne とする．境界積分方程式 (1) を Galerkin 法で離散化す

ると，

S(0,0)q =
1

2
T (0,0)g +D(0,0)g (4)

と書ける．ここに，S,D, T (0,0) はその (i, j)要素が

S
(0,0)
ij =

∫
Γ

t
(0)
i (x)

∫
Γ

G(x, y)t
(0)
j (y)dSydSx

D
(0,0)
ij =

∫
Γ

t
(0)
i (x)

∫
Γ

∂G(x, y)

∂ny
t
(0)
j (y)dSydSx

T
(0,0)
ij =

∫
Γ

t
(0)
i (x)t

(0)
j (x)dSx

で定義される行列であり，t(0)n (x) (n = 1, · · · , Ne)は n番目

の三角形要素で定義される区分一定基底である．また関数 q

や g を区分一定基底で展開した際の係数を並べたベクトル

を，同じ記号 qや gで表している．また以下同様に，本論文

を通して行列 X の (i, j)要素を Xij で表す．

3. 前処理

本節では式 (1)を反復法で解く際に用いる前処理について

述べる．

3.1. Calderónの公式

以下のように積分作用素 N , D∗ を

Nv =

∫
Γ

=
∂2G(x, y)

∂nx∂ny
v(y)dSy (5)

D∗v =

∫
Γ

∂G(x, y)

∂nx
v(y)dSy (6)

とすると、積分作用素 (2), (3), (5), (6)は Calderónの式と呼

ばれる以下の式を満たすことが知られている．

SN = −1

4
I +DD (7)

NS = −1

4
I +D∗D∗ (8)

ただし，I は単位作用素である．D,D∗ はコンパクト作用素

であるため SN 及び NS は良条件であることがわかる．
3.2. 作用素の積の離散化

Calderónの式に基づく前処理には作用素 S とN の積が必
要となるため，ここで作用素の積の Galerkin 法による離散

化について述べる．

あるϕ, ψが存在し，ψ = Sϕを満たすとする．ある基底 tiを

用いて，ϕ, ψ を ϕ(x) ≃
∑N

j=1 ϕjtj(x), ψ(x) ≃
∑N

j=1 ψjtj(x)

と展開できるとすると，
N∑

j=1

Sijϕj =

N∑
j=1

∫
Γ

ti(x)

∫
Γ

G(x, y)tj(y)dSydSx · ϕj

=

∫
Γ

ti(x)

∫
Γ

G(x, y)

N∑
j=1

ϕjtj(y)dSydSx

≃
∫
Γ

ti(x)

∫
Γ

G(x, y)ϕ(y)dSydSx

=

∫
Γ

ti(x)ψ(x)dSx

≃
∫
Γ

ti(x)

N∑
j=1

ψjtj(x)dSx

=

N∑
j=1

ψjTij



となる．ただし，

Tij :=

∫
Γ

ti(x)tj(x)dSx

である．よって

N∑
j=1

Tijψj ≃
N∑

j=1

Sijϕj

と表すことができるので，

ψ ≃ T−1Sϕ

という関係が導かれる．したがって，式 (7)の Calderónの式

を一種類の基底 tのみを用いて Galerkin法で離散化すると

T−1ST−1N = −1

4
I + T−1DT−1D

が得られる．

3.3. Calderónの式に基づく前処理における従来の離散化法

本小節では，従来の Galerkin法を用いた際の Calderónの

式に基づく前処理と本論文で提案する手法の違いを述べる．

従来手法では，一重層ポテンシャル S は区分一定基底，超
特異積分作用素N は区分線形基底を用いて離散化していた．
これは，S はなめらかであるから区分一定基底を用いて離散
化するのが自然である一方，N はその特異性の高さから区
分一定基底で離散化することができないためである．よって

離散化した S と N の行列サイズを揃えるために，N の離
散化に区分線形基底と同じなめらかさで，かつ区分一定基底

と同じ自由度の基底を用いていた．この基底は以下の様に構

成される．まず区分一定基底を定義した三角形メッシュの各

三角形を各辺の中線を用いて 6分割（重心分割）する．この

メッシュは重心要素と呼ばれ，この上での区分線形基底の適

当な線形結合によって元のメッシュ上での区分一定基底と同

数の線形基底を構成する (6)．そのためこの基底を用いて N
を離散化した行列の計算は，この分割メッシュ上で行われる

ため，S を離散化した行列の数倍程度の計算時間が必要とな
ることが知られている．

本論文では分割メッシュを用いない Calderónの前処理に

ついて二つの手法について詳述する．一つ目の方法は 3.4節

において述べる，区分線形基底のみを用いて S,N の両方を
離散化する方法である．これは Niino and Nishimura (7) で

Helmholtz方程式に対して用いられた離散化法とほぼ同じ方

法である．次に 4節において，本稿における提案手法として，

部分積分を用いて N の微分を S に移動した上で，区分一定
基底と Rao-Wilton-Glisson (RWG)基底 (8) を用いて左前処

理を行う方法について述べる

3.4. 区分線形基底を用いたCalderónの式に基づく前処理

式 (1)の右前処理は

SN q̃ =
1

2
g +Dg (9)

q = N q̃ (10)

と書ける．式 (9)を全て区分線形基底で離散化し，解 q が区

分一定基底の線形結合として得られるように式 (10)を離散

化すると，

S(1,1)T (1,1)−1
N (1,1)T (1,1)−1

q̃ =
1

2
g +D(1,1)g (11)

q = T (0,0)−1
N (0,1)T (1,1)−1

q̃

と書ける．ただし，t(0) を区分一定基底，t(1) を区分線形基

底として，

S
(1,1)
ij =

∫
Γ

t
(1)
i (x)

∫
Γ

G(x, y)t
(1)
j (y)dSydSx

D
(1,1)
ij =

∫
Γ

t
(1)
i (x)

∫
Γ

∂G(x, y)

∂ny
t
(1)
j (y)dSydSx

N
(1,1)
ij =

∫
Γ

t
(1)
i (x)

∫
Γ

=
∂2G(x, y)

∂nx∂ny
t
(1)
j (y)dSydSx

N
(0,1)
ij =

∫
Γ

t
(0)
i (x)

∫
Γ

=
∂2G(x, y)

∂nx∂ny
t
(1)
j (y)dSydSx

T
(1,1)
ij =

∫
Γ

t
(1)
i (x)t

(1)
j (x)dSx

T
(0,0)
ij =

∫
Γ

t
(0)
i (x)t

(0)
j (x)dSx

である．

4. 部分積分を用いた Calderónの式に基づく前処理

本節では部分積分を用いた離散化法について述べる．

4.1. 離散化

式 (1)の左前処理は

NSq = N (
1

2
g +Dg) (12)

と書ける．本論文では式 (12)の左辺を変形することで，3.3

節で述べた問題を解決する．

まず，関係式

eijkeipqn
x
jn

y
p
∂

∂yk

∂

∂xq
= nx

pn
y
p
∂

∂yq

∂

∂xq
− nx

qn
y
p
∂

∂yp

∂

∂xq

より，x ̸= y とすると ∂2G
∂nx∂ny

は

∂2G(x, y)

∂nx∂ny

=nx
pn

y
p
∂

∂yq

∂

∂xq
G(x, y)− eijkeipqn

x
jn

y
p
∂

∂yk

∂

∂xq
G(x, y)

=− nx
pn

y
p∆xG(x, y)− eijkn

x
j
∂

∂yk
eipqn

y
p
∂

∂xq
G(x, y)

=− eijkn
x
j
∂

∂xk
eipqn

y
p
∂

∂yq
G(x, y)

と書ける．ここに eijk は 3階の交代記号である．また，これ

以後も含めて重複する添字に対しては総和規約をとるものと

する．これを用いると，NS は，

NSv

=

∫
Γ

∂2G

∂nx∂ny
(x, y){Sv}(y)dSy

=−
∫
Γ

eijkn
x
j
∂

∂xk
eipqn

y
p
∂

∂yq
G(x, y){Sv}(y)dSy

=

∫
Γ

eijkn
x
j
∂

∂xk
G(x, y)

{
eipqn

y
p
∂

∂yq
Sv

}
(y)dSy

=D̃1D̃2v



と書ける．ここに，D̃1, D̃2 は

D̃1v =

∫
Γ

eijkn
x
j
∂

∂xk
G(x, y)vi(y)dSy

D̃2v =

∫
Γ

eijkn
x
j
∂

∂xk
G(x, y)v(y)dSy

である．D̃1 はベクトル値関数をスカラー値関数に写す写像

D̃1 : H
− 1

2
div (Γ) → H− 1

2 (Γ)

である一方，D̃2 は，スカラー値関数をベクトル値関数に写

す写像

D̃2 : H− 1
2 (Γ) → H

− 1
2

div (Γ)

であることに注意する．D̃1, D̃2 を用いると，式 (12)は

D̃1D̃2q = N (
1

2
g +Dg)

と書ける．上式を，q ∈ H− 1
2 (Γ) が区分一定基底で，また

H
− 1

2
div (Γ)に属する項が RWG基底で展開できるように離散化

すると

T (0,0)−1
D̃1(0,3)T (3,3)−1

D̃2(3,0)q

=T (0,0)−1
N (0,1)T (1,1)−1

(
1

2
g +D(1,1)g) (13)

となる．ただし，t(0) を区分一定基底，t(3) を RWG 基底と

して，

D̃
1(3,0)
ij =

∫
Γ

nx × t
(3)
i (x)

∫
Γ

nx ×∇G(x, y)t
(0)
j (y)dSydSx

D̃
2(0,3)
ij =

∫
Γ

t
(0)
i (x)

∫
Γ

nx ×∇G(x, y) ·
(
ny × t

(3)
j (y)

)
dSydSx

T
(3,3)
ij =

∫
Γ

t
(3)
i (x)t

(3)
j (x)dSx

である．

なお本節の前処理を右前処理で実装する場合，反復法で解

くべき線型方程式の係数行列は同様に計算できるが，最後に

反復法で得られた解から q に対応するベクトルを求める際

に 3.3 節で述べたような重心要素上での基底が必要となる．

重心要素を用いた行列を一度しか計算しなくてよいため，右

前処理も一考に値する方法であるが，本項では簡単のため重

心要素を一度も用いる必要が無い左前処理についてのみ述

べた．

4.1.1. N が非正則であることの問題の解決
Laplace 問題では N が非正則であり零固有値を一つ持つ

ため，上の左前処理で精度が悪化する可能性がある．N の
その他の固有値が全て正であることに注意すると，前処理に

用いる作用素として N の代わりに N + cI を用いることで，
この零固有値を回避できることがわかる．Calderónの式 (8)

より

(N + cI)S = −1

4
I +D∗D∗ + cS

となり，S, D∗がコンパクト作用素であることから (N+cI)S
は良条件となることが期待される．またパラメータ cを適切

に設定することで，N の他の固有値を 0 に近づけることな

く，零固有値を大きさ c程度にすることができる．これを用

いると，式 (12)は

(D̃1D̃2 + cS)q = N (
1

2
g +Dg) + c(

1

2
g +Dg)

となる．上式を離散化すると

(T (0,0)−1
D̃1(0,3)T (3,3)−1

D̃2(3,0) + cS(0,0))q

=T (0,0)−1
N (0,1)T (1,1)−1

(
1

2
g +D(1,1)g)

+c(
1

2
g +D(0,0)g) (14)

を得る．

ただし，これは Laplace 方程式でのみ起こる問題であり

Maxwell方程式やHelmholtz方程式に本節の前処理を応用す

る際には，上記で行った式変形を行う必要がないことに注意

しておく．

5. 数値計算結果

本研究では，以下の 4 種類の解法について数値計算を行

い，精度，反復解法の反復回数，固有値分布の比較を行った.

approach 1 式 (4)の様に前処理なしでGMRESで解く解法

approach 2 式 (11)の様に右前処理を行なって GMRESで

解く解法

approach 3 式 (13)の様に左前処理を行なって GMRESで

解く解法

approach 4 式 (14)の様に左前処理を行なって GMRESで

解く解法

ただし approach 4 においては，h をメッシュの三角形の代

表辺の長さとして，c = 0.1
h
とした．反復法は全てリスター

ト無しの GMRES であり，許容誤差は 10−6 である．また，

Calderónの式に基づく前処理における T (0,0), T (1,1), T (3,3)

の逆行列の計算には実装を容易にするために直接法を用いた．

5.1. 精度の確認

まず解析解が求められる問題を数値的に解くことで，数値

解法の精度を確認した．原点中心，半径 0.25の球を考える．

Dirichlet条件として u = x31 − 3x1x
2
2 を与えると，解析解は

∂u
∂n

= 1
0.25

(
3x31 − 9x1x

2
2

)
となる．これを用いて数値解の精度

を確認した．

Fig. 2は誤差

qerr =
∥qcal − qana∥2

∥qana∥2
(15)

の値を三角形メッシュの要素数 Ne に対して，手法別にグラ

フにしたものである．ただし，qcal はそれぞれの数値解法で

線型方程式を解いて得られた解ベクトル，qanaはそれぞれの

数値解法での未知関数 ∂u
∂n
の内挿関数を用いて，解析解 ∂u

∂n

を展開した際の係数を並べたベクトル，∥ · ∥2 はベクトルの
2-ノルムである．Fig. 2からわかるようにどの手法において

も，ある程度の精度が得られ，メッシュの分割数を細かくす

ると精度が良くなっていくことがわかる．前処理ごとに多少
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Fig. 2 Accuracy of the four approaches.

精度が異なるが，この原因としてそれぞれの前処理における

基底関数の違いが挙げられる．また右前処理と比較し，左前

処理では場合によって精度が悪化することがあり，これが原

因である可能性もある．特に解 ∂u
∂n

∈ H− 1
2 (Γ)を区分線形基

底で展開している approach 2では，他の方法と比べてやや

精度が悪化している．

5.2. 反復回数の確認
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Fig. 3 Iteration numbers of the four approaches.

前小節と同様の問題を考える．様々な数の三角形要素に対

して数値解析を行い，反復法の反復回数を解法別にまとめた

グラフが Fig. 3 である．Fig. 3 からわかるように approach

1で前処理を行わなかった場合は三角形要素の数を大きくす

るに従って反復回数が多くなるため，大規模な問題には向か

ないことがわかる．一方 approach 2,3,4は三角形要素の数を

大きくしても，反復回数は一定であることがわかる．

5.3. 固有値分布の確認

前小節で見た，各手法の反復回数の振る舞いを詳しく調べ

るために行列の固有値計算を行った．前小節と同様の問題で，

三角形要素数 3920のメッシュを対象とした際の各手法の係数

行列の固有値分布は Figs. 4,5,6,7のようになった．S の固有
値 (approach 1)は，いくつかの固有値を除いてほとんどの固

有値が 0周辺に集まるが，他の方法ではN の非正則性に起因
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Fig. 4 Eigenvalues of the coefficient matrix in approach 1.
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Fig. 5 Eigenvalues of the coefficient matrix in approach 2.
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Fig. 6 Eigenvalues of the coefficient matrix in approach 3.
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Fig. 7 Eigenvalues of the coefficient matrix in approach 4.



する一つの零付近の固有値を除いて，全ての固有値が零から

離れていることが分かる．また Fig. 7 (approach 4)と Fig. 6

(approach 3)では，どちらも原点上に一つの固有値があるよ

うに見えるが，これらの固有値の絶対値は，Fig. 7 (approach

4)では 5.00849× 10−7 である一方，Fig. 6 (approach 3)では

7.92386 × 10−13 である．よって，approach 4は approach 3

の条件数を改善することができたと言える．

6. 結論

本論文では，Laplace 方程式における Calderón の前処理

の分割メッシュを用いない離散化法について考察を行った．

本論文では数値例を通した比較を行わなかったが，提案手

法 (approach 3, 4)では重心分割を必要としないため，重心分

割を用いた離散化法と比べて，計算時間の短縮や実装の簡略

化が期待される．また数値例を通して，提案手法と approach

2 との間には，提案手法の方がやや精度が良いことを除き，

それほど大きな差は見られなかったが，未知数がベクトル値

関数になることから approach 2に相当する離散化が行えな

い Maxwell 方程式に対しても提案手法と同様のアイデアを

応用することができる．

今後の課題として本手法と従来法との計算時間の比較を行

うことが挙げられる．反復法における一回の反復で計算する

行列のうち，T (0,0) や T (1,1) などの基底関数からなる Gram

行列は疎行列であるので，その逆行列の計算にも大きな時

間はかからず，積分作用素を離散化して得られる行列の計算

が計算時間全体において支配的である．したがって本論文で

提案した前処理を，特に大規模な問題で実用するためには，

高速多重極法などの高速解法が必須であり，これを実装し，

種々の従来法との計算時間の比較を行うことが重要であると

考える．

また本手法を Maxwell 方程式や Helmholtz 方程式に応用

すること，より複雑な領域形状を持つ問題における本手法の

効果を検討することも今後の課題として挙げられる．
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