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In this study, we perform linear perturbation analysis using an extended Flory-Rehner (F-R) model 

for polymeric gels, which was developed by introducing two scaling exponents into the original 

F-R free energy function. Closed-form expressions for Young’s modulus and Poisson’s ratio are 

successfully derived by considering that polymeric gels are at equilibrium swelling under an 

arbitrary prestretch. Young’s modulus and Poisson’s ratio decrease depending on the combination 

of two scaling exponents, leading to predicting a negative Poisson’s ratio. It is shown that using the 

closed-form expressions, the onset condition of swelling-induced strain softening is described and 

verified in the case of equilibrium swelling under uniaxial tension. 
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1. 緒  言 

高分子ゲルの力学特性を表す自由エネルギー関数として，

Flory-Rehner（F-R）モデル(1)が基礎的かつよく知られている
(2),(3)．この自由エネルギー関数は，統計分子鎖理論に基づく

Neo-Hookean 型の弾性ひずみエネルギーと Flory-Huggins 理

論に基づく混合エネルギーの線形和で構成される．したがっ

て，応力と化学ポテンシャルの相互作用が規定され，高分子

ゲルの変形挙動と溶媒の吸収や排出といった膨潤挙動を連

成して解析することが可能である(4)-(7)．F-R モデルは基礎的

であるから，膨潤状態に依存した力学特性の変化をいつもう

まく再現できる訳ではなく，著者ら(8)は 2 つのスケーリング

指数を弾性ひずみエネルギーに導入して F-R モデルを拡張

し（以後，拡張 F-R モデルと呼ぶ），膨潤誘起型のひずみ軟

化現象が生じ得ることを明らかにした．このほかにも F-R モ

デルを高性能化するための研究は数多く行われている(9)-(11)． 

Bouklas-Huang(12)は，無負荷での膨潤平衡状態（自由膨潤

状態）を基準状態に考え，線形摂動解析によって，ヤング率

及びポアソン比の体積膨潤比依存性を調べた．この解析には，

F-R モデルが用いられており，ポアソン比は貧溶媒の場合に

0.5 を上限として，良溶媒側では 0.2 程度まで減少，これに依

存してヤング率も減少することを示した．Okumura ら(8),(13)

は，同様の手法を拡張 F-R モデルに適用し，スケーリング指

数の及ぼす影響を調べたところ，ポアソン比が負(14),(15)にな

るような場合もあることを示し，このような状況下において，

膨潤誘起型のひずみ軟化現象が生じ得ることを示唆した(13)． 

上述の解析は，自由膨潤状態における線形摂動解析に基づ

いている．したがって，もし任意の変形状態を基準状態とし

てヤング率やポアソン比を評価することができれば，膨潤誘

起型のひずみ軟化現象との対応関係を詳細に明らかにする

ことができる．また，膨潤現象はゲル表面からの溶媒の物質

移動によって進行する．したがって，十分に時間をかけて変

形を与えるかどうかに依存して，力学応答は変化する．両極

端な場合を想定すれば，膨潤平衡状態を保ち体積膨潤比が変

化する場合と，体積膨潤比は変化せず膨潤平衡状態を保たな

い場合が考えられる．したがって，これらの場合を想定して，

任意の基準状態における線形摂動解析によってヤング率や

ポアソン比を評価することは非常に有意義である． 

そこで本研究では，拡張 F-R モデルを用いて，任意の基準

状態において線形摂動解析を行い，高分子ゲルのヤング率や

ポアソン比に及ぼす基準状態の影響を調べる．このため 2 章

では基礎式を示す．3 章では線形摂動解析によって閉形解を

導出する．4 章では，自由膨潤及び単軸引張下での膨潤平衡

状態を基準状態として，ヤング率及びポアソン比の基準状態

依存性を調べる．5 章では，導出された閉形解を用いて，膨

潤誘起型のひずみ軟化開始点が評価できることを示す．最後

に 6 章では結言を述べる．  
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2. 基礎式 

拡張 F-R モデル(8)は，Flory-Rehner(1)の自由エネルギー関数

を 2 つのスケーリング指数を用いて拡張したものであり，ラ

グランジュの未定乗数を含んだ形として次式で表される． 
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右辺の第 1 項及び第 2 項は弾性ひずみエネルギーである．m

と n はスケーリング指数であり，偏差成分と体積成分をそれ

ぞれスケーリングしている．Iと Jはひずみの不変量であり，

主方向の伸びλi を用いると，I= λ1
2+ λ2

2+ λ3
2, J = λ1λ2λ3 と表さ

れる．Ed は未変形，乾燥状態でのヤング率であり，a は係数

である．右辺第 3 項は網目構造の高分子と溶媒分子の混合エ

ネルギーであり，C は溶媒分子の濃度，kT は熱エネルギー換

算の絶対温度である．υは溶媒１分子当たりの体積，χは

Flory-Huggins の相互作用係数である．本研究では，以後，主

方向の伸びλi に対応する主応力を考え，真応力をσi，公称応

力を si とそれぞれ表す． 

式(1)の右辺第 4 項の Π はラグランジュの未定乗数であり，

網目構造の高分子と溶媒分子に非圧縮性近似を仮定すると

き(3),(4),(12)，拘束条件 

 1J Cυ= +  (2)  

を課すために導入され，このとき Jは体積膨潤比と呼ばれる．

なお，式(1)の拡張モデルは，m =n =0 かつ a = 2 のとき，元

の F-R モデルに帰着する(1)-(3)． 

式(1)から公称応力 si = / iW λ∂ ∂ を求め，換算式σi = siλi /J を

用いて真応力に換算すると， 
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となる．また，外部溶媒の化学ポテンシャルをμと表すとき，

高分子ゲル中の溶媒分子の化学ポテンシャルとのつり合い

は，式(1)に /W Cµ = ∂ ∂ の関係を適用して， 
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と求められる．本研究では膨潤平衡状態，すなわちµ =0 の場

合を考える．したがって，式(3)と(4)で構成される非線形方

程式を解くことによって，応力や伸び，体積膨潤比を解析す

ることができる(8),(13)． 

 

3. 線形摂動解析 

3.1. 摂動展開  

式(3)と式(4)から得られた任意の変形状態を基準状態とみ

なし，そこからの線形摂動を考えるとき，式(3)と式(4)より，

次式がそれぞれ導かれる． 
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ここで，∆( )はそれぞれの変数に対応する線形摂動であり，

εi をひずみに対応付けるため， ∆εi =∆λi/λi と定義する．なお， 
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である．また， 1 2 3ε ε ε∆ + ∆ + ∆ は J の線形摂動∆J と関係付け

られ，∆J/J= 1 2 3ε ε ε∆ + ∆ + ∆ である．したがって，∆J=0 は

1 2 3ε ε ε∆ + ∆ + ∆ =0 と等価である． 

 任意の基準状態におけるヤング率及びポアソン比を評価

するため，主方向 1 への単軸引張（∆σ1= ∆σ, ∆σ2=∆σ3 =0）を

考え，この方向のヤング率を E1 と表す．このとき垂直方向

（すなわち主方向 2 と 3）のひずみは，ポアソン比を次のよ

うに定義して， 

 2 21 1ε ν ε∆ = − ∆ , 3 31 1ε ν ε∆ = − ∆  (8)  

と表される．したがって，∆J/J は次式のようにも表される． 

 1 2 3 21 31 1/ (1 )J J ε ε ε ν ν ε∆ = ∆ + ∆ + ∆ = − − ∆  (9)  

1 章で述べたように，2 つの極端な場合，すなわち体積膨

潤比は変化せず膨潤平衡を保たない場合（ 0J∆ = かつ

0µ∆ ≠ ）と膨潤平衡を保ち体積膨潤比が変化する場合

（ 0J∆ ≠ かつ 0µ∆ = ）をそれぞれ考え，閉形解を導出する．

体積膨潤比の変化は溶媒の物質移動に基づいており，高分子

ゲルの表面と内部の間に生じる拡散現象とみなされる．した

がって，変形速度が速い場合には前者，変形速度が十分に遅

い場合には後者の場合が想定される．以後，簡単のため，

0J∆ = の場合と 0µ∆ = の場合としてそれぞれ区別する． 

3.2. 0J∆ = の場合 

 体積膨潤比は変化せず膨潤平衡を保たない場合（ 0J∆ = か

つ 0µ∆ ≠ ），式(6)は 

 /µ υ∆Π = ∆  (10)  

であるから，式(10)を式(5)に代入すると， 
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と変換できる．つづいて，∆σ1−∆σ2=∆σ及び∆σ2 −∆σ3=0に式

(11)を適用し，式(9)は 21 311 0ν ν− − = であることを考慮すると，

ヤング率 E1 及びポアソン比ν21, ν31 を解くための方程式 
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が導かれる．結果として，次の閉形解を求めることができる． 
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3.3. 0µ∆ = の場合 

 膨潤平衡を保ち体積膨潤比が変化する場合（ 0J∆ ≠ かつ

0µ∆ = ），式(6)は 
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となるから， 
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として，式(14)を式(5)に代入すると， 
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と変換できる．∆σ1=∆σ，∆σ2=0，∆σ3=0を式(16)に適用すると， 

 ( )mZ J X Y−= +  (17)  

として， 
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となる．したがって，以下の閉形解を求めることができる． 
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なお，冗長になるため，E1 はν21 とν31 を用いて表している． 

3.4. 考  察 

 導出された閉形解（式(13)と式(19)）は，式(3)と式(4)から

求められる任意の変形状態を基準状態（伸びλi が既知であれ

ばよい）として利用することができる．したがって，先行研

究(8),(12),(13)で行われたように，自由膨潤状態を基準状態に選

ぶとき，σi=0 かつλi=J1/3 であるから，どの主方向に対しても

ヤング率 E とポアソン比νは， 0J∆ = の場合に式(13)より， 
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0µ∆ = の場合に式(19)より， 
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と求めることができる．式(20)と式(21)は，文献(8),(12),(13)と等

価であることから，式(13)と式(19)は任意の変形状態を基準

状態とみなしたときの拡張形式であることがわかる．なお，

式(21)の E の導出には，νの展開式 2/3 2/32 / (1 2 )mJ Z J ν+ = − を

用いる必要がある． 

4 章では，解析例として，自由膨潤と単軸引張下での膨潤

平衡状態を基準状態に選び，ヤング率（E もしくは E1）とポ

アソン比（νもしくはν21=ν31）の基準状態依存性を調べる．5

章では，膨潤誘起型のひずみ軟化現象の開始点を表すための

条件式を導出し，妥当性を確かめる． 

 

4. 解析例 

4.1. 基準状態の解析 

 解析例として，自由膨潤及び単軸引張下での膨潤平衡状態

を基準状態に選び，ヤング率及びポアソン比の基準状態依存

性を調べる．自由膨潤状態では，σi=0 かつλi=J1/3 であり，式

 
(a) 

 

(b) 

Fig.1  Relation of base states with Edυ/(3kT)=0.05; (a) 

volume swelling ratio, J, as a function of interaction parameter, 

χ, at equilibrium free swelling and (b) stress-stretch response at 

equilibrium swelling under uniaxial tension for χ=0.6. 

 



(3)と式(4)を用いて体積膨潤比 J は求められる．一方，単軸

引張（σ1 ≠ 0, σ2 =σ3 =0）では，s1 = (σ1 − σ2) J /λ1の関係を式(3)

に適用することによって，負荷方向の公称応力は求められる． 

 ( ) ( )1 2 2d d
1 1 1 2 1 1

3 3

m mE E
s J J Jλ λ λ λ λ− −= − = −  (22)  

上式に示すように， λ2=J1/2λ1
−1/2の関係（J = λ1λ2λ3 に基づく）

より公称応力はλ1と J を用いて表現できる．さらに，式(3)

から Π もλ1と J を用いて表すことができ，式(4)を用いてΠを

消去すれば，λ1を入力として J を求め，つづいて式(22)より

s1 を求められるので，膨潤平衡状態での単軸引張応答を解析

することができる(8),(13)．  

 Fig.1(a)は，自由膨潤状態における体積膨潤比 J を相互作用

係数χの関数としてプロットしたものである．また，Fig.1(b)

は，その後の単軸引張における公称応力 s1 と伸びλ1 の関係を

示している（ただしχ=0.6 とした）．比較のため，乾燥状態の

ヤング率の無次元量を Edυ/(3kT)=0.05 と固定し，F-R モデル

（FR, m=n=0, a=2）と拡張 F-R モデル（eFR, m=0, n=−0.4, 

a=−2）の結果をそれぞれの図に示す(8),(13)．これらの図が示す

ように，調整された n が負の値を取ることを主要因として，

自由膨潤状態における体積膨潤比は良溶媒側（χ →0）で顕

著に増大し（Fig.1(a)），単軸引張下において膨潤誘起型のひ

ずみ軟化現象が現れる（Fig.1(b)）(8),(13)．この現象の物理的

な考察については文献(8),(13)に詳しく述べられており，有限要

素法への実装についても文献(16)で検討が行われている．この

ため本論文ではこれらの説明を省略する． 

4.2. 基準状態依存性 

 式(20)と式(21)（一般には式(13)と式(19)）を用いて，自由

膨潤後のヤング率とポアソン比を相互作用係数の関数とし

てプロットしたものを Fig.2(a),(b)にそれぞれ示す．Fig.2(b)

は， 0J∆ = の場合には，F-R モデルや拡張 F-R モデルに関わ

らず，ポアソン比は 0.5 となることを示しており，高分子ゲ

ルの非圧縮性が現れている．一方， 0µ∆ = の場合には，引張

変形に伴って溶媒吸収が許され(3)，体積膨潤比が増加するこ

とによって，ポアソン比の減少に至る．この現象は，良溶媒

側で顕著であり，すなわち，相互作用係数が小さくなると，

体積膨潤比も大きくなり（Fig.1(a)），ポアソン比の減少も大

きくなる．拡張 F-R モデルでは，体積膨潤比の増加が大きい

ため（Fig.1(a)），ポアソン比の減少も大きいと理解できる．

また，負の値を取り得ることも特徴的であり(14),(15)，ひずみ

軟化現象との関連性も示唆されている(13)．同様にして，ヤン

グ率も，相互作用係数の減少，すなわち体積膨潤比の増加に

伴って減少する（Fig.2(a)）．ただし， 0J∆ = の場合には，式

(20)からわかるように，ヤング率は体積膨潤比の m−1/3 乗則

に従って変化し，m=0 のときには −1/3 乗則に従って減少す

 
(a) 

 
(b) 

Fig.2  Dependence of Young’s modulus, E, and Poisson’s 

ratio, ν, on interaction parameter, χ, at equilibrium free 

swelling for Edυ/(3kT)=0.05; (a) Young’s modulus and (b) 

Poisson’s ratio. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Fig.3  Dependence of Young’s modulus, E1, and Poisson’s 

ratio, ν21=ν31, on stretch, λ1, at equilibrium swelling under 

uniaxial tension for Edυ/(3kT)=0.05 and χ=0.6; (a) Young’s 

modulus and (b) Poisson’s ratio. 

 



るのに対して， 0µ∆ = の場合には，式(21)からわかるように，

ポアソン比の減少が相乗的に作用し，より一層減少する傾向

を示す． 

つづいて，自由膨潤後の単軸引張変形下におけるヤング率

とポアソン比の基準状態依存性を Fig.3 に示す．Fig.3(b)は，

0J∆ = の場合には，単軸引張変形下にあっても，高分子ゲル

の非圧縮性が現れることを示す．一方で， 0µ∆ = の場合には，

拡張 F-R モデルは，λ1≈3 で特異点を持ち，正の値から急激に

減少し，大きな負の値を取り，その後，増加に転じるものの

−1 程度の負の値を取り続けることがわかった．このような

変形過程でのポアソン比の急激な変化は，F-R モデルでは生

じていない．次に，ヤング率の変化が Fig.3(a)に示されてお

り， 0J∆ = の場合には，λ1≈3 において大きな減少を示すもの

の，正の値を保つのに対して， 0µ∆ = の場合には，負の値を

取るようになる．この挙動は，式(21)において，体積膨潤比

の増加はヤング率の符号に影響しないのに対して，負のポア

ソン比はヤング率の符号を反転させ得ることから理解でき

る．λ1≈3 はおおよそひずみ軟化の開始点と対応するため

（Fig.1(b)），文献(13)における負のポアソン比がひずみ軟化挙

動を引き起こし得るという示唆を，本研究では確認したこと

になる．より詳細な検討を 5 章で行う． 

4.3. スケーリング指数の影響 

 4.2 節では，単軸引張変形が増加することによって， 0µ∆ =

の場合に，ポアソン比が正から負の値に急激に切り替わり得

ることを示しており，結果として，ヤング率も負の値を取る

ようになり，膨潤誘起型のひずみ軟化挙動が発現することを

示した．この節では，この現象に及ぼすスケーリング指数の

影響を調べるため，パラメトリックな解析を行った． 

Fig.4 に解析結果を示すように，ポアソン比とヤング率が

負の値を取る挙動は連動しており，両者の変化のタイミング

はほとんど同じであることがわかった．したがって，このよ

うなパラメータセットの場合には，この周辺においてひずみ

軟化挙動は生じ得ることが期待できる．また，傾向として，

n が負の大きな値を取るに従って，この現象は生じ易くなり，

早期に発生するようになる．また，m の値についても，負の

値を取る場合に，この現象は確認されており，これらの傾向

は文献(8)の結果と一致している．このため，ヤング率やポア

ソン比の変化を調べることは，膨潤誘起型ひずみ軟化の開始

点を評価する上で有用であるといえる． 

 

5. ひずみ軟化開始点の評価 

 4 章では，単軸引張変形下における膨潤平衡状態において，

ポアソン比の値が正から負に減少する領域において，ひずみ

軟化現象が生じ得ることを示した．しかしながら，ひずみ軟

化の開始点との詳細な対応関係は明らかではない．そこでこ

の章では，式(19)（比較として式(13)も用いる）を用いて公

称応力の伸びに対する勾配を解析的に求め，膨潤誘起型ひず

み軟化の開始点を詳細に評価することを考える． 

 主方向 1の公称応力と真応力の換算式は s1=σ1 J /λ1 である

から，この式に線形摂動を与えると，次式が求められる．  

 { }1 1 2 3

1

( )
J

s σ σ ε ε
λ

∆ = ∆ + ∆ + ∆  (23)  

上式に式(8)と∆σ=E1∆ε1，∆λ1=λ1 ∆ε1 を適用すると， 

 { }1 1 1 21 31 12

1

( )
J

s E σ ν ν λ
λ

∆ = − + ∆  (24)  

である．すなわち，公称応力の伸びに対する勾配は，基準状

態における既知の値を代入することによって求められ，ひず

 
(a) 

 
(b) 

Fig.4  Effects of two scaling exponents, m and n, on Young’s 

modulus, E1, and Poisson’s ratio, ν21=ν31, under uniaxial 

tension for Edυ/(3kT)=0.05 and χ=0.6; (a) Young’s modulus 

and (b) Poisson’s ratio. 

 

 
 

Fig.5  Estimation of the onset point of swelling-induced strain 

softening in Fig.1(b) using Eqs.(13) and (19). 

 



み軟化の開始点では，以下の条件が成り立つ． 

 { }1
1 1 21 312

1 1

( ) 0
s J

E σ ν ν
λ λ

∂
= − + =

∂
 (25)  

式(25)は任意の基準状態で成立する条件であり， 0µ∆ = の場

合に式(19)， 0J∆ = の場合に式(13)からヤング率とポアソン

比を与えることができる．この式が示すように，ひずみ軟化

の開始点は，ヤング率とポアソン比の関数として表されるこ

とがわかる． 

 Fig.5 は，Fig.1(b)の応力と伸びの関係に対して，式(25)を伸

びの関数として評価したものである．この図が示すように，

式(19)を用いる場合に，ひずみ軟化の開始点は正確に評価さ

れている．このとき，E1/Ed=−5.21，ν21=ν31=−3.96 であり，ひ

ずみ軟化の開始点において，ヤング率とポアソン比はどちら

も零ではなく，組み合わさった結果として，式(25)を満足す

ることがわかった．一方，式(13)を用いる場合には，ポアソ

ン比が 0.5 で固定されるため，勾配の変化は真逆の特性を示

すことがわかった．したがって，式(19)を式(25)に用いると，

開始点を厳密に評価できることを確認した．この結果は，3

章で行った線形摂動解析の妥当性も示している． 

 

6. 結  言 

 本研究では，高分子ゲルのための拡張 F-R モデルを用いて，

任意の変形状態を基準状態とする線形摂動解析を行い，ヤン

グ率及びポアソン比の基準状態依存性の解析及び検証を行

った．閉形解の導出では，体積膨潤比は変化せず膨潤平衡を

保たない場合（ 0J∆ = ）と膨潤平衡を保ち体積膨潤比が変化

する場合（ 0µ∆ = ）をそれぞれ想定した（式(13)と式(19)）．

後者の場合には，パラメータセットに依存して，ポアソン比

やヤング率が変形途中で正から負に急激に変化し得ること

がわかった．この領域において膨潤誘起型のひずみ軟化が開

始することもわかった．さらには，ひずみ軟化の開始点のた

めの評価式を導出・検証した．結果として，線形摂動解析の

妥当性を確認した． 

 本研究で示した解析手法は，任意の変形状態を基準状態に

選ぶことができ，より複雑な自由エネルギー関数に対しても

適用可能と考えられるため，高分子ゲルに生じる膨潤誘起型

の変形挙動を理解するための有用な解析手法になり得る． 
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