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SPHによる超弾性体の計算の安定化
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Updated Lagrangian formulation by conventional smoothing particle hydrodynamics

(SPH) for hyper-elatic material causes nuerical instability such as zero energy mode or

tensile instalibity. To control these numerical instalibity, non-physical terms are widely

used. These terms works well but they include indeterministic parameters that depend

on problems. To stabilize calculation without non-physical term, we use gradient of de-

formation gradient. The high order term restricts numerical instability and improves

accuracy. We solved two problems, bar extension problem and rings collision problem

and the results show that the proposed method can suppress the numerical instability.

Key Words : Corrected Smoothed Particle Hydrodynamics, hyperelasticity, numerical

instability

1. はじめに

本研究では，地盤材料に見られる弾塑性材料の大変形を

解析するための前段階として，SPH を用いた超弾性体の動

的解析手法の開発を行う．地盤崩壊のような大変形に対し

て有限要素法を用いるとメッシュが変形を追い切れずに潰

れ，計算が困難になることがある．一方で，メッシュを持た

ず Lagrangian的観測をする粒子法は，大変形の追従が得意

である．本研究では，解析手法には粒子法のひとつである

Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)(1)を用いる．SPH

は流体解析で広く用いられている手法であるが，弾性の解析

に用いると引張不安定 (2) やゼロエネルギーモード (3) など

の数値不安定が生じることが知られている．Grayら (4) は，

人工粘性および人工応力を加えることで計算不安定を解消し

た．しかし，人工粘性と人工応力の二つの計算において，そ

れぞれ非物理的なパラメーターの決定が必要になる．また，

Bonet・Kulasegaramら (3)(5)(6) は Total Lagrangian に基づ

く SPH の定式化をした．彼らはカーネル関数を修正して計

算精度を向上させる Corrected SPH (CSPH) を導入し，仮

想仕事の原理に基づいて定式化を行った．しかし，彼らの手

法を Updated Lagrangian に拡張すると，数値不安定が生じ

妥当な解が得られれないという問題点がある．この問題に対

して Vidalら (7)(8) は CSPHの修正勾配に安定化項を加える

ことで数値的不安定を回避した．しかし，安定化項は非物理

項であり，それに含まれるベクトルパラメーターの決め方は
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定まっていない．そこで，本研究では，Bonetらの CSPHを

Updated Lagrangian に拡張し，非物理項を用いず，数値不

安定性を抑制する方法を提案する．

2. SPHによる超弾性体の動的解析

2.1. CSPHによる勾配の計算

SPHでは粒子 aの物理量を以下の式で近似する．

⟨f(x)⟩a =
∑
b

fbWabVb (1)

bは粒子 aの近傍粒子，fb，Vb はそれぞれ粒子 bの物理量と

体積を表している．Wab は粒子 a と b の間のカーネル関数

である．カーネル関数は，Monaghan(1) によって提唱された

Cubic Splineを用いる．

物理量 f(x)の勾配は，式 (1)を用いて次のように書くこ

とが出来る．

⟨∇f⟩a =
∑
b

fb∇WabVb (2)

上式では勾配を計算する近傍粒子が少ないと微分の精度が得

られないので，∇WabVbを補正した関数 ga(xb)を用いる (9)．

⟨∇fa⟩ =
∑
b

fbga(xb) (3)

と表される．ga(xb)は

ga (xb) = VbLa [∇Wab + εaδab] (4)



で定義され，La, εa は∑
b

g(xb) = 0,
∑
b

xb ⊗ g(xb) = I (5)

を満足するように定める．この修正した勾配を用いる方法を

Corrected SPH(CSPH)と呼ぶ．

2.2. 運動方程式

弾性体の運動方程式は次式で表される．

ρ0a = ∇XP + ρ0b0 (6)

ここで，a，P は加速度，第一 Piola-Kirchhoff 応力である．

X は物質座標である．また，b0，ρ0は初期配置における物体

力，密度である．初期配置における表面力 t0，体積を V0 と

すると，仮想変位速度 δvとの内積を取ることで次式を得る．∫
V0

ρ0aδvdV +

∫
V0

P : δḞdV =

∫
V0

b0δvdV +

∫
∂V0

t0δvdA

(7)

:は二重縮約である．左辺の第二項は内部仕事率 Π̇int の変分

であり．仮想速度をくくりだすことで内力 T int を計算する

ことができる．∫
V0

P : δḞdV =

∫
V0

T int · δvdV (8)

2.3. Updated Lagrangian CSPH

Vidalら (7)の提案したUpdated Lagrangian に基づく定式

化について説明する．ただし，非物理項はここでは加えない．

粒子の初期位置をX，参照配置を xr，現配置を xn(Fig.1

参照)とすると，粒子 aにおける参照配置から現配置へ変形

勾配の増分 fa および初期配置から現配置への変形勾配 F n
a

は次式で表される．

fa = ∇xrxn
a =

∑
b

xn
b ⊗ ga(x

r
b) (9)

F n
a = ∇Xxn

a =
∂xn

a

∂xr
a

∂xr
a

∂Xa
= faF

r
a (10)

Fig. 1 変形物の運動

次に粒子がもつ内力を仮想仕事の原理から求める．弾性体

の仮想的な内力仕事率は式 (8)から式変形して次のように書

ける．∫
V0

P : δḞ ndV0 ∼
∑
a

V0aPa : δḞ n
a (11)

=
∑
b

δvb ·

(∑
a

V0aPa[F
r
a ]

Tga(x
r
b)

)
(12)

よって，粒子 aとその近傍粒子 bの間に成り立つ内力 Ta は

T int
a =

∑
b

V0bPb[F
r
b ]

Tgb(x
r
a) (13)

となる．

2.4. 速度と位置の更新

式 (7)を離散化し，仮想速度 δv を消去すると，以下の運

動方程式を得る．

maaa = T int
a + T ext

a (14)

これにより得られた加速度 aa を用いて，速度 va と位置 xa

の更新は以下のように計算する．

v
n+ 1

2
a = v

n− 1
2

a +∆tan
a (15)

xn+1
a = xn

a +∆tv
n+ 1

2
a (16)

タイムステップ∆tはCourant条件に従う．すなわち，Courant

数 α，音速 cとして

∆t = α
h

c
(17)

とする．

2.5. ゼロエネルギーモード

SPH の微分作用素は，差分法における中央差分のような

形になるため，ゼロエネルギーモードを生じる原因となりう

る．ここでは，ゼロエネルギーモードを一次元のモデルで説

明する．粒子が直線上に均等に並んでおり，修正勾配が以下

のように与えられるとする．

ga(xa−1) = − 1

2h
, ga(xa) = 0, ga(xa+1) =

1

2h
(18)

粒子 aにおいて SPHにより得られる関数 ϕa(x)の勾配は⟨
dϕ

dx

⟩
a

=
ϕa+1(x)− ϕa−1(x)

h
(19)

で表される．例えば，関数 ϕa(x) = (−1)a が与えられると，

その勾配は ⟨
dϕ

dx

⟩
a

=
(−1)a+1 − (−1)a−1

h
= 0 (20)

となる．このように，定数でない関数に対して勾配が 0とな

ることがある．力学モデルにおいては，変形の勾配が 0であ

るにもかかわらず，変形が許容されることになる．そのため，

2章で示した定式化をそのまま用いると，数値的に不安とな

ることがある．

2.6. 修正変形勾配の適用

ゼロエネルギーモードを発生させないために，変形勾配に

対して Taylor展開の一次近似を考える．高次の項を入れる

ことで，勾配が線型関数となり，勾配をより正確に表すこと

が可能となる．その結果，ゼロエネルギーモードを排除する

ことが可能となる．

F n
b(a) = F n

a +∇xrF n
a (xr

ba) (21)



修正変形勾配 F n
b(a) は粒子 a から見た粒子 b の変形勾配を

示している．ここで∇xrF n の計算は次の二式を介して得ら

れる．

∇xrF n = ∇XF r(F r)−1 (22)

∇XF n = (∇xrf)F r + f (∇XF r) (23)

式 (23)の ∇xrf は，以下に示すように重み付き最小二乗法

により計算する．現在の座標位置 xn を参照配置 xr の関数

として Taylor展開し，2次より大きな項を無視すると

xn
b ∼ xr

a +∇fxba + xr
ba

T (∇xrf)xr
ba (24)

を得る．式 (24) が良い近似となるように，左辺と右辺の差

を最小化する．

I =
∑
b

∣∣∣∣(fa − 1

2
∇xrfaxr

ba

)
xr

ba − xn
ba

∣∣∣∣2 Wab (25)

式 (25)を最小化すると，以下の線型方程式に帰着する．∑
b

zabp zabq ∇xf
a
iqŴ

ab = 2
∑
b

zabp yab
i Ŵ ab (26)

ここで，変数 y および z は次式で表される．

yab
i = fa

ijx
r,ab
j − xn,ab

i (27)

zabp = xr,ab
j xr,ab

k (28)

また，添字 p, q はそれぞれ下付き添字 (j, k), (l,m)の集合を

表す．本論文では，インデックス表記の場合，上付き添字を

粒子番号，下付き添字を空間の方向成分とする．

修正された変形勾配を用いて内力 T int を計算する．まず，

単位体積あたりの内部仕事率の重み付き平均を求める．

⟨P : δḞ n⟩a =
∑
b

Pb(a) : δḞ
n
b(a)Ŵab (29)

Ŵab =
WabVb∑
b

WabVb

(30)

これにより，式中に修正変形勾配 Fb(a) が現れる．粒子 aか

ら見た粒子 bにおける第一 Piola-Kirchhoff応力 Pb(a) は修正

変形勾配を用いて以下のように得られる．

Pb(a) =
∂Φ

∂Fb(a)
(31)

ここで，Φはポテンシャルである．式 (29)より内部仕事率は

次式で与えられる．∫
V0

P : δḞ ndV0 ∼
∑
a=1

V0a

∑
b

Pb(a) : δḞ
n
b(a)Ŵab (32)

ここで，2.3節に示したように，式 (32)から仮想速度 δv を

くくりだすことで内力 T int を得ることができる．これより，

粒子 dの xl 方向成分の内力 T intd
l は次式で書ける.

T intd
l =

∑
a,b

P̂ ab
lk F r,ab

jk gadj

−
∑
a,b

P̂ ab
lj gadj

[
(Zac)−1

pq

∑
e

zaep xae
j V 0,aŴ ae

]
F r,a
nj F r,a

ms (F
r,a)−1

sk xab
k

+ 2
∑
b

P̂ db
lj

[(
Zdc

)−1

pq

∑
e

zdep V 0,dŴ de

]
F r,d
nj F r,d

ms (F
r,d)−1

sk xdb
k

− 2
∑
a,b

P̂ ab
lj

[
(Zac)−1

pq

∑
e

zadp V 0,aŴ ad

]
F r,a
nj F r,a

ms (F
r,a)−1

sk xab
k

−
∑
a,b

P̂ ab
lj gadm ∇XF r,a

mjs(F
r,a)−1

sk xab
k (33)

ここで， P̂ ab
lj , Zab

pq は以下の式で表される変数である．

P̂ ab
lj = V 0,aŴ abP ab

lj (34)

Zab
pq = zabp zabq V 0,aŴ ab (35)

この内力を用いることで，数値的に安定な計算が可能とな

る．計算のフローを Algorithm 1に示す．

Algorithm 1 計算のフロー
データの読み込み

for particles do

近傍粒子の探索

修正勾配 ga の計算

変形勾配 Fa，修正変形勾配 Fb(a) の計算

内力の計算 T int
a

速度 va，配置 xa の更新

end for

3. 数値解析例

3.1. 一次元解析

Dyka(10) の数値解析例を参考に弾性体の棒を一次元とし

て伸縮運動を計算する．この問題は Vidalら (7) によって示

されているように，Updated Lagrangian に基づく SPH で，

安定化項を用いずに解くと，数値不安定が発生し，棒が単調

に伸び続ける結果となる．

Fig.2は左端を固定端，右端を自由端とした厚みを考慮し

ない長さ 0.1333m の一次元の線形弾性体である．物性は弾

性定数 κを 0.03MN/m2，線密度 1.0 kg/mで与えている．粒

子の距離間隔は 3.418× 10−3 mで 40個の粒子を固定端，自

由端上を含めて配置する (Fig.2参照)．また初期条件として，

右端の 10 個の粒子に対して，右方向に速度 5.0m/s を与え

る．クーラン数 αは 1.0× 10−2 とする．

自由端の変位の時間経過を Fig. 3，4に示す．図にはまた，

Fig.5，6に自由端の速度を示す．本論文で示したUpdated La-

grangianに基づく手法に加え，提案手法を Total Lagrangian

に適用した手法の結果も示した．Total Lagrangianに基づく



Fig. 2 一次元弾性体

定式化は，式 (21) において，空間座標系ではなく物質座標

系にを用いることで，Updated Lagrangianと同様に導出で

きる．また，比較のため，Bonet(5) の手法，FEMによる結

果をプロットした．提案手法と参照した手法について変位お

よび速度の変化は良好な一致を示している．

また，Fig.4，6 が示すように Updated Lagrangianに基づ

く提案手法は，提案手法を Total Lagrangian に適用した場

合の結果とよく一致している．Total Lagrangianに基づく定

式化では，初期配置と現配置の関係を用いて直接，変形勾配

を計算しているため，変更勾配は正しく計算されている. こ

れより，Updated Lagrangianを用いた提案手法においても，

変形勾配の更新が精度よく行われていることが分かる．
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3.2. 二次元解析

二次元解析として二つの超弾性体のリングが衝突したとき
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Fig. 5 自由端の速度
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Fig. 6 自由端の速度 (0.0031s ∼ 0.0047s)

の個々のリングの変形を計算をする．この問題を，安定化項

のないUpdated Lagrangianに基づく SPHで解くと，粒子間

距離が大きくなり，リングが数カ所で割れる結果が得られ，

適切に問題が解けない．Fig.7の二つのリングは同じ寸法で

内径 3 cm，外径 4 cmであり，初期配置として二つのリング

の間隔は最も短いところで 1 cm離れている．

Fig. 7 二次元超弾性体

物性も同一であり，ともにnearly incompressible Neo Hookean

モデルに従うものとする．nearly incompressible Neo Hookean



のポテンシャルは以下で与えられる．

Ψ(C) =
1

2
µ(trĈ − 3) +

1

2
κ(J − 1)2 (36)

ここで，テンソル Ĉ は修正右 Cauchy-Green 変形テンソル

Ĉ = F̂ T F̂ である．F̂ は Flory の変形勾配テンソル F̂ =

J− 1
3F である．この問題では弾性定数 µ を 0.3571MN/m2，

弾性定数 κ を 1.67MN/m2 で与える．Gray(4) の解析例を参

考に解析では二つの物体の初速はそれぞれ 0.59m/s，相対初

速が 1.18m/sとなるように与えて近づけていき，正面から衝

突させる．進行方向 x軸に鉛直な方向を y方向とする．クー

ラン数は 0.01 を用いた．また，二つのリングをそれぞれリ

ング A，リング B とする．この解析では陽的計算で物体同

士の衝突を表現するために，リング Aの粒子とリング B の

粒子が接近した時にそれぞれの粒子に反発力を与える．リン

グ Aの粒子 aに作用する反発力 Ra は以下のように定める．

Ra =

κ
∑
b

VbWab∑
á

VáWaá

(37)

ここで，リングAの粒子 aの近傍粒子のうち，リングAの粒

子を á，リング B の粒子を bとする．この式で与えられる反

発力は，リング間の距離が短くなったときに増大する．した

がって，リング同士が近づくことで反発力が増大する．ここ

で得られた反発力を用いて，次式のように速度を更新する．

va = va −∆t

{∑
c

mb

(
Ra

ρ2a
+

Rb

ρ2b

)
∇Wab

}
(38)

式 (38) 右辺第二項は，作用反作用を考慮した形になってお

り，SPHの計算で標準的に用いられる式である (1)．

0.01sごとのスナップショットを Fig.8に示す．これらの図

は Vidalら (7) の結果と似た分布を示している．また，数値

不安定性によりリングが割れるような挙動は示さず，弾性体

として計算されていることが分かる．

y 方向の最大変位を Fig.9に示す．本研究の提案手法およ

びそれを Total Lagrangianに拡張した手法，Bonetら (5) の

手法による結果をそれぞれプロットした．なお，Bonetらの

論文では，反発力の式が明示されていなかったため，ここで

はBonetらの手法でも式 (37)を用いて反発力を計算した．提

案手法によって得られた数値解析結果は，Bonetらの結果と

よく似た一致を示している．

4. 結論

本研究では，以下の成果を得た．

• SPH の弾性解析におけるゼロエネルギーモードを回

避するために，変形勾配の高次な項を用いて定式化を

行った．本手法では，非物理項およびチューニングパ

ラメータを使うことなく，定式化が可能であることを

示した．

• 新しい定式化に基づいてプログラムコードの開発を
行った．また，Updated Lagrangianに基づく定式化で
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Fig. 8 Pxx の分布

は非物理項を加えないと解けなかった問題でも，提案

手法を用いると，数値不安定が生じることなく解ける

ことを確認した．

今後の課題としては，三次元問題への拡張，塑性を考慮す

ることが挙げられる．
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Fig. 9 y 方向の最大変位
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