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In this paper, we propose a new topology optimisation using level-sets of B-spline surface.

In the present method, geometric complexity of the optimal design can be controlled by

arranging the number of control points and/or the order of the B-spline basis function for

the level-set function. The update rule of the level-set function relies on a method based on

spherical linear interpolation (SLERP) of topological derivative and level-set function. We

show in detail the new discretisation for the SLERP-based topology optimisation using

B-spline surface and confirm the performance of the proposed method through simple

numerical examples in 2D Helmholtz’ equation.
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1. はじめに
Bendsøe and Kikuchi(1) による先駆的な研究以来、トポロ

ジー最適化は主として材料力学 ·構造力学の分野で研究が進
められてきた。当初の主眼であった、与えられた材料の体積
の上限の制約の下で剛性を最大化する部材形状を得るための
手法としてのトポロジー最適化は、機械工学などの分野では
既に実用化されつつある (2)。近年では、材料力学 ·構造力学
の分野に限らず、波動問題 (3) や流体問題 (4) に支配される
場におけるトポロジー最適化法に関する研究も数多く報告さ
れるようになってきた。
代表的なトポロジー最適化法として、均質化法に基づく

方法 (1)、密度法 (solid isotropic material with penalisation:

SIMP法)(5)、レベルセット法 (6, 7) を挙げることができる。
中でも、レベルセット法はスカラー関数の零等位面により最
適化過程の形状の境界を表現する手法であり、明示的な外形
形状を持つ最適構造が得られる特徴を有する。レベルセット
法に基づく方法の一つである Yamadaらの方法 (7, 8) では、
トポロジー導関数を反応項に持つ反応拡散方程式によりレベ
ルセット関数の時間発展を記述する。本手法は、複雑度係数
と呼ばれるパラメータ (反応拡散方程式の拡散項の係数に相
当する)を変更することにより形状の複雑さを陰的に制御で
きるという点において優れた手法であり、様々な種類の問題
に対して適用され、概ね良好な結果を得ることが示されてき
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た (4, 9, 10, 11)。しかしながら、未だその収束性の数学的な証
明は与えられていない。
一方で、レベルセット関数とトポロジー導関数の球面線形

補間を次の時間ステップのレベルセット関数とする方法 (以
降、Amstutzの方法と呼ぶ)(12)も提案されている。Amstutz

の方法は、これまでに種々の適用例 (13) が報告されているの
みならず、その数学的な解析も行われており (14)、その信頼
性は高いと考えられる。しかしながら、Amstutzの方法には
Yamadaらの方法のような得られる最適設計解の複雑さを規
定するパラメータが存在せず、これを制御することが困難で
あるように思われる。
そこで、本研究では、滑らかな曲面を容易に表現すること

のできる Bスプライン曲面を用いてレベルセット関数の分布
を表し、その制御点の数あるいは Bスプライン基底関数の次
数を変化させることにより、Amstutzの方法に最適設計解の
複雑さを規定するパラメータを付与することを検討する。本
論文はそのような試みの第一報である。本論文では、簡単の
ため、2次元 Helmholtz方程式の Neumann問題に支配され
る場におけるトポロジー最適化問題を例としてアルゴリズム
を記述し、観測点において定義される目的関数の最小化 ·最
大化問題を解いた例を示し、提案手法の妥当性 ·有効性を確
認する。なお、無限遠を含む領域における Helmholtz方程式
を例題として選んだことから、トポロジー導関数の評価には
境界要素法を用いるが、提案するトポロジー最適化法は偏微



分方程式のソルバーの選択に依らず利用することができる。

2. 最適化問題と関連するトポロジー導関数
本節では、本論文取り扱うトポロジー最適化問題の定義と

その求解に用いるトポロジー導関数について簡潔に述べる。
ここでは、簡単な例として、Fig. 1に示す、関数 uに対す

る 2次元 Helmholtz方程式の Neumann問題を制約にもつ以
下のトポロジー最適化問題を考える。

Fig. 1 Optimisation problem.
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ここに、J は目的関数である。xobs
m はm番観測点、M はそ

の個数、uin は入射場、k = ω
√
εµは波数、ωは角周波数、ε、

µは Ωで定義される定数、nは Ωの境界 Γにおける外向き
単位法線、Dは有限の大きさの設計領域である。また、Ωは
無限遠を含むとする。
トポロジー導関数 T (x)は、点 x中心の円形散乱体が現れ

た際の目的関数 J の変化の割合を表す関数であり、次式で定
義される (15)。

δJ(x) = T (x)v(ε) + o(v(ε)) (6)

ここに、δJ(x)は点 xに半径 εの円形散乱体 Ωε が発生した
ことに伴う目的関数の変化量、v(ε)は ε (> 0)の単調増加関
数である。目的関数が (1)で定義され、発生する円形散乱体
Ωε の境界において斉次 Neumann 境界条件を課す場合、ト
ポロジー導関数は以下のように評価できる (15)。

T (x) = ℜ
[
2∇u(x) · ∇ũ(x)− k2u(x)ũ(x)

]
(7)

ここに、ũは随伴変数であり、以下の境界値問題の解である。

∇2ũ(x) + k2ũ(x)

+

M∑
m=1

u(xobs
m )δ(x− xobs

m ) = 0 x ∈ Ω (8)

∂ũ(x)

∂n(x)
= 0 x ∈ Γ (9)

ũ に対する Sommerfeldの放射条件 (10)

本研究では、トポロジー導関数 (7)の評価 (すなわち順問題
(2)–(4) 及び随伴問題 (8)–(10) の求解) に境界要素法を用い
る。これは、順問題 ·随伴問題ともに無限遠を含む領域にお
いて定義される波動問題であるため、領域の離散化が境界の
みでよく、放射条件を厳密に取り扱うことができる境界要素
法が最も適しているためである。ただし、トポロジー導関数
の計算に他の偏微分方程式の解法を用いることも可能であ
り、したがって、次節以降に述べるトポロジー最適化法はこ
の場合にもそのまま適用可能である。

3. Bスプライン曲面のレベルセットによるトポロジー最適
化の定式化
本節では、Bスプライン曲面のレベルセットを用いたトポ

ロジー最適化問題 (1)–(5) の解法について述べる。3.1、3.2

節で、参照の便宜のため、トポロジー導関数とレベルセット
関数の球面線形補間に基づく方法 (12)についてごく簡単に解
説したのち、3.3節で、提案する Bスプライン曲面のレベル
セットを用いたトポロジー最適化法について述べる。3.4節は
提案法のアルゴリズムに含まれる直線探索について述べる。
3.4節のアルゴリズムも軽微な変更を除いて原著論文 (12) と
同様のものである。
3.1. レベルセット関数の時間発展について
最適化問題 (1)–(5)を解くにあたって、仮想的な時刻 tを

導入して領域 Ω(t)を時間の関数とし、Ω(t)を時間発展させ
ることを考える。ここでは、領域 Ω(t)の形状を次のように
レベルセット関数 ϕ(x, t)を用いて表現する。

Ω(t) = {x | ϕ(x, t) > 0} (11)

Γ(t) = {x | ϕ(x, t) = 0} (12)

D \ Ω(t) = {x | ϕ(x, t) < 0} (13)

定義 (11)–(13)より、レベルセット関数には定数倍の自由度
があるため、レベルセット関数に以下の制約を課す。

∀t, ||ϕ(x, t)||L2(D) :=

∫
D

|ϕ(x, t)|2dΩ(x) = 1 (14)

すなわち、ϕを L2(D)ノルムの意味で正規化しておく。
トポロジー導関数の定義 (6) により、x ∈ Ω(t) において

T (x, t) < 0であるときに xに散乱体を配置すれば目的関数
は小さくなるのだから、

∂ϕ(x, t)

∂t
= T (x, t) (15)

のようにレベルセット関数の時間発展を記述することは合理
的に思える。しかし、トポロジー導関数 T は最適解におい



て恒等的には零ではないため、(15)の解は最適解において停
留しない。そこで、(15)を次のように置き換える。

∂ϕ(x, t)

∂t
= T (x, t)− (T , ϕ)L2(D)ϕ(x, t) (16)

ここに、(f, g)L2(D) =

∫
D

f(x)g(x)dΩ(x)である。このよう

に定義した時間発展方程式 (16)の解 ϕ(x, t)は以下の 2つの
性質を持つ。

1.
∂ϕ

∂t
= 0となったとき T (x, t) = sϕ(x, t)をみたす s ∈ R

が存在する。
このとき、∀x ∈ Ω(t)に散乱体が発生した際に目的関
数値が上昇する。すなわち、得られた Ω(t)は “トポロ
ジー”最適化問題 (1)–(5)の解であると言える。

2. ||ϕ(x, 0)||L2(D) = 1ならば ∀t, ||ϕ(x, t)||L2(D) = 1

3.2. レベルセット関数の発展方程式の時間に関する離散化
について
本節ではレベルセット関数の時間発展式 (16) の時間変数

tに関する離散化について述べる。(16)の左辺を前進差分に
より近似すると以下を得る。

ϕi+1(x) = (1−∆ti(Ti(x), ϕi(x))L2(D))ϕi(x) + ∆tiTi(x)
(17)

ここに、ti (i = 0, 1, 2, · · · )は時間選点、∆ti は時間ステップ
幅であり ∆ti = ti+1 − ti である。また、ϕi(x) = ϕ(x, ti)、
Ti(x) = T (x, ti) を定義した。(17) は、Ti(x)/||Ti(x)||L2(D)

と ϕi(x)の球面線形補間 (SLERP)により ϕi+1(x)を得る式
とみなすことができる。実際、

θi = cos−1 (Ti, ϕi)L2(D)

||Ti||L2(D)

(18)

κi =
cos−1(ϕi+1, ϕi)L2(D)

θi
(19)

αi = 1−∆ti(Ti, ϕi)L2(D) (20)

βi =
∆ti

||Ti||L2(D)

(21)

とおき、Fig. 2を参照すれば、

Fig. 2 Illustrative sketch for time evolution

of the level-set function by SLERP of

Ti(x)/||Ti(x)||L2(D) and ϕi.

αi =
sin((1− κi)θi)

sin θi
(22)

βi =
1

||Ti||L2(D)

sinκiθi
sin θi

(23)

を得る。すなわち、(17)は次のように書ける。

ϕi+1(x) =
sin((1− κi)θi)

sin θi
ϕi(x) +

sinκiθi
sin θi

Ti(x)
||Ti(x)||L2(D)

(24)

最適化アルゴリズムにおける κi の選び方 (直線探索: linear

search)については後述する。
3.3. レベルセット関数の発展方程式の空間に関する離散化
について
本節ではレベルセット関数の時間発展式 (24) の空間変数

xに関する離散化について述べる。
本研究では、以下のようにレベルセット関数 ϕi(x)を Bス

プライン曲面により構成する。

ϕi(x) =

m∑
k=0

n∑
ℓ=0

Bp
k(x)B

q
ℓ (y)ϕ̂kℓ (25)

ここに、x = (x, y)である。以降、簡単のため、x, y ∈ [0, 1]

としておく。また、n + 1 (resp. m + 1)、p (resp. q) は各々
x (resp. y)方向の Bスプライン基底関数の数、次数である。
Bスプライン展開 (25)の係数 (制御変数) ϕ̂kℓ の “x座標”(あ
るいは空間変数 xの制御点)には以下のGreville abscissaeを
用いる。

x̂kℓ = (x̂k, ŷℓ) (26)

x̂k =
1

p
(x̄k+1 + x̄k+2 + · · ·+ x̄k+p) (27)

ŷℓ =
1

q
(ȳℓ+1 + ȳℓ+2 + · · ·+ ȳℓ+q) (28)

ここに、k = 0, 1, · · · ,m、ℓ = 0, 1, · · · , n である。また、
{x̄k}m+p+1

k=0 、{ȳℓ}n+q+1
ℓ=0 はノットの列である。ノットベクト

ルの選び方にはいくつかの選択肢があるが、ここでは以下の
等間隔な clamped knotを採用する。

0 = x̄0 = x̄1 = · · · = x̄p−1 = x̄p ≤ x̄p+1

≤ · · · ≤ x̄m ≤ x̄m+1 = x̄m+2 = · · · = x̄m+p = x̄m+p+1 = 1

(29)

0 = ȳ0 = ȳ1 = · · · = ȳq−1 = ȳq ≤ ȳq+1

≤ · · · ≤ ȳn ≤ ȳn+1 = ȳn+2 = · · · = ȳn+q = ȳn+q+1 = 1

(30)

x̄i+1 − x̄i = x̄i − x̄i−1 (i = p+ 1, p+ 2, · · · ,m) (31)

ȳi+1 − ȳi = ȳi − ȳi−1 (i = q + 1, p+ 2, · · · , n) (32)

(x̂k, ŷℓ, ϕ̂kℓ)を Bスプライン曲面の制御変数と呼ぶことがあ
る。Bp

k は B スプライン基底関数であり、以下の漸化式 (de



Boor Coxの漸化式)により計算できる。

B0
k(x) = H(x− x̄k)−H(x− x̄k+1)

(33)

Bp
k(x) =

x− x̄k

x̄k+p − x̄k
Bp−1

k (x) +
x̄k+p+1 − x

x̄k+p+1 − x̄k+1
Bp−1

k+1(x)

(34)

ここに、H(t) は Heaviside 関数である。(33)–(34) により B

スプライン基底関数は以下のような局所的な台を持つことが
分かる。

supp.(Bp
k) = [x̄k, x̄k+p+1) (35)

同様に、トポロジー導関数 Ti(x)も以下のように Bスプラ
イン曲面により構成する。

Ti(x) =
m∑

k=0

n∑
ℓ=0

Bp
k(x)B

q
ℓ (y)T̂kℓ (36)

しかしながら、(7)を用いてトポロジー導関数の Bスプライ
ン展開の制御変数 T̂kℓ を直接計算することはできない。そこ
で、(n+ 1)(m+ 1)個のサンプル点で計算したトポロジー導
関数の値をBスプライン曲面 (36)で補間することで T̂kℓを得
る。ここでは、サンプル点としてGreville abscissae (26)–(28)

を採用する。すなわち、これらの点においてトポロジー導関
数を計算し、得られた値を (36) の左辺に代入して得られる
(n+ 1)(m+ 1)次の線形代数方程式を解いて制御変数 T̂kℓ を
得る。なお、このようにして得られる線形代数方程式の係数
行列は Bスプライン基底関数の台の局所性 (35)により疎行
列である。

(18)の θi は離散化されたレベルセット関数とトポロジー
導関数を用いて以下のように計算できる。

(Ti, ϕi)L2(D) =

m∑
k=0

m∑
k′=0

(∫ 1

0

Bp
k(x)B

p
k′(x)dx

)
n∑

ℓ=0

n∑
ℓ′=0

(∫ 1

0

Bp
ℓ (y)B

p
ℓ′(y)dy

)
ϕ̂kℓT̂k′ℓ′ (37)

(37)の計算に必要な

Akℓ =

∫ 1

0

Bp
k(x)B

p
k′(x)dx (38)

の積分区間 [0, 1] は B スプライン基底関数の性質 (35) によ
り、[min {x̄k, x̄k′},max {x̄k+p+1, x̄k′+p+1}]に置き換えること
ができるが、この区間において被積分関数は高々2p 次の多
項式なので、(38) の積分は p + 1 次の Gauss-Legendre 求積
により厳密に計算できる。
以上をまとめると (24)を用いてϕi(の制御変数)からϕi+1(の

制御変数)を計算する手順は以下のとおりである。

1. 境界要素生成アルゴリズムの要求する格子点における
ϕi の値を (25)により計算する。メッシュ生成用の格子
点の数を B スプライン基底関数 (または制御変数) の
数 (n+ 1)(m+ 1)よりも多く取ることにより、境界要
素法の精度を制御することが可能である。

2. 上で計算した ϕi の分布に基づき Γ(ti)に対応する境界
要素を生成し、必要であればこれを Hermiteスプライ
ンを用いて改良する (9)。

3. 境界要素法を実行し、(26)–(28)で定義された Greville

abscissaeにおけるトポロジー導関数 (7)を計算する。

4. 上で得たGreville abscissaeにおけるトポロジー導関数
の値を B スプライン曲面 (36) により補間し、トポロ
ジー導関数の制御変数 T̂kℓ を計算する。

5. (37)により (Ti, ϕi)L2(D) を計算する。

6. 後述の直線探索により設定した κi に対し、(24) によ
り ϕ̂i+1 を得る。

3.4. κi の設定 (直線探索)と収束判定について
初期ステップにおいては κ0 = 1とする。ステップ i > 0に

おいては、(最小化問題を解く場合には)以下の手順により κi

を設定する。

1. κi = min{1, aκi−1}

2. while J(Ω(ti)) > cJ(Ω(ti−1)) do

κi ← bκi

enddo

ここに、a > 1、b < 1、c < 1はパラメータである。この
とき、κi の値は次第に小さくなる傾向が見られ、局所解に
trapされることがある。そこで、κi が閾値 ε1 を下回ったと
きに κi = 1と初期化する。κi が Ntrap 回初期化され、かつ、
κi が閾値 ε2 よりも小さくなったとき、あるいはステップ数
があらかじめ定めた最大回数Nmax に達した際に最適化アル
ゴリズムを終了する。

4. 数値計算結果
最後に、簡単な数値計算例を示す。設計領域をD = [−10, 10]2

とし、x1 軸方向正の向きに進む角周波数 ω = 0.7 の平面波
に対して、M = 15 個の観測点 (15 + 2nx,−3 + 3ny) (nx =

0, 1, · · · , 5, ny = 0, 1, 2)における |u|2/2の和を最小化する散
乱体の形状を求めた。B スプライン基底関数 (制御変数) の
数 Nc (= n = m)は 12、16あるいは 26とし、その次数は 2

で固定した。境界要素の生成に用いるレベルセット関数を評
価する格子点の数はD内に 3721点、等間隔に配置した。ま
た、Ωの材料定数は ε = µ = 1とした。3.4節で導入した最適
化アルゴリズムのパラメータは a = 1.5、b = 0.5、c = 0.99、
ε1 = 10−4、ε2 = 10−8、Ntrap = 3、Nmax = 100とした。
得られた最適形状を Fig. 3に、目的関数の推移を Fig. 4に

示す。目的関数はどの場合にも小さくなり、Nc の大きさに
対応して形状の複雑さが概ね制御できていることが分かる。
また、複雑な形状 (Nc が大きい)場合に目的関数の値がより
小さくなっており、予想通りの結果が得られた。
前と同じ設定で最大化問題を解いた場合の最適形状をFig. 5

に、目的関数の推移を Fig. 6に示す。概ね最小化の場合と同
じ議論が成り立つが、目的関数の値と Nc の大きさの相関が
見られない。局所解に陥った等の理由が考えられるため、直
線探索法の修正や収束判定の見直しが必要であると考える。



5. おわりに
本論文では、トポロジー導関数とレベルセット関数の球

面線形補間によるトポロジー最適化法 (12) に対して、レベ
ルセット関数の空間離散化に B スプライン曲面を用いる手
法を提案した。提案法を用いて 2 次元 Helmholtz 方程式の
Neumann問題に支配される場で定義されたトポロジー最適
化問題を解いた。制御点の数をパラメータとすることで得ら
れる形状の複雑さを制御しつつ、最適解を求めることができ
た。一方で、Bスプライン基底関数の次数をパラメータとす
る場合の数値計算は本論文では取り扱うことができず、今後
の課題となった。その他の今後の検討課題としては、直線探
索法や収束判定に関する詳細な検討をおこなうこと、2次元
Helmholtz方程式以外の偏微分方程式に支配される場 (特に
三次元問題)における提案手法の実装を行い、数値計算例を
蓄積すること、加工性 ·成形可能性を考慮した設計法 (16) へ
と本手法を拡張すること等が挙げられる。
最後に、トポロジー導関数とレベルセット関数の球面線形

補間によるトポロジー最適化法 (12)において、感度解析に境
界要素法を用いて、無限遠を含む領域におけるトポロジー最
適化を実装したこと自体も本論文の重要な成果の一つである
ことを付記する。
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Fig. 3 Optimal configurations of minimisation

problem for the case of Nc =12 (top), 16

(centre) and 26 (bottom). The configu-

ration is simplified when the number of

control points decreases.

0.1

1

10

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Fig. 4 History of the objective function of min-
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Fig. 5 Optimal configurations of maximisation

problem for the case of Nc =12 (top), 16

(centre) and 26 (bottom). The configu-

ration is simplified when the number of

control points decreases.
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