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2次元Helmholtz方程式の一周期 transmission問題における

interpolative decompositionに基づいた高速直接解法の性能比較
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This paper presents comparison of the fast direct solvers for one-periodic transmission

problems for Helmholtz’ equation in 2D. The fast direct solvers for the boundary ele-

ment method based on interpolative decomposition consist of two major types, i.e., the

Martinsson-Rokhlin type compressing the resulting linear equations into multi-levels and

the Ho-Greengard type which constructs a sparse matrix. There is not much study on the

comparison of these methods. In this paper, these methods are applied into one-periodic

transmission problems with the help of multi-trace boundary integral equation. Some

numerical examples are presented to compare the computational times of these methods.

Key Words : Fast direct solvers, Transmission problems, Helmholtz’ equation in 2D,

Boundary element methods, Interpolative decomposition

1. はじめに

負の屈折率などの自然界には存在しない特異な物性を発

揮するメタマテリアルが注目されている (1)．メタマテリア

ルの特異な物性は，波長より微細な周期構造によって実現さ

れることが多く，無限の解析領域中に周期的に配置された有

限の大きさの透過性散乱体に対する transmission問題の効率

的な数値解法の需要が高まっている．有望な数値解法の一つ

として，周期多重極境界要素法 (2) が知られている．この方

法では，線形方程式のソルバーとして GMRES などの反復

解法を用いることを前提としているが，その反復回数に比例

して計算時間が増加する．この問題を解決するため係数行列

に前処理を施すことで線形方程式の収束特性を改善して反

復回数を減じるための研究が行われ，特に Calderonの式を

考慮した手法により，GMRESの反復回数を著しく減少させ

ることができると報告されている (3, 4)．一方で，有効な前

処理法が確立されていない問題を反復解法で解く場合には，

反復回数が増加し，膨大な計算時間がかかることが予想され

る．また，同一の係数行列に対して多数の右辺が存在するよ

うな問題を解く場合には，それぞれの右辺に対して反復解法
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を繰り返すこととなり，単一の右辺に対して問題を解く場合

に比べ多くの計算時間がかかることが予想される．

近年，上述の反復解法の欠点の克服を目的として，計算の

大部分を右辺に依存することなく実行できる高速直接解法の

研究が活発化している．境界要素法の高速直接解法は，係数

行列の非対角部分の効率的な評価方法の違いによって，大き

く次の 3つに分類される．

1. interpolative decomposition(5) に基づく方法．線形方

程式を多階層に圧縮するMartinsson-Rokhlinの方法 (6)

や interpolative decomposition によって得られる圧縮

された行列表現を並べて巨大な疎行列を構成し，汎用

ソルバで解く Ho-Greengardの方法 (7) などがある．

2. 多重極展開に基づく方法．層ポテンシャルの多重極モー

メントや局所展開等を陽に書き下し，巨大な疎行列を構

成し汎用ソルバで解くPalsの方法 (8)や，同じ疎行列に

対して独自の直接解法を展開した Ambikasaran-Darve

の方法 (9) がある．

3. ACA(10) 等に基づく方法．H行列の LU分解 (10) を用

いた方法 (例えば松本・西村 (11))や，HODLR行列を

用いた方法 (12) などがある．



Fig. 1 Periodic domain

このように，いくつかの高速直接解法が提案されているが，

高速直接解法同士の性能を比較した研究は筆者の知る限りあ

まり多くなく，例えば松本らの研究 (13) が報告されている程

度である．

さらに周期領域における transmission 問題への適用に限

って考えると，計算コストの大きい周期 Green 関数の評価

回数を少なくできるかどうかが重要な指標となる．1. の

interpolative decomposition に基づく方法は，proxy と呼ば

れる仮想境界を用いた計算において通常の基本解が使えるた

め，周期構造を効率的に評価できると考えられ，2. の多重

極展開に基づく方法でも，周期多重極法 (2) と同様に周期単

位を多重極法における level 0セルと同一視することで，計

算を効率化できる．一方で，3. の ACA等に基づく方法は純

数値的な方法であり，多くの計算に周期Green関数を用いる

必要があり，他の方法に比較して多くの計算時間を必要とす

ると考えられる．また，2. の方法は多重極モーメント等の

計算のため，解く問題の支配方程式ごとに異なるプログラム

の実装が必要となることに対し，1. の方法は支配方程式が

異なってもその基本解を入れ替えるだけでよく，プログラム

の実装が簡単であるという利点がある．そこで本稿では，1.

の interpolative decompositionに基づく高速直接解法である

Martinsson-Rokhlinの方法と Ho-Greengardの方法とを 2次

元 Helmholtz方程式の 1周期 transmission問題に適用し，そ

の計算時間に関する性能比較を行う．筆者の知る限り，それ

ぞれの方法の 1 周期 transmission 問題への適用例としては

Ho-Greengard の方法は Greengard らの (14) の例があるが，

Martinsson-Rokhlinの方法に関してはGillmanらが論文 (15)

の中で若干触れている程度である．

本稿ではまず，非周期 transmission問題における松本らの

方法 (16) を拡張し，multi-trace 境界積分方程式 (17) を用い

て Martinsson-Rokhlin の方法を 1 周期 transmission 問題に

適用する．また Ho-Greengardの方法に関しても，前者との

比較のため，multi-trace 境界積分方程式を用いた定式化を

行う．さらに，いくつかの数値計算例によって両者の性能比

較を行う．

2. 定式化

2.1. 周期領域における transmission問題の定式化

2.1.1. 支配方程式

2次元 Helmholtz方程式の周期領域における transmission

問題の定式化を行う．Fig.1のように，x1方向に周期性を持つ

2 次元の無限領域 (x = (x1, x2),−L/2 < x1 < L/2, x2 ∈ R)

の中に，滑らかな境界 Γを持つ有界領域 Ω− を考え，その外

部を Ω+ とする．簡単のため，x1 方向に周期長さ L = 1 と

する．このとき，Ω+，Ω− において Helmholtz方程式

∆u(x) + (k+)2u(x) = 0, in Ω+ (1)

∆u(x) + (k−)2u(x) = 0, in Ω− (2)

を満たす解 u(x)を，Γ上での境界条件

u+(x) = u−(x), on Γ (3)

q+(x) = q−(x), on Γ (4)

と周期境界条件

u(L/2, x2) = eiβu(−L/2, x2) (5)

∂u

∂x1
(L/2, x2) = eiβ

∂u

∂x1
(−L/2, x2) (6)

および，Ω+ での散乱波 us = u− uI に対する放射条件のも

とで解く問題を考える．ここに，q± =
1

ε±
∂u±

∂n
，であり，Ω±

において k± = ω
√
ε±µ± は波数，ω は周波数，ε±，µ± は誘

電率，透磁率である．簡単のため，誘電率と透磁率はそれぞ

れの領域にわたって一様とする．u± は Ω± から Γへの uの

極限値であり，nは Γ から Ω+ に向いた外向きの単位法線ベ

クトルとする．また uI は入射波，β は位相差である．

2.1.2. 境界積分方程式

transmission問題を記述する境界積分方程式としては．PM-

CHWT定式化による積分方程式などが知られている．ただし

Martinsson-Rokhlinの方法 (6) を用いる際には，PMCHWT

定式化による積分方程式を用いると，内外の誘電率が等しい

ときに (ε+ = ε−)，高速直接解法のアルゴリズムが破綻する

ことが指摘されている (16)．そのため本研究でも，式 (1)～(6)

に対応する積分方程式として，次に示すような multi-trace

境界積分方程式 (17) を用いる．

D+u+ (x)− ε+S+q+ (x)−
u−

2
(x) = −uI (x) (7)

1

ε+
N+u+ (x)−D+∗

q+ (x)−
q−

2
(x) = −

1

ε+
∂uI

∂n
(x) (8)

u+

2
(x) +D−u− (x)− ε−S−q− (x) = 0 (9)

q+

2
(x) +

1

ε−
N−u− (x)−D−∗

q− (x) = 0 (10)

ここに S−, D−, D−∗
, N− は, それぞれ

S−v(x) =

∫
Γ

G−(x− y)v(y)dSy (11)

D−v(x) =

∫
Γ

∂G−(x− y)

∂ny
v(y)dSy (12)

D−∗
v(x) =

∫
Γ

∂G−(x− y)

∂nx
v(y)dSy (13)

N−v(x) = p.f.

∫
Γ

∂2G−(x− y)

∂nx∂ny
v(y)dSy (14)

で定義される層ポテンシャルであり， ∂
∂nx

, ∂
∂ny
はそれぞれ

境界 Γ上の層ポテンシャルの評価点 x，積分点 y における法

線微分を表し，G−(x − y) = − i

4
H

(2)
0 (k−|x − y|) は波数 k−

の 2次元 Helmholtz方程式の内向き基本解である．ここに，

H
(2)
0 は 0次の第 2種 Hankel関数である．また，式 (14)中の

p.f.は特異積分の有限部分を表す．また S+, D+, D+∗
, N+



はそれぞれ式 (11)～(14) の被積分核を波数 k+ の周期 Green

関数G+ =

∞∑
m=−∞

i

4
H

(1)
0 (k+|x− (y+me1)|)eimβ に置き換え

たものである．ここに e1 は x1 方向の単位ベクトルであり，

H
(1)
0 は 0次の第 1種 Hankel関数である．G+，G− に対して

外向き，内向きの基本解を使い分ける定式化は，複素固有振

動数 ω を求める際に有効である (18) が，全て外向きとする

解法と比較して反復法の反復回数が増えることがある．その

ため，この定式化において直接解法を用いることの利点は大

きいものと考えられる．

なお，本稿では実装の容易さから，得られた積分方程式

は区分一定基底を用いた選点法により離散化した．式 (7)～

(10)を離散化すると，次のように行列表示できる．
D+ −ε+S+ − I

2
1

ε+
N+ −D+∗ − I

2
I
2 D− −ε−S−

I
2

1

ε−
N− −D−∗




ui
+

q+i
u−
i

q−i

 =


−uI

− 1

ε+
( ∂uI

∂n )

0

0


(15)

ここに，S−等は S−等を離散化した行列であり，u等は u(x)

等を離散化したベクトルである．また，I は単位行列である．

2.1.3. 周期Green関数

周期Green関数G+は定義通りに数値計算すると，その級

数の収束が非常に遅い. そのため種々の算法が提案されてお

り，Kummer変換はその一つである (19)．本論文では超特異

核 N への適用が可能な修正された Kummer 変換を用いる．

詳細は，文献 (11) を見られたい．

2.2. 高速直接解法

ここでは，高速直接解法の原理である interpolative decom-

position (ID)(5) を用いた線形方程式の非対角ブロック行列

の低ランク近似と，その応用である Martinsson-Rokhlin の

方法 (6) および Ho-Greengardの方法 (7) への multi-trace境

界積分方程式の適用について簡単に述べる．

2.2.1. IDによる非対角部分行列の低ランク近似

式 (15) を Ax = f とおく．境界 Γ をいくつかのセグメン

トに区分することで線形方程式を区分けして，その i番目の

行ブロックに関する式を

Aixi +
∑
j ̸=i

Aijxj = fi (16)

と書く．ここに i，j は整数であり，セグメント番号をあらわ

す．このとき，線形方程式の非対角ブロック行列 Aij は，基

本解の性質より低周波では低ランク近似可能であるため，ID

を用いて，

Aixi +
∑
j ̸=i

UiRijVjxj = fi (17)

と低ランク近似する．ここに，式 (15)より，Ai, Rij , Ui, Vj ,

xi, fi はそれぞれ次式で表される．

Ai =


D+

i −ε+S+
i − I

2
1
ε+

N+
i −D+

i

∗ − I
2

I
2

D−
i −ε−S−

i
I
2

1
ε−

N−
i −D−

i

∗



Rij =


D+

p1
i
p5
j

−ε+S+

p1
i
p6
j

1
ε+

N+

p2
i
p5
j

−D+∗
p2
i
p6
j

D−
p3
i
p7
j

−ε−S−
p3
i
p8
j

1
ε−

N−
p4
i
p7
j

−D−∗
p4
i
p8
j



Ui =


Up1

i

Up2
i

Up3
i

Up4
i

 , xi =


u+
i

q+i

u−
i

q−i



Vj =


Vp5

j

Vp6
j

Vp7
j

Vp8
j

 , fi =


−uI

i

− 1
ε+

( ∂u
I

∂n
)i

0

0


ここに Rij は Aij から選ばれたいくつかの行 p1i～p4i および

列 p5j～p8j に対応する Aij の成分から構成された行列であり，

選ばれた行，列はそれぞれ行スケルトン，列スケルトンと呼

ばれる．Ui および Vj は，注目しているセグメント Γ1 と残

りすべてのセグメント Γ2 (Fig.2) との間の影響係数を rank-

revealing QR分解 (20) 等で圧縮して作成された行列である．

Rij が元の線形方程式の非対角部分行列のスケルトンとなっ

ていることが IDの特徴である．なお Γ2のサイズは大きいの

で，Ui および Vj の計算には非常に時間がかかる．そのため

Γ1 と Γ2 との間の影響の評価を，Γ1 と，Γ1を囲む proxy(仮

想境界)Γp(Fig.2) および Γpの内部に含まれる Γ2部分 (以下，

Γ′
p と呼ぶ) との間の影響の評価に置き換えることで Ui およ

び Vi の計算を加速する (6)．その際，単に Gillman et al.の

方法 (21) を拡張するのではなく，非周期問題における松本，

西村の方法 (16) と同様に Table 1のように取って，Γ′
p部分の

影響が大きく現れるようにした．この結果，Γ1 の端部の要

素がスケルトンとして選ばれるようになる．なお，proxyを

用いた Ui，Vj の計算では，ポテンシャル論に基づいた考察

により，周期単位長 Lに比較して散乱体が小さい場合には，

周期問題においても周期Green関数ではなく，非周期問題の

場合と同様に基本解を用いることができると考えられる．た

だし，散乱体が周期単位長と同程度に大きな場合には，Γp

の内部に隣の周期単位の境界が含まれうることによる影響を

考慮して，Ui，Vj の評価法を改良することが必要と考えら

れる．

2.2.2. Martinsson-Rokhlinの方法

IDによる線形方程式の非対角部分の低ランク近似を利用し

て，線形方程式を多階層に圧縮して解くMartinsson-Rokhlin

Fig. 2 Γ1(solid arc), Γ2(dashed line) and

Γp(circle in solid curve)



Table 1 Evaluation pattern of proxy

proposal (extension of Gillman et al.(21))

Up1 G+(x − y) G+(x − y)

Up2

∫
Γy

∂2G+(x − y)

∂nx∂ny

dSy
∂G+(x − y)

∂nx

Up3 G−(x − y) G−(x − y)

Up4

∫
Γy

∂2G−(x − y)

∂nx∂ny

dSy
∂G−(x − y)

∂nx

Vp5

∫
Γy

∂2G+(x − y)

∂nx∂ny

dSy

∫
Γy

∂G+(x − y)

∂ny

dSy

Vp6

∫
Γy

G
+
(x − y)dSy

∫
Γy

G
+
(x − y)dSy

Vp7

∫
Γy

∂2G−(x − y)

∂nx∂ny

dSy

∫
Γy

∂G−(x − y)

∂ny

dSy

Vp8

∫
Γy

G
−
(x − y)dSy

∫
Γy

G
−
(x − y)dSy

の方法について，簡単に述べる．境界のセグメントへの分割

に関して二分木構造を導入し，式 (17) を変形して次式のよ

うに圧縮する．

Ãiyi +
∑
j ̸=i

Rijyj = ÃiViA
−1
i fi (18)

ここに，Ãi ≡ (ViA
−1
i Ui)

−1，yi ≡ Vixi である．ここで，Rij

が元の線形方程式のスケルトンそのものであることから，式

(18)は隣合うセグメントを結合して番号を振り直し，proxy

を用いた Ui，Vi の高速評価を再度実行できるように線形方

程式の行，列ブロックを並べ替えることで，式 (16) と同様

に再度圧縮可能となる．これを Fig.3のように繰り返すこと

により，式 (18)は Lapackルーチン等により，わずかな計算

コストで解くことができる．また式 (18)で得られた yi から

次式

xi = (A−1
i −A−1

i UiÃ
−1
i ViA

−1
i )fi +A−1

i UiÃiyi (19)

を再帰的に用いて元の式 (16)の解 xiを求めることができる．

2.2.3. Ho-Greengardの方法

Ho-Greengardの方法 (7) では，IDで計算される Ui，Vi を

陽に並べ，巨大な疎行列を構成する．このとき，線形方程式

の非対角部分のみを再帰的に圧縮し，Ãの計算を行わない点

がMartinsson-Rokhlinの方法と異なる．詳細は文献 (7) を参

照されたいが，注意として，Martinsson-Rokhlinの方法での

多階層圧縮時の線形方程式の並び替えと同等の操作のため，

参考文献の式 (3.2)(7) において，単位行列を適切な置換行列

Fig. 3 Martinsson-Rokhlin type fast direct solver
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で置き換える必要がある．なお圧縮を止める階層では，単位

行列のままでよく，置き換えは必要はない．本稿では構成し

た疎行列の分解および前進，後退代入による求解には Intel

MKLの Direct Sparse Solver Interfaceルーチンを用いた．

3. 数値計算例

2 つの高速直接解法の性能比較のため数値計算を行った．

数値計算には京都大学のスーパーコンピュータシステム Bを

使用し，並列計算は行わず，すべて逐次計算とした．散乱体

は半径 0.3の円形散乱体を用い，また入射波 uI は平面波，周

波数は ω = 2π で，外部の誘電率は ε+ = 1 で固定とし，透

磁率は µ± = 1とする．

高速直接解法に対する従来法として，反復解法である周期

多重極境界要素法 (以下，pFMMと呼ぶ)を比較に用いた．反

復解法の反復回数の低減のため，pFMMにおいてはCalderon

の式を考慮した PMCHWT定式化 (3)を行った．なお pFMM

における積分方程式中の層ポテンシャルの積分核にはすべて

外向き基本解を用い，また反復解法には GMRESを用いた．

境界 Γの分割数を N とすると，離散化後の線形方程式の未

知数の数はそれぞれ，高速直接解法での multi-trace境界積

分方程式では 4N，pFMM での PMCHWT 定式化による積

分方程式では 2N となる．そのため問題の大きさについて

は未知数の数ではなく，境界の分割数 N を用いて議論を行

う．また Fig.2における仮想境界 Γpの半径は，非周期問題の

時 (16) と同様に，文献 (21) にならい Γ1 を囲む最小の円の半

径の 1.5倍とした．

3.1. 実装の妥当性の確認

まず実装の妥当性を確認する．N = 100×2i(i = 2, 3, · · · , 10)
とし，ε− = 1 とした．このとき解析解は入射波そのものと
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なる．数値計算結果と解析解との相対誤差を Fig.4 に示す．

Fig.4から，Martionsson-Rokhlinの方法と Ho-Greengardの

方法と両者が，境界の分割数が倍になるごとに，相対誤差が

1/2になっていることがわかる．また数値解の精度について

は，両者ともほぼ同一であった．

またN = 12800，ε− = 2としたとき，それぞれの数値解法

により計算された境界 Γ上の uの実部を Fig.5に示す．Fig.5

から，高速直接解法と pFMMとでほぼ同じ解が得られてい

ることがわかる，以上により，高速直接解法の実装の妥当性

が確認できた．

3.2. 計算時間およびメモリ使用量に関する比較

次にN = 100×2i(i = 4, 5, · · · , 10)とし，ε− = 2としたと

きの，2つの高速直接解法および pFMMの計算時間の比較

を Fig.6に示す．Fig.6からは，2つの高速直接解法は，概ね

O(N logN)かO(N(logN)2)程度の計算量であるとわかる．ま

たMartinsson-Rokhlinの方法は pFMMと比較すると，例え

ばN = 102400のときは約 2.3倍の計算時間となったが，直接

解法であることを考慮すれば十分に実用と考えられる．なお

Fig.6 において Martinsson-Rokhlin の方法は Ho-Greengard

の方法と比較して計算時間が 5%程度短かった．

また，メモリ使用量の比較をFig.7に示す．Fig.7から，分割

数が大きいときのメモリの使用量は多い方からHo-Greengard

の方法，Martinsson-Rokhlin，pFMMの順となっている．特

に Ho-Greengardの方法は N = 4000付近で急に使用量が増

大している．Ho-Greengardの方法の使用メモリ量が多い理

由として，汎用ソルバ中で疎行列を扱うために，多くの作業

用メモリが必要となるためと考えられる．また，一方 pFMM

では 20回程度の少ない反復回数であったため，高速直接解
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法に比較して少ないメモリ使用量となったと考えられる．

3.3. 多数右辺に対する計算時間の比較

2つの高速直接解法について，Fig.8に，N = 102400，ε−

とし，右辺ベクトルを単純にコピーして本数を増加させた場

合の，同一の係数行列に対して多数の右辺が存在する場合の

計算時間の比較を示す．Fig.8 より，Martinsson-Rokhlin の

方法の方が，Ho-Greengardの方法に比較して，右辺ベクト

ルの本数の増加に伴う計算時間の増加が緩やかであることが

わかる．従って，同一の係数行列に対して多数の右辺が存在

する場合には，Martinsson-Rokhlinの方法の方が有効である

と考えられる．なお今回の条件下では，3本以上の右辺ベク

トルが存在する場合，pFMMよりも高速直接解法の方が早

く問題を解くことができる．

3.4. 誘電率比に対する計算時間の比較

Fig.9に，N = 12800，ε− を 0.5から 30まで，0.5刻みで

変化させたときの計算時間を示す．Fig.9から，pFMMでは，

Calderon の式を考慮しているため離散化誤差を除いて線形

方程式の係数行列自身の 2乗が逆行列となる ε− = 1(= ε+)

のときに，計算時間が最小となり，内外の誘電率比が大きく

なるに従って計算時間が増加する傾向があることに対して，

2 つの高速直接解法は，ε− の変化による線形方程式の性質

の変化に対して計算時間がほとんど変化しない．従って，有

効な前処理による反復解法の反復回数の低減が困難な場合に

は，高速直接解法を用いることで，より少ない計算時間で問

題を解くことができると考えられる．なお pFMMの計算時

間と Martinsson-Rokhlin の方法と計算時間がほぼ同じとな

る ε− = 14.5のときに，pFMMにおける GMRESの反復回

数は 48回であった．



4. おわりに

interpolative decomposition(5) に基づく境界要素法の高

速直接解法である，Martinsson-Rokhlin の方法 (6) と，Ho-

Greengardの方法 (7)とを，multi-trace境界積分方程式 (17)に

よる定式化を用いて 2次元 Helmholtz方程式の一周期 trans-

mission問題に適用し，両者の数値計算性能を比較した．

数値計算により得られた結果および知見は次の通りである．

• 解析解と数値解との比較および周期多重極法 (3) によ

る数値解との比較により，高速直接解法の実装の妥当

性を確認した．

• 計算時間に関しては，Martinsson-Rokhlinの方法がHo-

Greengardの方法に比較してわずかに速い．

• 境界の分割数が多い問題では Ho-Greengardの方法は

必要とするメモリ使用量がMartinsson-Rokhlinの方法

と比較して多くなるため，大規模問題にはより少ない

メモリで問題を解くことができる後者が有効である．

• 同一係数行列に対して多数の右辺が存在する場合は，
右辺ベクトル本数の増加に伴う計算時間の増加が緩や

かなMartinsson-Rokhlin の方法が有効と考えられる．

• 高速直接解法の計算時間は，境界の内外の誘電率比に
影響を受けにくいため，有効な前処理による反復解法

の反復回数の低減が困難な場合には，高速直接解法を

用いることで，より少ない計算時間で問題を解くこと

ができると考えられる．

今後の課題としては，高速直接解法の 3 次元問題への適

用や，円形散乱体以外の散乱体形状への適用などが挙げら

れる．また，周期 Green 関数の評価法についても改善の余

地がある．例えば周期 Green 関数の算法として用いている

Kummer変換は，非周期方向の評価点と積分点との距離が 0

のときに級数の収束が遅くなるため，Ewaldの方法 (19)を用

いることで級数の収束の速さを改善することが考えられる．
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