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周波数領域境界要素法とACAによる
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This paper presents a boundary element method for wave scattering by an inclusion in

frozen porous media. Frozen porous media consists of solid skeleton, pore fluid, and

ice matrix, and is adequate to describe wave propagation in seabed layer which involves

methane hydrate. The proposed method is a frequency-domain BEM accelerated by using

H-matrix and ACA (adaptive cross approximation). The validity of the proposed method

has been confirmed, and several numerical examples show that S2-wave is useful in the

search for an inclusion which includes highly concentrated methane hydrate.
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1. はじめに

近年，新たなエネルギー資源として，ガスハイドレートの

一種であるメタンハイドレートが注目を集めている．メタン

ハイドレートは，固体として海底地層に存在し，特にその濃

度の高い領域であるハイドレート濃縮帯の探査には，弾性波

動が有効であることが知られている．

メタンハイドレートを有する海底地層を対象とする弾性

波動解析においては，海底地層を構成する岩盤，間隙水お

よびハイドレートの三相体を取り扱うことが望ましい．こ

の様な三相体モデルのひとつに，凍結した多孔質体（frozen

porous media(1)）がある．このモデルは，Biotによる飽和多

孔質弾性体の力学モデル (2) の拡張として知られており，ハ

イドレートの探査に関連する研究分野において，積極的に取

り上げられている．しかしながら，それらの多くは，単純な

波動伝播現象を取り扱うものであり (3)，数値解析手法によ

り波動場の計算を行っている研究の報告例はわずかである．

以上を踏まえ，本論文では，凍結した多孔質体内部の介

在物による波動散乱解析のための境界要素法の開発を行う．

なお，本論文では，比較的取扱いが容易な面外波動問題を

対象とし，周波数領域の境界要素法を採用する．また，計算
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時間の短縮および使用メモリの削減のため，H行列と ACA

（adaptive cross approximation）を適用する．開発した境界

要素法を用いて，入射波の散乱解析を行い，介在物としてハ

イドレート濃度の高いハイドレート濃縮帯を想定し，濃度の

違いによる散乱特性の変化について考察する．

次節以降では，はじめに，凍結した多孔質体の力学モデル

と面外波動の伝播特性について簡潔にまとめる．次に，境界

要素法の定式化と離散化，H行列と ACAの適用について説

明する．その後，数値解析例として，提案手法の検証，H行
列と ACAによる行列圧縮効果を示し，最後に，散乱解析の

結果を示す．以下では，特に断りのない限り，1つの項の中

に繰り返し現れる下付き添え字に対して総和規約を適用す

る．また，ギリシャ文字による下付き添え字は 1, 2をとるも

のとする．

2. 凍結した多孔質体と面外波動の伝播特性

2.1. 力学モデルの概要

凍結した多孔質体（frozen porous media(1)）は，Biotによ

る二相体モデルの拡張として知られている．このモデルは，

Fig.1に示す様に，多孔質構造を有する固体骨格部と氷骨格

部，それ以外の部分を満たす間隙流体によって構成される．

本論文で対象とするメタンハイドレートを含む海底地層の場



Fig. 1 Frozen porous media.

合，氷骨格部がメタンハイドレートに対応する．このモデル

では，Biotによる飽和多孔質弾性体と同様に，各相に生じる

変位とそれらの相互作用を考慮することができる．なお，本

論文では，固体骨格部および氷骨格部の力学的性質と間隙流

体の浸透性に関して，等方性を仮定する．

本論文に示す定式化では，固体骨格部，間隙流体，氷骨格

部の体積比をそれぞれ ϕs, ϕw, ϕi で表現する．このとき，こ

れらの体積比に関して，以下の関係式が成り立つ．

ϕs + ϕw + ϕi = 1 (1)

本論文では，固体骨格部の体積比を ϕs = 0.8 に固定し，そ

れ以外の部分に含まれるメタンハイドレートの体積割合と波

動の伝播・散乱特性の関係について考察する．そのため，固

体骨格部以外の部分における氷骨格部の体積割合を氷飽和度

I ′ と呼び，次式で定義する．

I ′ =
ϕi

1− ϕs
=

ϕi

ϕw + ϕi
(2)

ただし，0 < I ′ < 1とし，氷飽和度 I ′ の値が大きい程，対象

とする海底地層にメタンハイドレートが多く存在することを

意味する．
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Fig. 2 The relationship between ice saturation parameter

and phase velocity (f = 100 [Hz]).

2.2. 運動方程式

凍結した多孔質体の面外波動問題では，固体骨格部と氷骨

格部の面外方向変位のみが連成し，間隙流体の圧力変動は生

じない．このとき，周波数領域における運動方程式は，次式

で与えられる．[
H̃(1,1) H̃(1,3)

H̃(3,1) H̃(3,3)

]{
ũ(1)

ũ(3)

}
= −

{
b̃(1)

b̃(3)

}
(3)

ここに，(̃ ) は周波数領域における物理量を表し，ũ(1) およ

び ũ(3) は固体骨格部および氷骨格部に生じる面外方向変位，

b̃(1) および b̃(3) は固体骨格部および氷骨格部に作用する物体

力の面外方向成分を表す．また，

H̃(p,q) = M̃ (p,q)∂α∂α − Φ̃(p,q), p, q = 1, 3 (4)

であり，∂α は xα に関する偏微分を表す．なお，間隙流体の

影響は，式 (4)に示す係数 M̃ (p,q) および Φ̃(p,q) に含まれる．

ただし，係数 M̃ (p,q)は，間隙流体の粘性に加えて，固体骨格

部および氷骨格部のせん断弾性係数と氷飽和度によって決定

される．一方で，係数 Φ̃(p,q) は，三相体の構成要素の密度，

対象とする周波数，氷飽和度によって決定される．

2.3. 面外波動の伝播特性

凍結した多孔質体内部を伝播する面外波動は，S1波と S2

波の 2つの伝播モードが存在する．これらの波動の伝播特性

は，以下の手順によって求めることができる．まず，式 (3)

の運動方程式に平面波の表示式を代入し，物体力成分をゼロ

と仮定する．次に，得られた方程式の非自明解を考えること

で，面外波動の伝播特性が得られる．ここでは，文献 (3) に

示す砂岩を対象に，氷飽和度 I ′ の変化に伴う位相速度およ

び Q 値の変化を調べる．ただし，Q 値は波動伝播に伴うエ

ネルギーの散逸効果を表し，その値が小さい程，散逸の影響

が大きいことを意味する．以下に，周波数を f = 100 [Hz]と

した場合の結果を示す．

Fig.2に，氷飽和度 I ′ を変化させた場合の位相速度の変化

を示す．この結果から，氷飽和度 I ′の値が大きくなる程，S1

波および S2波の位相速度が増大することが確認できる．ま
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Fig. 3 The relationship between ice saturation parameter

and quality factor (f = 100 [Hz]).

Fig.4 Wave scattering by an inclusion in frozen porous me-

dia.

た，氷飽和度 I ′の変化に対して，S1波の位相速度の変化は小

さいが，S2波の位相速度の変化は大きいことが確認できる．

Fig.3には，氷飽和度 I ′ の変化に伴う S1波および S2波の

Q値の変化を示す．同図に示す結果から，S1波のQ値は，氷

飽和度 I ′ の増加に伴い一旦増加し，その後，減少すること

がわかる．一方，S2波の Q値は，氷飽和度 I ′ の増大に伴い

減少することが確認できる．また，いずれのQ値も，値その

ものは大きいため，波動伝播に大きな影響は及ぼさないこと

が予想される．

3. 周波数領域境界要素法

3.1. 対象とする問題

Fig.4に示す様な，凍結した多孔質体内部の介在物による

入射波の散乱問題を考える．同図において，有限領域 V1 お

よび無限領域 V2 は，材料物性値の異なる凍結した多孔質体

で構成され，その境界 S は十分に滑らかなものとする．ま

た，入射波は平面波とする．本論文では，角周波数 ω(= 2πf)

に対して，以下に示す一般化変位 q̃d;α および一般化表面力

s̃d;α を定義する．

{q̃d;α(x)} =

{
ũ
(1)
d (x)

ũ
(3)
d (x)

}
(5)

{s̃d;α(x)} =

{
t̃
(1)
d (x)

t̃
(3)
d (x)

}
(6)

これらは位置 xにおける値であり，下付き添え字 d (= 1, 2)

は領域 Vdに関する物理量であることを意味する．また，ũ
(1)
d

および ũ
(3)
d は，領域 Vd における固体骨格部および氷骨格部

の面外方向変位を表し，t̃
(1)
d および t̃

(3)
d は，領域 Vd における

固体骨格部と氷骨格部の表面力の面外方向成分を表す．さら

に，境界 S 上の点 yにおいて，外向き単位法線ベクトルは，

次式を満足する．

n1;α(y) = −n2;α(y) (7)

また，対象とする問題の境界条件は，次式で与えられるもの

とする．

q̃1;β(y) = q̃2;β(y) (8)

s̃1;β(y) = −s̃2;β(y) (9)

3.2. 周波数領域境界積分方程式とその離散化

Fig.4に示す領域 V1に対して，周波数領域境界積分方程式

は，次式で与えられる．

C1(x)q̃1;α(x) =

∫
S

Ũ1;αβ(x,y)s̃1;β(y)dS(y)

−
∫
S

W̃1;αβ(x,y)q̃1;β(y)dS(y) (10)

同様に，領域 V2 に対しては，以下に示す境界積分方程式が

与えられる．

C2(x)q̃2;α(x) = q̃in2;α(x)+

∫
S

Ũ2;αβ(x,y)s̃2;β(y)dS(y)

−
∫
S

W̃2;αβ(x,y)q̃2;β(y)dS(y) (11)

上述の境界積分方程式において，Cd(x)は自由項
(4) を表し，

次式で与えられる．

Cd(x) =


1 : x ∈ Vd

1/2 : x ∈ S

0 : x /∈ Vd, x /∈ S

(12)

また，Ũd;αβ および W̃d;αβ は，凍結した多孔質体の面外波動

問題に対する周波数領域基本解および二重層核を表す．

式 (10), (11)に示す境界積分方程式に対して，x ∈ S とし，

Ne 個の一定要素 SN を用いた選点法によって離散化し，式

(8), (9)に示す境界条件を用いて整理すると，最終的に以下

に示す代数方程式を得る．[ ¯̃B1 −Ã1

¯̃B2 Ã2

]{
q̃1

s̃1

}
=

{
0

q̃in
2

}
(13)



ここに，0は零ベクトルを表し，q̃1 および s̃1 は領域 V1 の境

界 S 上の一般化変位および一般化表面力を格納したベクト

ルである．また，q̃in
2 は，領域 V2 の境界 S 上の入射波による

一般化変位を表すベクトルである．さらに，係数行列の成分

は，以下の様に与えられる．

(Ãd)MN ;αβ =ÃN
d;αβ(x

M ) =

∫
SN

Ũd;αβ(x
M ,y)dS(y) (14)

( ¯̃Bd)MN ;αβ =
1

2
δMNδαβ + B̃N

d;αβ(x
M )

=
1

2
δMNδαβ +

∫
SN

W̃d;αβ(x
M ,y)dS(y) (15)

ただし，M,N = 1, 2, · · · , Ne である．上述の代数方程式を

解くことで，境界上の一般化変位と一般化表面力を求めるこ

とができる．

3.3. 基本解と二重層核

凍結した多孔質体の面外波動問題に対する周波数領域基

本解は，角周波数 ω に対して，以下の式で与えられる．

Ũαβ(x,y) =
1

2πP
{ααβK0(S1r)− βαβK0(S2r)} (16)

ここに，r = |x−y|であり，Kn(·)は n次の第 2種変形Bessel

関数を表す．また，S1 および S2 は，S1波と S2波の複素波

数 kS1, kS2 を用いて，次式で与えられる．

S1 = −ikS1, S2 = −ikS2 (17)

ただし，iは虚数単位を表す．さらに，P は，

P = M̃ (1,1)M̃ (3,3) − M̃ (1,3)M̃ (3,1) (18)

であり，ααβ および βαβ は以下の式で与えられる．[
α11 α12

α21 α22

]

=
1

S2
2 − S2

1

[
−M̃ (3,3)S2

1 + Φ̃(3,3) M̃ (1,3)S2
1 − Φ̃(1,3)

M̃ (3,1)S2
1 − Φ̃(3,1) −M̃ (1,1)S2

1 + Φ̃(1,1)

]
(19)[

β11 β12

β21 β22

]

=
1

S2
2 − S2

1

[
−M̃ (3,3)S2

2 + Φ̃(3,3) M̃ (1,3)S2
2 − Φ̃(1,3)

M̃ (3,1)S2
2 − Φ̃(3,1) −M̃ (1,1)S2

2 + Φ̃(1,1)

]
(20)

なお，上述の基本解に対応する二重層核は，次式で与えら

れる．

W̃αβ(x,y) = B̃y
βγŨαγ(x,y) (21)

ここに，B̃y
βγ は表面力作用素であり，以下の式で与えられる．[

B̃y
11 B̃y

12

B̃y
21 B̃y

22

]
=

[
−M̃ (1,1)nγ∂γ −M̃ (1,3)nγ∂γ

−M̃ (3,1)nγ∂γ −M̃ (3,3)nγ∂γ

]
(22)

である．

Fig. 5 Analytical model.

3.4. H行列および ACAの適用

本論文では，式 (13)に示す代数方程式に含まれる係数行

列を，H行列と ACAを用いて近似的に表現 (5) し，解析に

用いる．これにより，計算時間の短縮と使用メモリの削減が

期待できる．

ある行列Mに対して，H行列および ACAを適用した近

似行列をMH と表現する．このとき，式 (13)に示す代数方

程式の係数行列は，以下の様に近似することができる．[ ¯̃B1 −Ã1

¯̃B2 Ã2

]
≈

[ ¯̃BH
1 −ÃH

1

¯̃BH
2 ÃH

2

]
(23)

上式に示す様に，本論文では，4つのH行列によって係数行
列を表現する．このとき，4つのH行列のクラスターツリー
およびブロックツリーの構造は等しいが，低ランク近似され

る小行列のランクはそれぞれ異なる．なお，本論文では境界

値計算に，適用が容易な GMRES法を用いることとする．

4. 数値解析例

4.1. 境界要素法の検証

提案手法の検証として，仮想境界による入射波の散乱解析

を行う．Fig.5に示す様な，無限領域V2内部に半径 a(= 12[m])

の円状の散乱体 V1 が存在するモデルを考える．このとき，

入射波は，x1 軸の正方向に進行する最大振幅 u0 の平面波と

する．仮想境界の問題では，領域 V1 および V2 の材料定数

を等しく設定する．これにより，散乱波は発生せず，領域内

部の変位および表面力は入射波による変位および表面力に

等しくなるため，これらの値の比較に基づく検証が可能と

なる．本論文では，入射波を S2 波とし，周波数を f = 100

[Hz]とした場合について考える．なお，領域 V1 および V2 は

砂岩 (3) によって構成され，氷飽和度は I ′ = 0.2とした，ま

た，GMRES 法の収束条件は ϵGMRES = 10−8 とし，境界要

素数を Ne = 250, 500, 1000と変化させた．なお，本節では，

境界要素法の検証を行うため，H行列と ACAの適用は行わ

ない．

Fig.6に，提案する境界要素法によって得られた変位およ

び表面力と，入射波による変位および表面力の比較結果を示

す．ただし，これらは境界 S 上における値である．同図 (a)

は固体骨格部の変位の絶対値，(b)は氷骨格部の変位の絶対
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値に対応し，入射波の最大振幅 u0 によって正規化されてい

る．また，原点からの距離は変位の値に，角度はその値を有

する要素の図心位置の方向に対応している．なお，これらの

図では，問題の対称性を考慮し，x2 ≥ 0 の変位のみを示し

ている．これらの結果から，いずれの要素数においても，全

変位と入射波の変位は概ね一致していることが確認できる．

Fig.7には，Fig.6と同様の方法で，境界 S上の全表面力の

絶対値と，入射波による表面力の絶対値を示している．ただ

し，これらの値は，固体骨格部を構成する砂岩のせん断弾性

係数 µs によって正規化を行っている．同図において，要素

数 Ne = 250, 500の結果では比較的大きな誤差の発生が確認

できるが，要素数 Ne = 1000 の結果では入射波の表面力と

概ね一致していることが確認できる．

4.2. H行列とACAによる係数行列の圧縮効果

次に，H行列と ACAによる係数行列の圧縮効果について

検証を行う．前節に示した仮想境界による入射波の散乱解析

Table 1 The effects of the implementation of H-matirx and

ACA.

η ϵACA E RN RT NGMRES rGMRES

- - 7.52× 10−3 1.000 1.000 394 8.29× 10−9

1 10−8 7.95× 10−3 0.251 0.457 468 8.90× 10−9

1 10−9 6.62× 10−3 0.270 0.615 417 7.84× 10−9

1 10−10 6.23× 10−3 0.287 0.617 459 4.71× 10−9

2 10−8 3.42× 10−2 0.238 0.464 514 8.70× 10−9

2 10−9 6.51× 10−3 0.256 0.544 417 8.11× 10−9

2 10−10 6.48× 10−3 0.271 0.557 417 5.54× 10−9

において，要素数をNe = 1000とし，H行列のブロック分割
における許容パラメータ η および ACAの精度を決めるパラ

メータ ϵACA を変化させ，その結果を考察する．本論文では，

クラスタに含まれる境界要素の最小数を nmin = 32とした．

なお，これらのパラメータの詳細に関しては，文献 (6) にま

とめられている．

本論文では結果の比較のため，以下に示す評価指標を導入

する．はじめに，解析によって生じる誤差 E は，提案手法に

よって得られる境界値と解析解である入射波の値を用いて，

次式で評価する．

E = Eq
1 + Eq

2 + Es
1 + Es

2 (24)

ここに，

Eq
α =

√√√√ Ne∑
M=1

∣∣∣q̃α(xM )− q̃inα (xM )
∣∣∣2/

√√√√ Ne∑
M=1

∣∣∣q̃inα (xM )
∣∣∣2
(25)

である．なお，Es
αは，上式の q̃αおよび q̃inα を，s̃αおよび s̃inα

に置き換えることで得られる．次に，係数行列の成分の保存

に関して，以下に示す保存率 RN を定義する．

RN =
NH

N0
(26)

ここに，NH および N0 は，H行列と ACAを用いた場合と

用いなかった場合に保存される係数行列の成分数を表す．最

後に，計算における時間増加率 RT を次式で定義する．

RT =
TH

T0
(27)

ここに，TH および T0 は，それぞれ H 行列と ACA を用い

た場合と用いなかった場合の計算時間を表す．

Table 1に，パラメータ ηおよび ϵACA を変化させた場合の

誤差 E，保存率 RN，時間増加率 RT，GMRES 法における

反復回数 NGMRES，その反復回数に対応する残差 rGMRES を

示す．ただし，最上段の値は，H行列と ACAを用いない場

合の結果を示している．この結果から，H行列および ACA

を用いることで，保存率 RN，時間増加率 RT が減少し，効

率的に計算が行われることが確認できる．一方で，H行列お
よび ACAを用いた一部の結果において，これらを用いない

場合よりも誤差が小さくなっていることが確認できる．これ

は，GMRES法における収束条件を満たした際に，H行列お
よびACAを用いた場合の残差の値 rGMRES が，用いなかった

場合の値よりも小さかったことが原因であると考えられる．
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Fig. 8 The amplitude of the scattered wave (Incident wave:

S1-wave).

また，η = 2, ϵACA = 10−8 の結果において，誤差 E が他の結

果よりも大きな値となっていることが確認できる．この誤差

は，GMRES法の収束条件 ϵGMRES をさらに小さくした場合

でもほとんど変化がみられなかったため，近似のパラメータ

設定に起因する誤差であると考えられる．

4.3. 入射波の散乱解析

最後に，領域 V1と V2で氷飽和度 I ′の値が異なる場合を考

え，入射波の散乱解析を行う．解析モデルは，Fig.5に示すモ

デルと同様のものとし，2つの領域を構成する材料は，前節

までの解析と同様に砂岩とした．また，氷飽和度は，領域 V1

では I ′1 = 0.90, 0.75, 0.50と変化させ，領域 V2 では I ′2 = 0.2

に固定した．周波数は f = 100 [Hz]とし，入射波はこれまで

の解析と同様に，x1軸の正方向に進行する平面波とした．た

だし，本節では，入射波として S1波および S2波の両方の場

合について解析を行った．なお，要素数は Ne = 1000とし，

η = 1および ϵACA = 10−8 とした．

Fig.8に，S1波を入射させた場合の散乱波の変位の絶対値

を示す．結果の表示方法は，Fig.6 と同様である．これらの

値は，境界 S から 0.1aだけ離れた領域 V2 内部の点，すなわ

ち原点からの距離が 1.1aの点における値を示している．同

図に示す結果から，氷飽和度の増加に伴い，散乱波の振幅が

大きくなることが確認できる．また，固体骨格部の変位とし

て生じる散乱波の振幅は非常に小さく，その一方で，氷骨格

部の変位として生じる散乱波は，比較的大きな値を示すこと

が確認できる．

Fig.9に，S2波を入射させた場合における散乱波の変位の

絶対値を示す．この結果においても，固体骨格部の変位と比

較して氷骨格部の変位の値が大きく，散乱による影響が顕著

に現れる結果となった．また，氷骨格部の変位の値そのもの

に関しては，氷飽和度の変化にあまり影響を受けないことが

確認された．

5. おわりに

本論文では，凍結した多孔質体の面外波動解析のための境
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Fig. 9 The amplitude of the scattered wave (Incident wave:

S2-wave).

界要素法を開発した．提案手法は，周波数領域の解法であり，

計算効率の向上のため，H行列と ACAを適用した．提案手

法を用いた数値解析では，はじめに，仮想境界による入射波

の散乱解析に基づく検証を行った．次に，H行列と ACAに

よる係数行列の圧縮効果に関する検証を行い，最後に散乱解

析を行った．散乱解析の結果から，氷飽和度の変化に伴い，

散乱特性が変化する様子を確認した．今後は，まず，H行列
に基づく LU 分解の適用とその効果の検証を行う．その後，

提案手法を用いた逆解析手法の開発を行い，メタンハイド

レート層の形状および氷飽和度の推定を行う予定である．
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