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This paper presents a numerical method for topology optimisation to design elastic wave

absorber by arranging viscoelastic inclusions in an unbounded elastic matrix. We derive

the topological derivative for this problem and confirm its validity through a numerical

example. The boundary element method coupled with the H-matrix method is employed

to compute the sensitivity, which enables us to solve the elastic wave propagation problem

accurately with low computational cost. We also perform a numerical experiment of the

topology optimisation and demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1. 緒言

制振 ·遮音は工学における重大な関心の 1つであり，振動

による構造物の破壊を防止することは構造設計において非常

に重要とされる．

このような設計上の要求を満足する構造を決定する手法

の 1つとしてトポロジー最適化が注目を集めており，近年で

は初期から行われてきた静弾性場における平均コンプライア

ンス最小化のみならず，動弾性場におけるトポロジー最適化

に関する研究が盛んに行われている (1, 2, 3)．また最近では，

音響メタマテリアル，フォノニック結晶等の音波あるいは弾

性波に対して特異な性質を有する周期構造の存在が明らかに

なり，それらの周期構造をトポロジー最適化を用いて設計す

る試みが行われている (4, 5)．

しかし，これらの先行研究の多くは空洞あるいは完全弾

性介在物の分布の最適化を対象としており，粘弾性に関し

ては周期構造の巨視的な粘性特性に関するトポロジー最適

化 (6, 7) が行われている一方で，粘弾性材が吸収 ·散逸する
エネルギー量を直接的に目的関数とするトポロジー最適化は

行われていない．このような目的関数は非周期構造の設計に

も容易に適応可能であり，定められた観測点や観測領域にお

ける変位最小化 (3) と比較して観測位置に依存しない効果的

な制振構造を得ることが期待できる．
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そのため，本研究では無限領域中を伝播する弾性波のエネ

ルギーの吸収量を最大にする粘弾性介在物の分布を求めるト

ポロジー最適化を考える．まず，このトポロジー最適化問題

に対するトポロジー導関数を導出する必要がある．従来のト

ポロジー導関数の導出と異なり，目的関数が設計対象である

領域上の積分として定義されるために，新たに生成される領

域上の積分に対応する項を考慮する必要がある点に注意を要

する．そして，導出されたトポロジー導関数を高速かつ高精

度に計算するために，Hマトリクス法 (8) を適用した境界要

素法を用いる．一般的に用いられる有限要素法と異なり，境

界要素法は開領域を厳密に扱うことが可能であり，またメッ

シュ生成のコストが小さく，領域を境界要素メッシュで明確

に区別するためにこのような目的関数を取り扱うことが容易

であるという利点がある．

本論文の構成を以下に示す．2節では本研究で用いる粘弾

性材のモデル化手法について述べる．3節ではトポロジー導

関数の導出を行い，4 節で境界要素法の定式化および H マ
トリクス法の概要について述べる．5節では導出したトポロ

ジー導関数の検証を行い，その後にトポロジー最適化の数値

例を示す．最後に 6節で本論文の結論を述べる．

2. 粘弾性体のモデル化

本研究では，平面ひずみ状態を仮定した線形な均質 ·等方



弾性体の 2次元面内の定常振動を考える．また，この定常振

動の角周波数を ωとするとき各物理量の時間依存を e−iωt と

する．ここで，粘性を有しない完全弾性体内のひずみ εと応

力 σ は次の構成式で関係づけられる．

σij(x) = Cijklεkl(x) (1)

ここに，C は弾性テンソルであり，Lamé定数 λ，µおよび

Kroneckerのデルタ δij を用いて次式で与えられる．

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (2)

本研究では，ひずみ ε が応力 σ に対して一定の位相遅れを

伴う材料として粘弾性体をモデル化し，粘弾性体の構成式を

次式で表す．

σij(x) = e−iδCijklεkl(x) (3)

ここに，0 ≤ δ ≤ π は位相遅れ角である．すなわち，各弾性

率を λ → λe−iδ，µ → µe−iδ のように複素数で置き換えるこ

とにより，粘弾性体は完全弾性体と同様に通常の構成式 (1)

を用いることが可能となる (9)．この複素数で表された弾性

率は動的弾性率と呼ばれ，またその実部，虚部はそれぞれ貯

蔵弾性率，損失弾性率と呼ばれる．

3. エネルギー吸収最大化を目的とする粘弾性体のトポロジー

最適化

3.1. 目的関数

密度を ρα，Lamé定数を λα，µα ∈ Rとする無限に広がる
完全弾性体母材 Ωαの内部に粘弾性体 Ωβ = R2\Ωα (密度 ρβ，

Lamé 定数 λβ，µβ ∈ C) が分布する領域を考える．ここに，
Ωα は Ωα の閉包であり，以降は領域を表す記号に対して同

様の記法を用いる．ここで，粘弾性材 Ωβ が単位面外厚さ ·
時間当たりに吸収するエネルギーの時間平均

J =

∫
Ωβ

w(σ(x))dΩ (4)

を最大にするような Ωβ の分布を求めるトポロジー最適化問

題を考える．ここに，w は単位面外厚さ ·面積 ·時間当たり
に吸収するエネルギーの時間平均であり，Ων (ν = α, β) に

おけるコンプライアンステンソルDν を用いて次式で与えら

れる．

w(σ(x)) = − 1

T

∫ T

0

∂

∂xj

(
Re

[
σjie

−iωt
] ∂

∂t
Re

[
uie

−iωt
])

dt

=
ω

2
Im

[
σij(x)D

β
ijklσkl(x)

]
x ∈ Ωβ (5)

ここに，uは変位，T = 2π/ωは定常振動の時間周期であり，

複素変数に対する上線は複素共役を表す．

3.2. トポロジー導関数

本節では，式 (4)で定義される目的関数 J に対するトポロ

ジー導関数を導出する．

遠方から弾性波 uin が入射するとき，母材 Ωα および粘弾

性材 Ωβ において変位 u および応力 σ は次の 2 次元動弾性

トランスミッション問題 (順問題) に支配される．

σji,j(x) + ραω2ui(x) = 0 x ∈ Ωα (6)

σji,j(x) + ρβω2ui(x) = 0 x ∈ Ωβ (7)

uα
i (x) = uβ

i (x) (=: ui(x)) x ∈ Γ (8)

σα
ji(x)nj(x) = σβ

ji(x)nj(x) (=: ti(x)) x ∈ Γ (9)

Radiation condition for usc
i (x) as |x| → ∞ (10)

ここに，usc = u − uin は散乱場，Γ = ∂Ωα = ∂Ωβ は境界，

uν，σν (ν = α, β)はそれぞれ Ων から Γへの u，σ の極限，

nは Ωα の外向き単位法線ベクトルである．

3.2.1. 母材 Ωα に粘弾性材が生じる場合

今，各物性値を粘弾性材 Ωβ のそれと同じくする半径 εの

円筒形粘弾性材領域Ωεが x0 ∈ Ωαに出現する場合を考える．

この領域の変化に伴う目的関数 J の変化を δJα→β(x0, ε)で

表すとき，対応するトポロジー導関数 T α→β は次式で定義

される．

δJα→β(x, ε) = v(ε)T α→β(x) + o(v(ε)) (11)

ここに，v は ε → 0で 0に収束し，かつ ε = 0の近傍で単調

増加する適当な関数である．同様に，各領域における uおよ

び σ の変化を次式のように表す．

ui(x) → ui(x) + δui(x) x ∈ R2\Ωε (12)

σij(x) → σij(x) + δσij(x) x ∈ R2\Ωε (13)

ui(x) → ûi(x) x ∈ Ωε (14)

σ̂ij(x) → σ̂ij(x) x ∈ Ωε (15)

ここで，問題の線形性より次式が成り立つ．

δσji,j(x) + ραω2δui(x) = 0 x ∈ Ωα\Ωε (16)

δσji,j(x) + ρβω2δui(x) = 0 x ∈ Ωβ (17)

σ̂ji,j(x) + ρβω2ûi(x) = 0 x ∈ Ωε (18)

ui(x) + δui(x) = ûi(x) x ∈ Γε (19)

(σji(x) + δσji(x))nj(x) = σ̂ji(x)nj(x) x ∈ Γε (20)

Radiation condition for δui(x) as |x| → ∞ (21)

ここに，Γε は Ωε と Ωα の境界であり，Γε 上の単位法線ベク

トル nは Ωα に対して外向き (Ωε に対して内向き) に定義し

た．さて，δJα→β は式 (12)–(15)で定義した変数を用いて次

式で与えられる．

δJα→β

= Re

[∫
Γ

(
∂g

∂ui
δui +

∂g

∂ti
δti

)
dΓ

]
+

∫
Ωε

w(σ̂)dΩ (22)

ここに，g は次式で与えられる．

g(u(x), t(x)) =
ω

2
Im [ui(x)ti(x)] (23)



ここで，次の随伴問題に支配される随伴変数 ũ，σ̃ を導入

する．

σ̃ji,j(x) + ραω2ũi(x) = 0 x ∈ Ωα (24)

σ̃ji,j(x) + ρβω2ũi(x) = 0 x ∈ Ωβ (25)

ũα
i (x) = ũβ

i (x)−
∂g

∂ti
(x) x ∈ Γ (26)

σ̃α
ji(x)nj(x) = σ̃β

ji(x)nj(x) +
∂g

∂ui
(x) x ∈ Γ (27)

Radiation condition for ũi(x) as |x| → ∞ (28)

ここに，ũν，σ̃ν (ν = α, β)はそれぞれ Ων から Γへの ũ，σ̃

の極限である．さらに，Ωα\Ωε において (ũ, σ̃) と (δu, δσ)

の間に成り立つ Bettiの相反定理∫
Γε

(t̃iδui − ũiδti)dΓ +

∫
Γ

(t̃iδui − ũiδti)dΓ = 0 (29)

を用いると，式 (22)は次式となる．

δJα→β

= Re

[∫
Γε

(
ũiδti − t̃iδui

)
dΓ

]
+

∫
Ωε

w(σ̂)dΩ (30)

今，ε → 0における漸近挙動に興味があるため，Ωε 上の δu，

δσ を次の境界値問題の解で近似する．

σ̂ji,j(x) + ραω2ûi(x) = 0 x ∈ R2 \Ωε (31)

σ̂ji,j(x) + ρβω2ûi(x) = 0 x ∈ Ωε (32)

ui(x) + δui(x) = ûi(x) x ∈ Γε (33)

(σji(x) + δσji(x))nj(x) = σ̂ji(x)nj(x) x ∈ Γε (34)

Radiation condition for δui(x) as |x| → ∞ (35)

境界値問題 (31)–(35)の解を用いると，式 (30)の右辺第 1項

は次式で評価される．

Re

[∫
Γε

(
ũiδti − t̃iδui

)
dΓ

]
= πε2Re

[
σ̃ij(x

0)(Dβ
ijkl −Dα

ijkl)A
αβ
klmnσmn(x

0)

+ (ρβ − ρα)ω2ũi(x
0)ui(x

0)
]
+O(ε3) (36)

ここに，Aαβ は 4階の恒等テンソル I，Ων における弾性テ

ンソルCν および 2次元円筒形介在物に関する Eshelbyテン

ソル

Sν
ijkl =

1

4(λν + 2µν)

{
(λν − µν)δijδkl

+ (λν + 3µν)(δikδjl + δilδjk)
}

(37)

を用いて次式で定義される 4階のテンソルである．

Aαβ
ijkl = Cβ

ijmnX
−1
mnpqD

α
pqkl (38)

Xijkl = Iijkl + Sα
ijmn

(
Cβ

mnpq − Cα
mnpq

)
Dα

pqkl (39)

同様に，式 (30)の右辺第 2項は次式で評価される．∫
Ωε

w(σ̂)dΩ

=
ω

2
πε2Im

[
σij(x

0)A
αβ
ijklD

β
klmnA

αβ
mnpqσpq(x

0)
]
+O(ε3)

(40)

v に v(ε) = πε2 を選ぶと，式 (30)，(36)，(40) よりトポロ

ジー導関数 T α→β は次式で与えられる．

T α→β(x)

= Re
[
σ̃ij(x)(D

β
ijkl −Dα

ijkl)A
αβ
klmnσmn(x)

+ (ρβ − ρα)ω2ũi(x)ui(x)
]

+
ω

2
Im

[
σij(x)A

αβ
ijklD

β
klmnA

αβ
mnpqσpq(x)

]
(41)

3.2.2. 粘弾性材 Ωβ に母材と同じ物性値を持つ完全弾性体

が生じる場合

粘弾性材 Ωβ 中に母材 Ωα と同じ物性値を持つ微小な完全

弾性体が生じる場合のトポロジー導関数 T β→α は，前小節

と同様の手順によって次式で与えられることが分かる．

T β→α(x)

= Re
[
σ̃ij(x)(D

α
ijkl −Dβ

ijkl)A
βα
klmnσmn(x)

+ (ρα − ρβ)ω2ũi(x)ui(x)
]

(42)

ここで，新しく生成される微小な母材はエネルギーを吸収し

ないために，式 (41)右辺第 2項に対応する項が式 (42)に現

れないことに注意する．

3.3. レベルセット法に基づくトポロジー最適化

本研究では，レベルセット法に基づく形状表現を用い，母

材 Ωα および粘弾性材 Ωβ をレベルセット関数 ϕ ∈ [−1, 1]を

用いて次式のように表現する．

Ωα = {x | 0 < ϕ(x) ≤ 1} (43)

Γ = {x | ϕ(x) = 0} (44)

Ωβ = {x | −1 ≤ ϕ(x) < 0} (45)

ここで，ϕを次の時間発展方程式に従って更新することによ

り，最適形状を探索する (10, 11)．

∂ϕ(x, t)

∂t
= KT (x, t) + τ∇2ϕ(x, t) x ∈ D (46)

ϕ(x, 0) = ϕ0 x ∈ D (47)

ϕ(x, t) = c x ∈ ∂D (48)

ここに，Dは固定設計領域，K > 0は定数，τ > 0は形状の

複雑度を規定する定数，ϕ0 は初期形状に対応する初期の ϕ

の分布，T は次式で定義される関数である．

T (x) =

T α→β(x) x ∈ Ωα

−T β→α(x) x ∈ Ωβ
(49)

また，Dirichlet境界条件 (48)は適当な定数 c ∈ (0, 1]を与え

ることにより Ωβ を D の内部に制限する．

4. 境界要素法と Hマトリクス法に基づく感度解析
前節で導出した式 (41)と (42)を用いてトポロジー導関数

を評価する場合，順問題 (6)–(10)と随伴問題 (24)–(28)を解

く必要がある．本研究では，Hマトリクス法で高速化された
境界要素法を用いて，この 2つの境界値問題を数値的に解く．



見かけの固有値問題 (9) を回避するために Burton-Miller

法 (12) を用いると，順問題 (6)–(10) と等価な次の境界積分

方程式を得る．

1

2
ui +

a

2
ti + (Dα

ij + aNα
ij)uj − (Sα

ij + aD∗α
ij )tj

= uin
i + aCα

ijklu
in
k,lnj (50)

1

2
ui −Dβ

ijuj + Sβ
ijtj = 0 (51)

ここに，Sν，Dν，D∗ν および N ν は，第 1種 n次の Hankel

関数 H
(1)
n および縦波の波数

kν
L = ω

√
ρν

λν + 2µν
(52)

と横波の波数

kν
T = ω

√
ρν

µν
(53)

によって与えられる 2次元動弾性問題の基本解

Gν
ij(x,y) =

i

4µν

{
H

(1)
0 (kν

T|x− y|)δij

+

(
1

kν
T

)2
∂

∂yi∂yj

(
H

(1)
0 (kν

T|x− y|)−H
(1)
0 (kν

L|x− y|)
)}
(54)

を用いて次式で定義される積分作用素である．

(Sν
ijϕ)(x) =

∫
Γ

Gν
ij(x,y)ϕ(y)dΓy (55)

(Dν
ijϕ)(x) = − v.p.

∫
Γ

Cν
kljmGν

ki,l(x,y)nm(y)ϕ(y)dΓy (56)

(D∗ν
ij ϕ)(x) = v.p.

∫
Γ

Cν
klimGν

kj,l(x,y)nm(x)ϕ(y)dΓy (57)

(N ν
ijϕ)(x)

= −p.f.

∫
Γ

Cν
impqC

ν
kljnG

ν
kp,lq(x,y)nm(x)nn(y)ϕ(y)dΓy (58)

ここに，‘v.p.’，‘p.f.’はそれぞれ Cauchyの主値積分，発散積

分の有限部分を表す．また，a ∈ Cは結合定数であり，本研
究では a = −i/(µαkα

T)を用いる．ここで，極限吸収原理
(9)

より式 (52)，(53)で与えられる波数 kν
L，kν

T は虚部が非負と

なるように選ぶのが正しいことに注意する．

積分方程式 (50)，(51) を選点法および区分一定要素によ

り離散化し，係数行列の階層的分割と ACAによる行列の低

ランク近似に基づく Hマトリクス法を用いて線形連立方程
式の求解を高速化する．しかし，基本解 Gij の計算に際して

Hankel関数 H
(1)
n の計算量が大きいために，2次元動弾性問

題における境界要素法は線形連立方程式の求解のみならず係

数行列の構成に要する計算量も問題となる．そこで，本研究

では Hマトリクス法における係数行列の構成において成分
計算を効率的に行う手法 (13) を用いて計算時間を短縮する．

5. 数値例

本節では，導出したトポロジー導関数の数値的検証および

提案手法を用いたトポロジー最適化の数値例を示す．本節にお

ける数値例では，母材 Ωαは鉄 (質量密度 ρ = 7.80×103 [kg]，

(a) on Γ1

(b) on Γ2

Fig. 1 Comparison between the topological

derivatives and the difference ∆J/(πε2).

ヤング率 E = 205 [GPa]，Poisson比 ν = 0.30)，粘弾性材は

エポキシ樹脂 (ρ = 1.85×103 [kg]，E = 3.0 [GPa]，ν = 0.34，

損失正接 tan δ = tan(10π/180)) とした．

5.1. トポロジー導関数の数値的検証

導出したトポロジー導関数 (41)，(42) の正当性を検証す

るために，中心 (0.5 [m], 0.5 [m])，半径 0.105 [m] の円筒形

粘弾性材が配置された領域に対して，線分 Γ1 = {x | x1 =

0.3 [m], 0.3 [m] ≤ x2 ≤ 0.7 [m]} ⊂ Ωα および線分 Γ2 = {x |
x1 = 0.45 [m], 0.45 [m] ≤ x2 ≤ 0.55 [m]} ⊂ Ωβ 上で新たに

微小な半径 εの円筒形粘弾性材あるいは母材を生成し，その

前後における目的関数の差 ∆J を v(ε) = πε2 で除した値と

比較する．入射波を x2 軸正方向に進む周波数 5 [kHz]，振幅

1 [µm]の平面 P波としたときの計算結果を Fig.1に示す．ト

ポロジー導関数 (41)，(42)は差分とほぼ一致しており，導出

した結果が妥当であることが確認された．

5.2. トポロジー最適化

次に，トポロジー最適化の数値実験を行う．Fig.2のよう

に初期形状を設定し，固定設計領域 Dを一辺の長さが 1 [m]

の正方形領域，入射波を x1 軸正方向に進む周波数 5 [kHz]，

振幅 1 [µm]の平面 P波とした．

Fig.3に最適化ステップに対する目的関数値の履歴，Fig.4

に初期形状および得られた最適形状を示す．最適形状におけ

る目的関数値は初期形状のそれに対して約 100倍であり，ト

ポロジー最適化によりエネルギー吸収量の大幅な増大に成功



Viscoelastic inclusion

Host matrix

Fixed design domain

P-wave

Fig. 2 Initial configuration of the topology opti-

misation.

Fig. 3 History of the objective function J .

している．また，Fig.5は初期形状および最適形状において

エネルギー流束密度の時間平均

qi(x) =
ω

2
Im [σji(x)uj(x)] (59)

をプロットした図である．初期形状においては粘弾性材が

エネルギー流れに与える影響が小さいのに対し，最適形状

は特に Fig.4(b) で示した 4 つの介在物 Ωβ
2 および Ωβ

4 にエ

ネルギーが集中する構造となっていることが分かる．実際，

各介在物 Ωβ
i (i = 1, 2, 3, 4) が吸収する単位面外厚さ · 時間

当たりのエネルギーを計算したところ，Ωβ
1 : 0.524 [kW/m]，

Ωβ
2 : 6.24 [kW/m]，Ωβ

3 : 0.262 [kW/m]，Ωβ
4 : 15.8 [kW/m]と

なり，この考察を裏付ける結果が得られた．また，Ωβ
4 の周辺

において 1周期間における変位の分布を調べたところ，Fig.6

のように粘弾性材内部で反射 ·干渉によって変位が増大して
いることが確認された．従って，最適形状は Ωβ

2，Ωβ
4 がエネ

ルギーを主に吸収し，さらに Ωβ
1，Ωβ

3 が回折により導波する

ことによって高効率なエネルギー吸収を達成していることが

推測される．

Fig.4(b) が最適形状であることを確かめるために，Fig.7

のように Fig.4(b) と粘弾性材の面積がほぼ等しくなるよう

に円形の粘弾性材を配置し目的関数値を計算した結果，トポ

ロジー最適化によって得られた形状が最も目的関数値が大き

いことが確かめられた．

6. 結言

本研究では，弾性波エネルギーの吸収量最大化を目的と

(a) Initial configuration

(J = 0.227 [kW/m])

(b) Optimal configuration

(J = 22.8 [kW/m])

Fig. 4 Optimisation result.
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(b) Optimal configuration

Fig. 5 Distribution of the time-averaged energy

flux density q.
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(b) t = T/4
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(c) t = T/2
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(d) t = 3T/4

Fig. 6 Distribution of the displacements for a

time period T .



(a) J = 1.35 [kW/m] (b) J = 1.17 [kW/m]

(c) J = 0.463 [kW/m] (d) J = 0.354 [kW/m]

Fig. 7 Values of the objective function J for var-

ious configurations.

したトポロジー最適化問題に対するトポロジー導関数を導

出し，得られたトポロジー導関数を用いてトポロジー最適化

を行った．その結果，弾性波の反射 ·干渉を利用してエネル
ギーを集中させることによりエネルギー吸収率を高める機構

を有する，試行錯誤による設計が困難な形状を得ることがで

きた．今後の課題としては，最適形状の形状変動に対するロ

バスト性と，初期形状や介在物の粘性の大きさが最適形状に

及ぼす影響についての検討が挙げられる．
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