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This paper presents a time-domain transmitting boundary for a discretely supported rail.

To this end, the time-domain Green’s function is derived numerically by inverse Fourier

transform of the receptance matrix representing a semi-infinite railway track. The non-

reflecting boundary is formulated based on the convolution of the Green’s function and

a nodal force. Singularity in the inverse Fourier transform, which is originated from the

receptance matrix, is removed by means of the subtraction technique. Through compar-

ison with numerical results obtained by conventional methods, accuracy and validity of

the developed nonreflecting boundary are examined.
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1. はじめに

列車の乗り心地改善を始め，軌道振動や道床沈下を低減す

る目的などで，在来線でもロングレールの導入が進められて

いる．ロングレール軌道は，まくらぎにより離散支持された

無限周期構造としてモデル化でき，数値解析による動的挙動

の評価が有用となるため，これまでに様々な解法が適用され

てきた．ただし，その多くでは軌道を有限長で打切ったモデ

ルが採用されている．この場合，実際の軌道と同様にまくら

ぎ支持部に減衰を導入すれば，レール打切り端からの反射波

の影響は抑制可能であるが，それでも軌道長を十分に長く設

定する必要があり，自ずと計算負荷が増大する．

一方，周波数域において無減衰系の無限軌道モデルを考え

ることにより，軌道の基本的動特性が把握可能となる (1, 2)．

また，時間域の問題においても，走行車輪と離散支持軌道と

の連成系に発生するパラメータ励振による不安定挙動の検討

では，比較的わずかな減衰が動特性に及ぼす影響の評価が有

用となり，無減衰またはそれに近い条件下での解析が求めら

れる (3, 4)．このように無減衰または低減衰な軌道モデルを

解析対象とする場合，レール打切り端からの反射波への対処

が不可欠となる．

そのため，離散支持レールの両端に設ける伝達境界の導出
(5, 6) が試みられてきたが，それらは周波数域での定常問題

を対象としており，時間域のものは未だ提案されていない．

しかし，時間域での伝達境界が構成できれば，複数車輪の連
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成や車輪の浮き上がりによる非線形挙動などの問題において

も，車輪・軌道連成系を数理モデルに忠実な理想的状態に設

定でき，動的基本特性の適切な評価が可能となる．

そこで本論文では，離散支持されたレールの時間域伝達境

界を導出する．そのために，まず半無限軌道の時間域 Green

関数を，周波数域レセプタンス行列 (インピーダンス行列 (6)

の逆行列) の逆 Fourier 変換により表現する．なお，時間域

伝達境界は，時間域Green関数とレール端節点力の時間域補

間関数との合成積により定式化する．この場合，当該伝達境

界は，レセプタンス行列と補間関数の Fourier変換との積を

周波数域で求め，それを逆 Fourier変換することで導出可能

となる．また，軌道における定在波モードの固有振動数にお

いてインピーダンス行列の行列式がゼロとなり得るが，この

場合逆 Fourier変換は特異項を含む積分で与えられる．そこ

で，当該積分の数値的処理についても述べる．

求めた伝達境界は，有限軌道モデルの両端に設定する．そ

の際に，有限領域のレールははり要素により離散化し，時間

積分法として台形法を適用する．無限軌道の定点加振問題，

および走行車輪と軌道との連成下におけるパラメータ励振を

対象に本手法を適用し，従来法との比較を通して提案手法の

妥当性と有効性とについて検討する．

2. 半無限軌道のレセプタンス行列

時間域Green関数は，周波数域におけるレセプタンス行列

の逆 Fourier 変換により表す．なお，当該行列は文献 (6) で

求めたインピーダンス行列の逆行列として与えられるので，
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Fig. 1 Semi-infinite track subjected to a load at left end

以下ではその概要について述べる．

2.1. 伝達行列

Fig.1 に示すような，半無限レール，まくらぎ，パッド類

から構成される軌道系を対象に，円振動数 ω における定常

問題を考える．レールはまくらぎにより等間隔 L で離散支

持されているものとする．また，まくらぎとパッド類は，そ

れぞれ質点とバネによりモデル化する．なお，ここでは鉛直

たわみ振動を対象とする．

半無限軌道左端の節点変位と節点力との関係は一意に定

まるが，それが次式により与えられているものとする．

[K̂LR]{ÛL} = {F̂L}, {ÛL} = [K̂−1
LR]{F̂L} (1)

ここで，[K̂LR] とその逆行列 [K̂−1
LR] はそれぞれインピーダ

ンスおよびレセプタンス行列であり，{ÛL}, {F̂L}はレール
左端の節点変位および節点力ベクトルである．なお，本研究

ではレールを Eulerばりでモデル化し，はり要素により離散

化する．この場合，レール端点の節点変位はたわみとたわみ

角の 2成分で与えられる．

これらの行列を導出するため，Fig.1に示した軌道のユニッ

トセルにおける以下の運動方程式を考える．

[K̂]{Û} = {F̂} (2)

ここで，[K̂]は，ユニットセルの剛性行列 [K]と質量行列 [M]

により K̂ = K− ω2Mで与えられる行列である．

インピーダンス行列を導出するため，次の自由振動に関す

る固有値問題を設定する．

[K]{xi} = ω2
i [M]{xi}, (i = 1, · · · , N) (3)

ここで，ωi と {xi}は，固有円振動数と固有ベクトルであり，
N はユニットセルの離散自由度である．

式 (2)の解を，固有ベクトルの一次結合により次式のよう

に与える．

{Û} =

N∑
i

αi{xi} (4)

係数 αi は固有ベクトルの直交性により，次式で与えられる．

αi =
1

mi(ω2
i − ω2)

[xT
i ]{F}, mi = [xT

i ][M]{xi} (5)

ここで，( )T は転置を意味している．

ユニットセルに外力が作用していないものとすると，式

(4), (5)よりユニットセル両端の節点変位と節点力とに対し

て以下の関係を得る．{
Ûa

Ûc

}
=

N∑
i

1

mi(ω2
i − ω2)

{x
′
i}[x

′T
i ]

{
F̂a

F̂c

}

=

[
Haa Hac

Hca Hcc

]{
F̂a

F̂c

} (6)

ここで，( )a, ( )c は，それぞれ左右端節点成分であり，

{x
′
i}は両端節点成分から成る部分固有ベクトルである．
式 (6)を，ユニットセル左端と右端節点成分に分離し整理

すると，次の左右端節点間の関係を与える伝達行列 [G] を

得る．

[G]

{
Ûa

F̂a

}
=

{
Ûc

−F̂c

}
,

[G] =

[
HccH

−1
ac −HccH

−1
ac Haa +Hca

−H−1
ac H−1

ac Haa

] (7)

2.2. レセプタンス行列の導出

Floquet 原理 (7) により，周期構造内を伝播する定常波動

は，ユニットセル左右端に対して次の関係をみたす．

{Ûc} = e−iκL{Ûa}, {F̂c} = −e−iκL{F̂a} (8)

ここで，κは Floquet波数である．

式 (8)を式 (7)に適用すると，ユニットセル両端節点値の

関係式から，次の固有値問題を得る．

[G]

{
Ûa

F̂a

}
= λ

{
Ûa

F̂a

}
, (λ = e−iκL) (9)

式 (9)の固有モードの内，半分は右方向へ，半分は左方向へ

伝播するものを与える．Fig.1のように右半無限軌道に対応

する伝達境界を考える場合，右方向へ伝播する 2つのモード

の節点成分 {Ûi}, {F̂i}, (i = 1, 2)より，2×2のインピーダン

ス行列が次式により構成される．

[K̂LR] = [F̂1F̂2][Û1Û2]
−1 (10)

また，レセプタンス行列はこの逆行列として次式により与

えられる．

[K̂−1
LR] = [Û1Û2][F̂1F̂2]

−1 (11)

3. 時間域 Green関数の導出

3.1. 導出過程の概要

時間域 Green 関数は，半無限軌道端部に次の単位インパ

ルス力 (またはモーメント) を作用させた時の応答として与

えられる．

{FL(t)} = δ(t){F̃L} (12)

ここで，δ(t)はデルタ関数であり，{F̃L}は荷重モードベク
トルである．レールを Eulerばりでモデル化する場合，第 1，

第 2成分はそれぞれ鉛直方向力とモーメントで与えられる．
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式 (12)の Fourier変換 {F̂L(ω)}は {F̃L}に一致するので，
式 (1)より，単位インパルス加振によるレール左端変位応答

は次の逆 Fourier変換により与えられる．

{UL(t)} = [C∗
L(t)]{F̃L},

[C∗
L] :=

1

2π

∫ ∞

−∞
[K̂−1

LR]e
iωt dω

(13)

{F̃L} = {1, 0}とした場合，{UL(t)}は，単位パルスせん断
力に対する Green関数を与える．また，{F̃L} = {0, 1}とし
た場合は，単位パルスモーメントに対する Green 関数を与

える．[C∗
L(t)]はこれらのベクトルから構成されているので，

Green関数の導出はレセプタンス行列の逆 Fourier変換に帰

着する．

3.2. レセプタンス行列の特異項

インピーダンス行列の行列式がゼロとなる周波数におい

て，レセプタンス行列の成分は特異性を持つ．よって，式 (13)

の逆 Fourier変換を数値積分で評価する場合，これを適切に

処理する必要がある．

そのために，まず次の固有値問題を考える．

[K̂LR]{zi} = νi{zi}, (i = 1, 2) (14)

なお，[K̂LR]は複素対称行列であり，固有ベクトルは直交性

を有する．そこで，固有ベクトルを次の条件をみたすように

規格化しておく．

[zTi ]{zj} = δij (15)

ここで，δij は Kroneckerのデルタである．

式 (1)の {ÛL}, {F̂L}を，式 (14)の固有ベクトルの一次結

合により次式のように与えるものとする．

{ÛL} =
∑
i

ui{zi}, {F̂L} =
∑
i

fi{zi} (16)

ここで，ui, fi は結合係数である．

式 (16)を (1)に代入すると，式 (15)の直交性より次式を

得る．

ui[z
T
i ][K̂LR]{zi} = fi (17)

インピーダンス行列の行列式がゼロとなる円振動数を ωk

とおくと，その時次式が成り立つ．

[K̂LR(ωk)]{z0} = {0} (18)

ここで，{z0} は当該のゼロ固有値に対する固有ベクトルで
ある．

式 (16)に対応する {z0}の係数を u0 とおくと，ω = ωk の

近傍において次の近似関係が成り立つ．

u0 ≈ a

ω − ωk
(19)

式 (19)の係数 aを求めるために，式 (19)を式 (17)で i=0と

した関係式に代入すると，次式を得る．

a[zT0 ][K̂LR]{z0} = (ω − ωk)f0 (20)

Fig. 2 Path integral on C

式 (20)の両辺を ω について微分すると次式を得る．

a
(
z
′T
0 K̂LRz0 + zT0 K̂

′
LRz0 + zT0 K̂LRz

′
0

)
= f0 − (ω − ωk)f

′
0

(21)

ここで，( )
′
は ω に関する微分を意味している．

ω → ωk の極限において，[K̂LR]{z0} = 0となることを考

慮すると，式 (21)より次式を得る．

a[zT0 ][K̂
′
LR]{z0} = f0 (22)

式 (15), (16) および式 (22) より，a は次式により求めら

れる．

a =
[zT0 ]{F̂L}

[zT0 ][K̂
′
LR]{z0}

=
1

ν
′
0

[zT0 ]{F̂L} (23)

よって，式 (16), (19), (23)より，変位ベクトル {ÛL}の特
異項 {ÛS}は次式により与えられる．

{ÛS} =
[Ak]

ω − ωk
{F̂L}, [Ak] =

1

ν
′
0

[z0z
T
0 ] (24)

式 (24)より，レセプタンス行列の特異成分が [Ak]/(ω−ωk)

により与えられることがわかる．なお，この特異点 ωk は，

周期構造における定在波モードの固有振動数に存在する．

3.3. 逆 Fourier変換の計算

3.2の議論より，式 (13)に示した [C∗
L(t)]に関する積分は，

次式のようにして特異項を分離することができる．

[C∗
L(t)] =

1

2π

∫ ∞

−∞

[
K̂−1

LR −
∑
k

Ak

ω − ωk

]
eiωt dω

+
1

2π

∑
k

[Ak]

∫ ∞

−∞

eiωt

ω − ωk
dω

(25)

式 (25)右辺第 1項の積分からは特異項が除去されているの

で，これについては通常の数値積分で評価可能である．一方，

第 2 項目の積分については，t > 0 に対して Fig.2 に示す経

路 C 上の積分をとり，R → ∞, ε → 0 の極限を考えること

で，次式のように評価できる．∫ ∞

−∞

eiωt

ω − ωk
dω = lim

R→∞
ε→0

∫
C

eiωt

ω − ωk
dω = 2πieiωkt (26)

式 (26)を (25)に代入し，さらに特異点が ω の実軸上に正

負対称に分布することを考慮すると，次式を得る．

[C∗
L(t)] =

∫ ∞

0

Re

([
K̂−1

LR −
∑
k

Ak

ω − ωk

]
eiωt

)
dω

− 2
∑
k

sinωkt[Ak]

(27)
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4. 時間域伝達境界の導出

4.1. 時間域の離散化

はり要素端部に作用する断面力を，時間ステップ毎に区間

一定関数で近似し，次式により離散化するものとする．

{FL(t)} =
∑
j

Hj(t){Fj
L} (28)

ここで，{Fj
L}は，時間増分∆tの下の第 j ステップにおける

節点力，Hj(t)は第 j ステップで 1をとる次の区間一定関数

である．

Hj(t) = 1 for (j − 1)∆t < t < j∆t,

= 0 otherwise
(29)

半無限レール端に作用する式 (28)の節点力による，時刻

tM = M∆tにおけるレール端変位 {UM
L }は，次の合成積に

より与えられる．

{UM
L } =

M∑
j

∫ tM

0

Hj(τ)[C
∗
L(tM − τ)] dτ · {Fj

L}

=

M∑
j

[C∗
L,M−j+1]{Fj

L}

(30)

ここで，[C∗
L,j ]は次式で定義される行列である．

[C∗
L,j ] :=

∫ ∞

−∞
H1(tj − τ)[C∗

L(τ)] dτ (31)

[C∗
L,j ]は Green関数 [C∗

L(t)]と補間関数 H1(t)との合成積

で与えられているので，H1 の Fourier変換 Ĥ1 を用いて，次

の逆 Fourier変換により表現することができる．

[C∗
L,j ] =

1

2π

∫ ∞

−∞
Ĥ1[K̂

−1
LR]e

iωtj dω (32)

なお，Ĥ1 は次式で与えられる．

Ĥ1(ω) =
i

ω
(e−iω∆t − 1) (33)

式 (25)に示した特異項の処理と同様の手法を式 (32)に適

用すると，次式を得る．

[C∗
L,j ] =

1

2π

∫ ∞

−∞

[
K̂−1

LR −
∑
k

Ak

ω − ωk

]
Ĥ1(ω)e

iωtj dω

+
1

2π

∑
k

[AK ]

∫ ∞

−∞

1

ω − ωk
Ĥ1(ω)e

iωtj dω

(34)

ω=0 に関する特異点分布の対称性より，多少の計算の後，

ωk > 0に対して次式を得る．

[C∗
L,j ] =

∫ ∞

0

Im

([
K̂−1

LR −
∑
k

2ωkAk

ω2 − ω2
k

]
1− e−iω∆t

πω
eiωtj

)
dω

+ 2
∑
k

[Ak]

ωk
(cosωktj − cosωktj−1)

(35)

Fig. 3 Track of finite length

4.2. 伝達境界を用いたはり要素解析

Fig.3に示す有限軌道モデルを離散化して得られる方程式

は次式のように与えられる．
K̃LL K̃LR K̃LD

K̃RL K̃RR K̃RD

K̃DL K̃DR K̃LD




ŨM
L

ŨM
R

ŨM
D

 =


F̃M

L + ṼM−1
L

F̃M
R + ṼM−1

R

F̃M
D + ṼM−1

D


(36)

ここで，[K̃]は用いる時間積分法に依存して与えられる求解

行列，{Ũ}, {F̃}は Fig.3を離散化した際の節点変位および節

点力ベクトル，( )L, ( )R, ( )D はそれぞれ軌道左端・右端・そ

れ以外の節点に関する成分である．また，{ṼM−1}は，時間
積分法に関してM − 1 ステップの解から評価されるベクト

ル項である．

式 (30)より，{FM
L }は次式で与えることができる．

{FM
L } = [C∗−1

L,1 ]{UM
L } −

M−1∑
j

[C∗−1
L,1 ·C∗

L,M−j+1]{Fj
L} (37)

左半無限軌道端節点力 {FM
R }に対しても同様の関係式を得る．

両端節点において，次の変位の適合条件と，力のつり合い

条件を課す．

{UM
R } = {ŨM

L }, {UM
L } = {ŨM

R },

{FM
R } = −{F̃M

L }, {FM
L } = −{F̃M

R }
(38)

式 (37), (38)を式 (36)に代入すると，最終的に次の無限軌

道に対する求解方程式を得る．
K̃LL +C∗−1

R,1 K̃LR K̃LD

K̃RL K̃RR +C∗−1
L,1 K̃RD

K̃DL K̃DR K̃LD




ŨM
L

ŨM
R

ŨM
D



=



ṼM−1
L +

M−1∑
j

[C∗−1
R,1 ·C∗

R,M−j+1]{Fj
R}

ṼM−1
R +

M−1∑
j

[C∗−1
L,1 ·C∗

L,M−j+1]{Fj
L}

F̃M
D + ṼM−1

D



(39)

5. 解析例

5.1. 解析条件

Fig.1に示したような，レール，まくらぎ，パッド類から構

成された軌道モデルを対象とする．各部の設定条件は Table

1 に示すとおりである．本手法の妥当性を確認する目的で，

パッド類には減衰を設定していない．レールは Eulerはり要
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Table 1 Parameters in track model

Rail Bending stiffness (MNm2) 4.04

Mass per unit length (kg/m) 50.47

Sleeper Mass (kg) 80.0

(per rail) Sleeper spacing (m) 0.6

Rail pad Spring constant (MN/m) 60.0

Sleeper pad Spring constant (MN/m) 60.0

Fig. 4 Deflection at loading position

素で離散化し，まくらぎ 1区間を 10要素で等分割した．時

間積分法には台形法を用いた．また，レールを Eulerばりで

モデル化する場合，せん断たわみを考慮していないため，再

現可能な周波数の上限は約 500Hzとなる (8)．そのため，式

(35)における逆 Fourier変換の積分範囲は 0～500Hzとし，そ

の間を 1000分割して，各区間に 2点Gauss積分を適用した．

なお，周波数軸上の特異点 ωk は，事前に探索して求めてお

いた．本問題において，特異点は 112.3, 270.5Hz付近に位置

していた．

5.2. インパルス加振に対する応答解析

軌道中央のスパンに，Fig.3に示すように単位荷重を 1ス

テップ間印加する問題に対して，本手法を適用した．時間積

分における増分 ∆tは 1× 10−4(sec)とした．Fig.3の有限軌

道域をユニットセル 10区間で与え，その両端に本研究で構

成した伝達境界を設定した．なお，比較のため，伝達境界を

設定せずに，軌道長を 10区間および 200区間とした 2ケー

スについても解析を行った．加振点におけるレールたわみの

時刻歴応答の解析結果を Fig.4に示す．

軌道長を 10区間と短くとりレールの両側を自由端のまま

とした場合の応答が，加振直後より他の 2ケースとは大きく

異なっている様子が確認できる．これは，明らかにレール端

部からの反射波の影響によるものである．

Fig. 5 Wheel/track interaction problem

一方，伝達境界を設定した本手法では，同じく 10区間と

短い軌道モデルであるにも関わらず，その応答は 200区間の

長尺モデルと比較的良く一致しており，提案法の妥当性が確

認できる．なお，これら両者間でも 0.05(sec) 前後以降にお

いてわずかな差異が認められる．これは，200区間の軌道モ

デルによっても，打切り端からの反射波の影響が完全に除去

できず，それが到達した以降の応答に乱れを生じたことによ

るものと考えられる．

以上のことから，無減衰な軌道モデルを対象とする場合，

軌道長を相当長く設定しても，比較的短時間で反射波が戻っ

てくるため，良好な精度で応答解析を行うことが困難である

ことがわかる．一方，このような問題に対して，本手法が極

めて有効であることが確認できた．

5.3. 車輪走行によるパラメータ励振の解析

Fig.5 に示すような，一定速度 V で走行する車輪と軌道

との連成応答解析を行った．なお，軌道はまくらぎにより離

散支持されているため，一定速度で走行する車輪の支持剛

性 (車輪直下におけるレールのたわみ剛性) は周期的に変動

する．このような条件下では，応答が次第に増幅するパラ

メータ励振 (3) と呼ばれる不安定振動が発生し得る．車輪は

質量m=500kgの質点で表し，車輪・レール間接触はバネ定

数 kw=2GN/mの線形バネで与えた．静的荷重はパラメータ

励振自体に影響しないが，その引金となり得る．そのため，

走行車輪に静的荷重 P = 1× 105Nを加えた．軌道構造は前

述の解析例と同じとした．軌道ユニットセル 60区間を離散

化し，両端に伝達境界を設定したものと，しないものとで解

析を行った．また，事前に実施した数値解析結果より，停止

車輪・軌道連成系の共振周波数が f=55.6Hzであることを確

認した．パラメータ励振は走行速度が V = 2Lf 前後におい

て発生する (3) ので，本問題では，車輪走行速度をそれに概

ね対応する V=66.7m/sに設定した．

車輪の鉛直変位時刻歴を Fig.6に示す．なお図中には，伝

達境界有無の両ケースでの応答振幅の包絡線を破線で示し

た．応答周期長はまくらぎ 2本の通過距離 1.2mに対応して

いる．また，車輪走行過程で応答振幅が次第に増大してい

る．これらのことから，不安定応答であるパラメータ励振が

発生していることが確認できる．伝達境界の有無が応答に及

ぼす影響は比較的小さいが，まくらぎ 2本を車輪が通過する

5



Fig. 6 Vertical displacement of running wheel

際の振動増幅率に多少の違いが認められる．伝達境界を設定

した場合の増幅率が 1.0051 であるのに対し，設定しない場

合は 1.004 であった．ちなみに，解析解 (3) より求めた増幅

率は 1.0057であり，前者の方がこれに近い値を与えている．

この差異は比較的わずかなものではあるが，応答安定性の確

保に必要となる軌道系減衰を評価する場合には重要となって

くる (4)．

6. おわりに

まくらぎにより離散支持された軌道モデルを対象に，半無

限軌道と等価な時間域伝達境界を構成した．そのために，ま

ず，半無限軌道を対象とした周波数域レセプタンス行列の逆

Fourier変換により時間域 Green関数を定式化した．その下

で，時間域伝達境界を，当該Green関数とレール端作用力の

時間域補間関数との合成積により表現した．具体的にはレセ

プタンス行列と補間関数を Fourier変換したものとの積を周

波数域で求め，それを逆 Fourier 変換することで導出した．

また，レセプタンス行列に関する周波数軸上の特異点の除去

法についても示した．最後に，数値解析例を通し，本研究で

構成した伝達境界が十分な精度を有し，無限軌道の解析に有

効であることを確認した．

なお，伝達境界の計算の際には，半無限軌道を表現するレ

セプタンス行列を求める必要があるが，これはまくらぎ 1区

間で与えられる軌道 1ユニットの離散化のみで実行可能であ

る．そのため，長尺な軌道モデルを用いた従来法に比べ，こ

れに要する計算負荷は極めてわずかなものとなる．
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