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This paper presents a fast direct solver for transmission problems for Helmholtz’ equation

in 2D. We show that the multi-trace formulation makes it possible to extend the fast direct

solver of the Martinsson-Rokhlin type to transmission problems, although the PMCHWT

formulation fails to do so. Some numerical examples are presented to validate the proposed

approach.
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1. はじめに

物理や工学における問題を，偏微分方程式の初期値・境界

値問題としてモデル化する際，その解を直接構成することは

通常難しい．そのため応用の上では近似解を数値的に求める

ことが重要となる．このとき，適する数値解法は扱う問題の

特性によって異なる．例えば散乱体に対して解析領域が無限

の広がりを持つ電磁波動散乱問題では，差分法や有限要素法

と異なり，無限遠での放射条件を厳密に扱える境界積分方程

式法が有効であることが知られている (1)．

境界積分方程式法を離散化して得られた線形方程式を解く

には，多重極法による層ポテンシャルの高速な評価とGMRES

などの反復解法との組み合わせが有効であることが知られて

いる．しかし，例えば GMRES の反復回数は係数行列の条

件数に大きく左右され，悪条件時には反復回数が大きくなっ

てしまう．そのため，係数行列に適切な前処理を施すことで

反復回数を減じることが重要である．特に PMCHWT定式

化 (2, 3, 4) においては，Calderonの式 (5) に基づく前処理に

より，反復回数を極めて少なくできると報告されている (6)．

ただし，有効な前処理の適用が難しい場合や，多数の右辺と

同一の係数行列に対して解を求める場合もあり，これらの条

件では反復解法の性質上，計算効率が低下することは明らか

である．

上記のような特定の条件における反復解法の欠点を克服
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するため，境界積分方程式の直接解法が研究されている．

その例としては，非対角部分行列を ACA 等で低ランク化

した H 行列を構成し，H 行列用の和，積を用いて高速に
LU 分解する方法 (7, 8) や，多重極モーメントや局所展開を

陽に書き下して構成した大規模疎行列を汎用ソルバで解く

Palsの方法 (9)，Interporative Decomposition(10)(ID)を用い

た Martinsson and Rokhlinの方法 (11) や，Palsの方法にお

いて多重極モーメント等を，IDにより数値的に求めた行列

で置き換える Ho and Greengardの方法 (12) などが挙げられ

る．この内 H 行列による方法は，必ずしも合理的に実装さ
れているとは言えない H行列の和や積を使用する点に問題
があり，Palsおよび Ho and Greengardの方法は疎行列の汎

用ソルバに計算効率が大きく依存する．したがって，疎行列

用汎用ソルバに依存しない Martinsson and Rokhlin の方法

は，適用可能な問題の範囲が広く，環境によらず安定した計

算速度を持つと考えられるので有効である．この方法は波動

散乱場におけるディリクレ境界値問題やノイマン境界値問題

に対しての適用例はみられるが (13)，transmisson 境界値問

題への適用は Isakari(14) らによる発表がある程度であり，特

に IDにおいて，proxyと呼ばれる仮想境界を用いた高速化

についてはほとんど研究されていない．

本稿では，2次元 Helmholtz方程式の transmission境界値

問題に対する Martinsson and Rokhlin の方法の適用につい

て考察する．その中で，transmission境界値問題に対する積

分方程式として広く用いられている，PMCHWT定式化によ



Fig. 1 Domain

る積分方程式 (2, 3, 4) に対してMartinsson and Rokhlinの方

法を適用するとそのアルゴリズムが破綻することを指摘し，

その問題は multi-trace型の積分方程式として定式化するこ

とで回避できることを説明する．さらに，提案する定式化の

妥当性および有効性を数値計算例によって確認する．

2. 問題の定式化

2.1. 支配方程式

2次元 Helmholtz方程式の transmission境界値問題の定式

化を行う．Fig.1のように，2次元の無限領域の中に滑らかな

境界 Γを持つ有界領域 Ω− を考え，その外部を Ω+ とする．

このとき，Ω+，Ω− において Helmholtz方程式

∆u+ (k+)2u = 0, in Ω+ (1)

∆u+ (k−)2u = 0, in Ω− (2)

を満たす解 uを，境界 Γ上での境界条件

u+ = u−, on Γ (3)

q+ = q−, on Γ (4)

および，Ω+ での散乱波 us = u− uI に課される放射条件の

もとで解く問題を考える．ここに，

q+ =
1

ε+
∂u+

∂n

q− =
1

ε−
∂u−

∂n

であり，Ω+ において k+ = ω
√
ε+µ+ は波数，ω は周波数，

ε+，µ+ は誘電率，透磁率であり，また Ω− においても同様

に k− = ω
√
ε−µ− は波数，ε−，µ− は誘電率．透磁率であり，

誘電率と透磁率はそれぞれの領域にわたって一様であるとす

る．u+，u− はそれぞれ Ω+，Ω− から Γへの uの極限値であ

り，nは Γ から Ω+ に向いた外向きの単位法線ベクトルとす

る．また uI は入射波である．

2.2. 境界積分方程式

式 (1)～(4)に対応する境界積分方程式は，(
ε+S+ + ε−S−) q (x)− (D+ +D−)u (x) = uI (x) (5)

−
(
D+∗

+D−∗
)
q (x) +

(
1

ε+
N+ +

1

ε−
N−

)
u (x)

= − 1

ε+
∂uI

∂n
(x) (6)

と表される．式 (5), (6)は PMCHWT定式化 (2, 3, 4) による

積分方程式と呼ばれ，式 (1)～(4)のような transmission問題

に対応する，解の一意性と存在が保証された境界積分方程式

の一つである．

ここに S−, D−, D−∗
, N− は, それぞれ

S−v(x) =

∫
Γ

G−(x− y)v(y)dSy (7)

D−v(x) =

∫
Γ

∂G−(x− y)

∂ny
v(y)dSy (8)

D−∗
v(x) =

∫
Γ

∂G−(x− y)

∂nx
v(y)dSy (9)

N−v(x) = p.f.

∫
Γ

∂2G−(x− y)

∂nx∂ny
v(y)dSy (10)

で定義される層ポテンシャルであり， ∂
∂nx

, ∂
∂ny
はそれぞれ境

界 Γ上の x ∈ R2, y ∈ R2 における法線微分を表し，G− は

G−(x− y) =
i

4
H

(1)
0 (k−|x− y|)

で表される波数 k− の 2 次元 Helmholtz 方程式の基本解で

ある．ここに，H
(1)
0 は 0次の第 1種 Hankel関数である．ま

た，式 (10) の積分は特異積分の有限部分の意味である．ま

た S+, D+, D+∗
, N+ はそれぞれ式 (7)～(10) の被積分核を

波数 k+ の基本解 G+ に置き換えたものである．

なお，本稿では実装の容易さから，得られた積分方程式は

区分一定基底を用いた選点法により離散化した．式 (5), (6)

を離散化すると，次のように行列表示できる．(
D+ +D− −(ε+S+ + ε−S−)

1
ε+

N+ + 1
ε−N− −(D+∗

+D−∗
)

)(
u

q

)
=

(
−uI

− 1
ε+

∂uI

∂n

)
(11)

ここに，S−等は S−等を離散化した行列であり，u等は u(x)

等を離散化したベクトルである．

3. 高速直接解法

3.1. IDを用いた高速直接解法のアルゴリズム

本節では，参照の便宜のため，式 (11)に対する IDを用い

た Martinsson and Rokhlinの方法 (11) について述べる．こ

の方法は，与えられた線形方程式を IDを用いて圧縮し，圧

縮された線形方程式を解いて得られる解を元の線形方程式の

解に変換することで問題を解く．その特徴は圧縮された線形

方程式の係数行列と，解の変換に関わる行列とを一度計算し

ておけば，別の右辺に対しても再度使用できることである．

まず，境界 Γを N 個の区分一定要素に離散化し，それら

を二分木の要領で境界セグメントに区分けする．すると，初

めの状態を深さ 0として，深さ lのときに 2l 個の境界セグメ

ントに区分けされる．簡単のため，ひとつの境界セグメント

の中に含まれる境界要素の数はmで等しく，N = 2lmであ

るとする．このとき，線形方程式 (11)は 2l × 2l のブロック

行列とみなせる．

元の線形方程式を Ax = f と書き，その i番目の行ブロッ

クの右辺に関する式を Aixi +
∑2l

j ̸=i Aijxj = fi と書く (i，j

は整数)．ここに，Ai は係数行列の対角部分行列である．係



数行列の非対角部分行列 Aij(i ̸= j)は遠くの境界要素同士の

影響を評価した値であるから，基本解の性質より低周波では

比較的変化が少ないため，IDにより Aij = UiRijVj と低ラ

ンク近似可能であり，

Aixi +
∑
j ̸=i

UiRijVjxj = fi (12)

と表される．Rij は Aij から選ばれたいくつかの行および列

スケルトンから構成された行列であり，Ui および Vj は ID

で作成された行列である．各行列やベクトルについての詳細

は後述する．

式 (12)を xi に関して整理すると，

xi = A−1
i (fi − Ui

∑
j ̸=i

RijVjxj) (13)

となる．yi ≡ Vixi として，両辺に左から Vi を乗じると，

yi = ViA
−1
i fi − ViA

−1
i Ui

∑
j ̸=i

Rijyj

となる．Ãi ≡ (ViA
−1
i Ui)

−1 とおき，両辺に左から Ãi を乗

じて，

Ãiyi +
∑
j ̸=i

Rijyj = ÃiViA
−1
i fi (14)

が得られ，式 (12)は式 (14)へと圧縮される．圧縮後の式 (14)

に現れる非対角部分行列の Rij は，Aij の行および列スケル

トンにより構成されているため，再度低ランク近似可能であ

ることに注意する．式 (14) は，隣合う境界セグメントをま

とめて一つとみなし，2l−1 × 2l−1 個のブロック行列を係数行

列とする線形方程式に組み直すことで，式 (12) と同様に再

度圧縮可能になる．

また式 (14)で解かれた yi から元の式 (12)の解 xi を求め

るには，式 (13)，(14)より，

xi = (A−1
i −A−1

i UiÃiViA
−1
i )fi +A−1

i UiÃiyi (15)

とすればよい．この式も，求めた xi を一階層深い l での yi

と読みかえることにより，再帰的に用いることができる．以

上により，多階層に圧縮された線形方程式 (14) を解いて yi

を求め，式 (15) を繰り返し用いることで元の線形方程式の

解 xi が得られる．

なお後述の数値計算では，(ViA
−1
i Ui)

−1の計算や圧縮され

た線形方程式の求解には Lapackルーチンを用いた．

3.2. PMCHWT 定式化の proxy を用いた高速化による

破綻

前小節の方法では，圧縮のステップにおける U，V の計

算時間がボトルネックとなる．実際，U，V を求めるために

は，Fig.2に示すように，ある注目する境界セグメントであ

る Γ1に対し，残りの境界要素 Γ2からの影響を評価してこれ

を rank-revealing QR分解 (15) などによって圧縮して求める

とよいが，この計算には非常に時間がかかる．しかしポテン

シャル論に基づくと，この計算は，Fig.2中に Γp として示す

proxyと呼ばれる仮想境界を用いて，Γp 上の境界要素と Γ2

Fig. 2 Γ1(solid arc), Γ2(dashed curve)，and

Γp(circle in solid curve)

の Γp の内部に含まれる境界要素とからの影響の評価に置き

換えることが可能である (11, 16)．これにより，U，V を高速

に計算することができる．

今考えている PMCHWT定式化による積分方程式 (11)で

は，例えば D+ +D− など，異なる波数を持ち，境界の内側

と外側においてそれぞれ別の微分方程式を満たす層ポテン

シャルの和が現れている．これらの和への遠くからの影響

を proxyを用いてまとめて評価できないため，D+ とD− 等

をそれぞれ別々に近似評価しなければならない．そのため，

Martinsson and Rokhlin の方法 (11) を transmission 境界値

問題に適用するには離散化された作用素の並べ方に工夫が

必要である．このことを踏まえると，式 (12)の Ai, Rij , Ui,

Vi, xi, fi はそれぞれ，

Ai =

(
D+

i +D−
i −ε+S+

i − ε−S−
i

1
ε+

N+
i + 1

ε−N−
i −D+

i

∗ −D−
i

∗

)

Rij =


D+

p1,p5 −ε+S+
p1,p6

1
ε+

N+
p2,p5 −D+

p2,p6
∗

D−
p3,p7 −ε−S−

p3,p8

1
ε−N−

p4,p7 −D−
p4,p8

∗



Ui =

(
Up1

i Up3
i

Up2
i Up4

i

)
, Vj =


V p5
j

V p6
j

V p7
j

V p8
j


xi =

(
ui

qi

)
, fi =

(
−uI

i

− 1
ε+

( ∂u
I

∂n
)i

)

とすると自然である．ここに，Ai ∈ C2m×2m，Ui ∈ C2m×4k，

Rij ∈ C4k×4k，Vj ∈ C4k×2m，k ≪ mである．k は IDによ

る D+
ij = Up1

i D+
p1,p5V

p5
j 等の分解時のランク (スケルトンの

数)であり，簡単のためすべての深さ l において k は一定と

するが，深さ lごとに容易に可変にできる．また，p1等は ID

によるスケルトンの選び方を示しており，p1, p2 (p5, p6)は波

数 k+ に関する行 (列)スケルトン，p3, p4 (p7, p8)は波数 k−

に関する行 (列)スケルトンの選び方である．例えば Up1
i は，

波数 k+ の一重層ポテンシャルと，二重層ポテンシャルの圧

縮に共通して使われるため，proxyからの影響を評価する関

数として何を用いるかが，最終的な数値解の精度に大きく関

わる．このことは，後に数値計算例にて確認する．



しかし，上記のような定式化を行うと，内側の波数 k− と

外側の波数 k+ が等しい場合，圧縮された表現 (14) におい

て Ãi が存在せず，アルゴリズムを実行することができない．

実際，

A−1
i =

(
E1

i E2
i

E3
i E4

i

)

として，ViA
−1
i Ui を計算すると，

ViA
−1
i Ui =

V p5
i E1

i U
p1
i V p5

i E2
i U

p2
i V p5

i E1
i U

p3
i V p5

i E2
i U

p4
i

V p6
i E3

i U
p1
i V p6

i E4
i U

p2
i V p6

i E3
i U

p3
i V p6

i E4
i U

p4
i

V p7
i E1

i U
p1
i V p7

i E2
i U

p2
i V p7

i E1
i U

p3
i V p7

i E2
i U

p4
i

V p8
i E3

i U
p1
i V p8

i E4
i U

p2
i V p8

i E3
i U

p3
i V p8

i E4
i U

p4
i


(16)

となり，内側の波数 k− と外側の波数 k+ が等しいときは，

Up1
i = Up3

i ，Up2
i = Up4

i ，V p5
i = V p7

i ，V p6
i = V p8

i である

ため，式 (16) の右辺の行列が特異となり，逆が存在せず，

Ãi = (ViA
−1
i Ui)

−1 を求めることができない．内外の波数が

異なるときでも，少なくとも内外のコントラストが小さい場

合は式 (16) の行列の条件数が大きくなり，高速多重極法を

用いた反復解法等に比較し，数値的な精度が悪化すると考え

られる．

3.3. multi-trace型の積分方程式による定式化

前小節における問題は，一箇所に 3つ以上の領域が接して

いる場合の定式化として発展した multi-trace型の積分方程

式 (17, 18)

D+u+ (x)− ε+S+q+ (x)− u−

2
(x) = −uI (x) (17)

1

ε+
N+u+ (x)−D+∗

q+ (x)− q−

2
(x) = − 1

ε+
∂uI

∂n
(x) (18)

u+

2
(x) +D−u− (x)− ε−S−q− (x) = 0 (19)

q+

2
(x) +

1

ε−
N−u− (x)−D−∗

q− (x) = 0 (20)

を応用することで回避できる．ここに，u+ は，解 uの外側

から境界への極限であり，同様に u− は，解 uの内側から境

界への極限である．multi-trace型の積分方程式 (17)～(20)を

式 (12)の形式に離散化すると，Ai, Rij , Ui, Vi, xi, fi はそれ

ぞれ，

Ai =


D+

i −ε+S+
i − I

2

1
ε+

N+
i −D+

i

∗ − I
2

I
2

D−
i −ε−S−

i

I
2

1
ε−N−

i −D−
i

∗

 (21)

Rij =


D+

p1,p5 −ε+S+
p1,p6

1
ε+

N+
p2,p5 −D+

p2,p6

∗

D−
p3,p7 −ε−S−

p3,p8

1
ε−N−

p4,p7 −D−
p4,p8

∗


(22)

Ui =


Up1

i

Up2
i

Up3
i

Up4
i

 (23)

Vj =


V p5
j

V p6
j

V p7
j

V p8
j

 (24)

xi =


ui

+

q+i

u−
i

q−i

 , fi =


−uI

i

− 1
ε+

( ∂u
I

∂n
)i

0

0

 (25)

と書かれる．

この定式化において，内側と外側の波数が等しい際，すなわ

ち ε− = ε+(= ε)のときの Ãiを考える．このとき，S+
i = S−

i

であり，これを Si と表記する．Di，D∗
i，Ni も同様とする．

Ai は行列 Ci を用いて，

Ai =

(
Ci − I

2

I
2

Ci

)

と書ける．ここに，

Ci =

(
Di −εSi

1
ε
Ni −D∗

i

)

である．この時，Calderonの式 (5) により，

C2
i =

(
I
4

0

0 I
4

)

である (Calderonの式は離散化の影響により数値的には等号

が成立しないことに注意する)．従って，(
2Ci I

−I 2Ci

)(
Ci − I

2

I
2

Ci

)
=

(
I 0

0 I

)

より，

A−1
i =

(
2Ci I

−I 2Ci

)

であり，Ãは，

Ãi = (ViA
−1
i Ui)

−1

= 2·
V p5
i DiU

p1
i −εV p5

i SiU
p2
i

1
2
V p5
i Up1

i 0
1
ε
V p6
i NiU

p1
i −V p6

i D∗
i U

p2
i 0 1

2
V p6
i Up2

i

− 1
2
V p5
i Up1

i 0 V p5
i DiU

p1
i −εV p5

i SiU
p2
i

0 − 1
2
V p6
i Up2

i
1
ε
V p6
i NiU

p1
i −V p6

i D∗
i U

p2
i


−1

と求められる．したがって，multi-trace 型の定式化 (21)～

(25)により，ViA
−1
i Uiの特異性は除去され，問題なく Ã−1を

得ることができる．また Calderon の式により，multi-trace

型の定式化と PMCHWT定式化との等価性を示すことがで



Fig.3 Evaluation of Up1 etc. Fig.4 Evaluation of V p5 etc.

Table 1 Evalution pattern of proxy

proxy1 proxy2

Up1 G+(x− y) G+(x− y)

Up2 ∂G+(x− y)

∂nx

∫
Γy

∂2G+(x− y)

∂nx∂ny
dSy

Up3 G−(x− y) G−(x− y)

Up4 ∂G−(x− y)

∂nx

∫
Γy

∂2G−(x− y)

∂nx∂ny
dSy

V p5

∫
Γy

∂G+(x− y)

∂ny
dSy

∫
Γy

∂2G+(x− y)

∂nx∂ny
dSy

V p6

∫
Γy

G+(x− y)dSy

∫
Γy

G+(x− y)dSy

V p7

∫
Γy

∂G−(x− y)

∂ny
dSy

∫
Γy

∂2G−(x− y)

∂nx∂ny
dSy

V p8

∫
Γy

G−(x− y)dSy

∫
Γy

G−(x− y)dSy

きるので，積分方程式 (17)～(20)から得られる解が一意であ

り，u+ = u−，q+ = q− であることがわかる．

節 3.1の多階層の方法を，この定式化による積分方程式に

適用する際は，線形方程式の圧縮，あるいは圧縮された解

を元の解に変換する時に，次の階層において multi-trace型

の形式が保たれるように線形方程式の要素の並び替えを行

うことに注意する．以上により，multi-trace 型の定式化を

用いると，Martinsson and Rokhlin の高速直接解法 (11) を

Helmholtz方程式の transmission問題に対して，圧縮アルゴ

リズムの破綻を回避しつつ適用できることが示された．

4. 数値計算例

本節では，節 3.3 で述べた multi-trace 型の定式化による

高速直接解法の数値計算結果を述べる．解析解が得られる条

件において，2種類の proxyと問題の自由度数ごとの，計算

時間と数値解の精度を示す．

計算条件は次の通りである．境界形状は中心が (x1, x2) =

(0, 0)で半径 r = 0.45の正円とし，入射波を uI = J1(k
+r)eiθ

とすると，解析解を容易に求めることができる．ここに，J1

は一次の Bessel関数であり，θは極座標表示における角度で

ある．境界 Γの外側の誘電率 ε+ = 1，内側の誘電率 ε− = 4.0，

外側の波数 k+ = 8.0，内側の波数 k− = 4.0とし，リーフセ

グメントの分割数m = 100とした．また二分木の深さ lは 2
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Fig. 5 Computational time vs DOF
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Fig. 6 Relative errors of solutions

～9，つまり問題の自由度数 N は 1600～204800 の 8 パター

ンとし，ID による行，列スケルトンの数は k = 40 とした．

Fig.2における仮想境界 Γp の半径は，文献 (16) にならい Γ1

を囲む最小の円の半径の 1.5 倍とし，Γp はその半径によら

ず 70の境界要素に分割した．そして，Up1等 (iは省略)を求

めるための，Γ1 と，Γp および Γp の内部に含まれる Γ2 (以

下，Γ′
p と呼び，特記しない限り Γ′

p 部分も含めて Γp と呼称

する) との影響の評価については，Table 1 に示す 2 パター

ンの関数を用いた．Table 1 における関数はそれぞれ，Up1

等に関しては Fig.3のように，Γp上に密度関数が置かれてい

るときのポテンシャルを Γ1 上で評価したもの，逆に V p5 等

は Fig.4のように，Γ1 上に密度関数が置かれているときのポ

テンシャルを Γp 上で評価したものである．これらの図で，x

はポテンシャルの評価点，y は密度関数が配置された境界要

素上の点とし，法線 nx および ny は Fig.3，Fig.4に示す向き

とする．

各 proxy評価パターンはそれぞれ，proxy1は Gillman(16)

らの方法の自然な拡張であり，proxy2は，proxy1を改良し

て，Γ′
p 部分の影響を大きく評価できるようにした方法であ

る．proxy2 における改良の方針は次の通りである．例えば

V p5，V p7では，Γ1上に二重層ポテンシャルを配置し，Γ′
p 部



分上においてポテンシャルを計算すると，Γ1上での法線方向

と，x− y との向きが直交に近くなるため，小さな値が計算

される．このため，IDによる圧縮時に Γ′
p 部分に近い Γ1 上

の境界要素がスケルトンとして選ばれにくくなり，ID によ

る圧縮の精度が低下することが予想される．しかし，Γ1 上

の二重層ポテンシャルの法線微分を Γ′
p で評価する場合には，

小さな値が計算されることはないため，Γ1 と Γ2 部分との境

目付近の境界要素がスケルトンとして選択される．proxyの

改良の方針は，Up2，Up4 に関しても同様である．

二分木の根を深さ l = 0 として，それぞれの自由度数に

おいて最大深さから深さ l = 2 までを圧縮して線形方程式

を解いた場合の，各 proxy ごとの計算時間を Fig.5 に示し，

数値解と解析解との (l2) 相対誤差を Fig.6 に示す．Fig.5 よ

り，2つの proxy評価パターンどちらでも，概ね O(N)の高

速計算を実現できていることがわかる．しかし，Fig.6から，

proxy1 では，自由度数が大きくなると，数値解の精度が悪

化することがわかる．このように，multi-trace型の定式化を

行った上で，proxy2の方法を用いることで，transmission境

界値問題を精度良く解くことができることが確認された．た

だし，この proxy評価法が最適であるかという議論は別途必

要である．

5. おわりに

本稿では，2次元 Helmholtz方程式の transmission境界値

問題に対し，multi-trace型の積分方程式の定式化 (17, 18) を

導入することで，Martinsson and Rokhlinによる高速直接解

法 (11, 13) が適用可能になることを示し，数値計算によりそ

の妥当性を確認するとともに．proxyの取り方の解の精度へ

の影響について考察した．

今後の課題としては，正円以外の複雑な散乱体形状や 3次

元問題，周期境界値問題への適用検討が挙げられる．
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