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In the last several decades, periodic structures such as photonic and phononic crystals

have attracted much attention of researchers and engineers because these materials have

various special properties such as full bandgaps. The full bandgap is defined as a “fre-

quency range in which waves cannot propagate in any direction”. It is expected that the

distinguished property can realise advanced wave devices such as photonic crystal laser,

cloaking etc. To design such sophisticated devices, it is required to establish a method for

controling full bandgaps of periodic structures. The main scope of this paper is to design

periodic structures with large full bandgaps. We present a topology optimisation for 2D

photonic crystals with the square and the hexagonal lattice.
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1. 緒言

近年，フォトニック結晶やフォノニック結晶等，その周期

構造に起因して特異な波動特性を持つ新規材料が注目を集め

ている．フォトニック結晶は電磁波に対するフルバンドギャッ

プ，すなわち任意の方向に進む波が伝播できない周波数帯を

有する材料であり，フォノニック結晶は弾性波に対するフル

バンドギャップを有する材料である．これらの材料は，これ

までにない波動特性を有する新規デバイスへの応用が見込ま

れるとして，その研究開発が進められている (1) ．

周期構造の設計開発においては，所望の周波数帯におけ

るフルバンドギャップを実現する構造を設計することが重要

である．したがって，このような材料の最適設計問題は所

望の周波数帯におけるフルバンドギャップ幅の最大化問題と

して定式化することができる．フルバンドギャップは，第一

Brillouinゾーン中の全ての波数ベクトルに対し，周期境界値

問題の固有値が存在しない周波数帯として定義される．した

がって，フルバンドギャップの上下端を周期境界値問題の固

有値問題（周期固有値問題）を解いて求め，これらをフルバ

ンドギャップ幅を広げるように移動させる最適化問題を解く

ことで周期構造の最適設計を行うことができる．しばしば，

2016 年 9 月 30 日受付，2016 年 10 月 21 日受理

設計領域を張る Eulerメッシュを利用した最適化が行われる

が (2) ，領域形状を高精度に保持するためにはメッシュを逐

次更新しながら順解析を行うことが望ましい．その場合には

メッシングのコストが小さい境界要素法が考えられる．とこ

ろが，周期固有値問題を有限要素法で再定式化した場合には

一般化固有値問題になる一方で境界要素法で再定式化した場

合には非線形固有値問題となる．このことに起因して，従来

は周期構造の最適設計に境界要素法はあまり用いられてこな

かった．しかし，近年提案された Sakurai–Sugiura (SS)法 (3)

を利用することにより，非線形固有値問題を比較的容易に解

くことが可能となった．実際，境界要素法に由来する非線形

固有値問題を SS法で解いた例として Gaoら (4) ，周期固有

値問題を境界要素法と SS法を利用して解いた例として野瀬 ·
西村 (5) を挙げることができる．著者らの研究グループでも，

境界要素法を用いた非周期固有値問題のトポロジー最適化手

法を開発し (6) ，周期固有値問題についても多重極法に基づ

く高速直接境界要素法と SS 法を用いた解法を確立した (7) ．

そこで本研究では，フォトニック結晶の TE偏光の電磁場

に対するフルバンドギャップ幅の最大化問題を，SS 法と境

界要素法を用いたトポロジー最適化によって解く手法を開発

する．



2. 定式化

本節では，2 周期構造のバンド構造におけるフルバンド

ギャップ幅の最大化を目的とした最適設計の理論を構築する．

第 2.1節から第 2.3節で境界要素法を用いた 2周期構造のバ

ンド構造解析の定式化を行い，第 2.4節から第 2.6節で最適

化問題の定義と，それを解くためのアルゴリズムを示す．

2.1. 2周期構造に対する固有値問題

Fig. 1 のような，x3 軸方向に一様な誘電体と完全導体

からなる 2 周期構造 Ω の単位セル U := {x | x = pa1 +

qa2, p, q ∈ R, 0 < p < 1, 0 < q < 1} を考える．ここに，
ai ∈ R2 (i = 1, 2)は基本並進ベクトルであり，nは U ∩Ωの

外向き単位法線である．

Fig. 1 A unit cell of the domain Ω.

TE偏光の電磁場を考えると，磁場の面外成分 uは単位セ

ル U 内で次の 2次元 Helmholtz方程式を満たす．

∇2u(x) + εω2u(x) = 0 x ∈ U ∩ Ω (1)

ここに，ω, εはそれぞれ，角周波数，誘電率を表す．また，

u(x)が Γq における斉次境界条件

q(x) :=
∂u(x)

∂n
= 0 x ∈ Γq (2)

及び次の擬周期境界条件

u(x+ ai) = u(x) exp(iK · ai) x ∈ ΓI (i = 1, 2) (3)

∂u

∂xi
(x+ ai) =

∂u

∂xi
(x) exp(iK · ai) x ∈ ΓI (i = 1, 2) (4)

を満たすとする．ここに，K ∈ R2 は，Bloch の波数ベク

トルである．ΓI はユニットセル U の境界の一部分であり，

ΓI := ∪i=1,2ΓIi, ΓIi = {x | x = pai, p ∈ R, 0 < p < 1} と
定義する．また，ΓD 及び ΓDi を各々ΓD = ∪i=1,2ΓDi, ΓDi =

{x | x− a3−i ∈ ΓIi} と定義し，Γ = Γq ∪ ΓI ∪ ΓD とする．

以降，上記の境界値問題 (1)–(4)を満たす非自明な u(x)が

存在する ω を周期問題の固有値と呼び，それを求める問題

を周期固有値問題と呼ぶ．

2.2. 境界要素法による周期固有値問題の定式化

周期固有値問題を境界要素法を用いて再定式化する．境界

値問題 (1)–(4)と等価な境界積分方程式は次式で与えられる．

c(x)u(x) + (DΓqu)(x) +

2∑
k=1

(DΓIku)(x)

+

2∑
k=1

(D̃ΓDku)(x)−
2∑

k=1

(SΓIkq)(x) +

2∑
k=1

(S̃ΓDkq)(x) = 0

(5)

ここに，c(x)は自由項，S, D, S̃, D̃ は次式で表される積分
作用素である．

(SΓq)(x) =

∫
y∈Γ

G(x− y)q(y)dS(y) (6)

(DΓu)(x) =

∫
y∈Γ

∂G(x− y)

∂n(y)
u(y)dS(y) (7)

(S̃ΓDiq)(x) =

∫
y∈ΓDi

G(x− y) exp(iK · ai)q(y − ai)dS(y)

(8)

(D̃ΓDiu)(x) =

∫
y∈ΓDi

∂G(x− y)

∂n(y)
exp(iK · ai)u(y − ai)dS(y)

(9)

ただし，i = 1, 2である．また，G(x−y)は 2次元Helmholtz

方程式の基本解であり，次の表現を持つ．

G(x− y) =
i

4
H

(1)
0 (k|x− y|) (10)

ここに，H(1)
0 は 0次の第一種 Hankel関数である．したがっ

て，周期固有値問題は，境界積分方程式 (5)が非自明解を持

つ固有値 ωを求める問題に帰着された．ここで，選点法を用

いて積分方程式 (5)を離散化すると次式のような代数方程式

を得る．

A(ω)ψ = 0 (11)

ここに，A(ω) ∈ CN×N は影響係数マトリクス，ψ ∈ CN は

成分に境界選点における u on Γq ∪ ΓI, q on ΓI の値を含む

列ベクトル，N は境界要素数である．

ところで，ωは基本解 (10)の非線形性に起因して A(ω)に

非線形に含まれるので，解くべき問題は式 (11) を満たす非

自明解 ψ が存在する固有値 ω を求める非線形固有値問題で

ある．これを本稿では Sakurai–Sugiura (SS) 法を用いて，一

般化固有値問題に変換することで数値解析を行った．SS 法

の詳細については文献 (3, 4, 5, 6, 7) を参照されたい．

2.3. 第一 Brillouinゾーン

さて，フルバンドギャップは全ての波数ベクトル K ∈ R2

に対する，上述の非線形固有値問題の解が存在しない角周波

数 ωの領域として定義される．実際には，構造の周期性を考

えると第一 Brillouinゾーンの全ての波数ベクトルK を考え

れば十分である．2次元周期構造における第一 Brillouinゾー

ンとは，次式で表される一般の逆格子ベクトルGのうち，ゼ

ロベクトルを除く大きさの最も小さい逆格子ベクトルの垂直



二等分線で囲まれる領域である．

G = l1b1 + l2b2 (l1, l2 ∈ Z) (12)

ai · bj = 2πδij (i, j = 1, 2) (13)

ここに，bi ∈ R2 (i = 1, 2)は基本逆格子ベクトルであり，δij

はクロネッカーのデルタである．正方格子と六方格子の第一

Brillouinゾーンを Fig. 2に示す．

Fig. 2 The first Brillouin zone of (left:) square

lattice, (right:) hexagonal lattice.

本来的には第一 Brillouinゾーンの全ての波数ベクトル K

を考える必要があるが，構造にしかるべき対称性 (8) がある

ときに，多くの場合に Fig. 2 で表される第一 Brillouinゾー

ンの点 K − Γ −M − Kを結ぶ線上に終点をもつ波数ベクト

ルに対して固有値が存在しない時にフルバンドギャップが実

現されることが知られている．しかしながら，このことは常

に成り立つとは限らない．

以上より，ここでは K− Γ−M−K上の波数ベクトル K

に対して，代数方程式 (11)が非自明解 ψ を持つ固有値 ω を

求める非線形固有値問題を取り扱う．

2.4. 最適化問題とその解法

本稿における最適化問題は Fig. 1 のような周期構造につ

いて，次式で表される目的関数 J が最大となる領域 Ωを求

める問題である．

J =

m∑
i

n∑
j

Wijω
2
ij (14)

ここに，ωij は，前節で定義した非線形固有値問題をK−Γ−
M − K上から n個選んだ波数ベクトルのうち第 j 波数ベク

トルについて，SS 法を用いて解くことによって得られるm

個の固有値のうち，第 iモードのものであり，Wij は適当な

重みである．

本稿では，上記の最適化問題を解くための手法として，ト

ポロジー最適化を用いる．トポロジー最適化の手順は，まず

適当な初期形状に対して固有値解析を行い，得られた固有値

ωij に対するトポロジー導関数 Tij を計算して，それを利用

することで設計対象の形状を更新する．なお，形状の表現に

は，後述のレベルセット法を用い，前述の対称性を維持する

ための操作をレベルセット関数に対して施す．以降は，得ら

れた形状を同じ手順で逐次更新し，バンドギャップ幅が収束

したら最適化を終了する．

2.5. トポロジー導関数

本節では，トポロジー導関数の導出について述べる．

境界値問題 (1)–(4) を満たす非自明な関数 u が存在する

λ = ω2 を求める周期固有値問題を考える．本節の目的は誘

電体領域 Ω内に微小円形導体領域 Ωε が出現する際の λの変

化の割合，つまり，トポロジー導関数を導出することである．

簡単のため，λの重複度は 1として，実数の λについて考え

る．周期境界値問題 (1)–(4)のある固有対 (λ, u)に対し，次

の弱形式が成り立つ．

0 = −
∫
ΓI∪ΓD

ũu,jnjdΓ +

∫
Ω

ũ,ju,jdΩ− λ

∫
Ω

ũudΩ (15)

ここに，ũ は試験関数である．なお，以降の数式において

繰り返し現れる添字 j について j = 1, 2 の範囲で和をと

る．ここで，Fig. 3 のように Ω 内部に完全導体 Ωε が出現

し，(λ, u) → (λ+ δλ，u+ δu)と変化したとする．このとき，

Fig. 3 An emergence of a conductor domain Ωε.

u+ δuは次の境界値問題を満たす．

(u+ δu),jj(x) + (λ+ δλ)(u+ δu)(x) = 0 x ∈ Ω \ Ωε (16)

(u+ δu),jnj(x) = 0 x ∈ Γq ∪ Γε (17)

(u+ δu)(x+ ai) = (u+ δu)(x) exp(iK · ai) x ∈ ΓI (18)

(u+ δu),j(x+ ai)nj(x+ ai)

= (u+ δu),j(x)nj(x) exp(iK · ai) x ∈ ΓI (19)

また，Ωε の出現に伴い，式 (15)は次式となる．

0 =−
∫
ΓI∪ΓD

ũ(u+ δu),jnjdΓ +

∫
Ω\Ωε

ũ,j(u+ δu),jdΩ

− (λ+ δλ)

∫
Ω\Ωε

ũ(u+ δu)dΩ (20)

ここで，Γε 上の法線は Ω \ Ωε の外向きを正と定義した．

δuδλ ≈ 0と仮定し，式 (15)を利用すると次式を得る．

0 =−
∫
Ω\Ωε

(ũ,jj + λũ)δu dΩ +

∫
Γq

ũ,jnjδu dΓ

+

∫
ΓI∪ΓD

(ũ,jnjδu− ũδu,jnj)dΓ

+

∫
Ω\Ωε

(ũ,ju,j − λũu)dΩ

−
∫
Γε

ũ,jnjδu dΓ− δλ

∫
Ω\Ωε

ũudΩ (21)

ũとして，境界値問題 (1)–(4)の波数ベクトルを −K で置き
換えた境界値問題を満たすものを選び，このような ũが uと



複素共役な関係にあることに注意して式 (21)を δλについて

整理すると，次式が得られる．

δλ =

−
∫
Ωε

(|u,j |2 − λ|u|2)dΩ +

∫
Γε

ũ,jnjδu dΓ∫
Ω\Ωε

|u|2dΩ
(22)

以降は非周期構造の場合 (6) と同様の式変形を施すことで，

次式のトポロジー導関数 T (x)を導出することができる．

T (x) = −2|∇u(x)|2 + λ|u(x)|2 (23)

2.6. レベルセット法

本節では，Ω の形状の表現に用いるレベルセット法につ

いて簡単に述べる (2)．レベルセット法とは，固定設計領域

D ⊂ Ω で定義されるスカラー関数であるレベルセット関数

ϕの零等位面により，材料の分布を明確に表現する方法であ

る．ここでは，レベルセット関数を次式で定義する．
0 < ϕ(x) ≤ 1 for ∀x ∈ Ω

ϕ(x) = 0 for ∀x ∈ Γ

−1 ≤ ϕ(x) < 0 for ∀x ∈ D\Ω

(24)

レベルセット関数 ϕを導入することにより，上述の最適化問

題はレベルセット関数の分布を求める問題となる．ϕに適当

Fig. 4 A material distribution expressed with the

level set method.

な初期仮定を与え，次式に基づいて ϕの分布を更新すること

で，ϕの最適な分布を探索する．

∂ϕ(x, t)

∂t
=

∑
j

wjTj(x, t) + τ∇2ϕ(x, t) in D (25)

ϕ(x, t) = c on ∂D (26)

ここに，tは仮想的な時刻，τ > 0は ϕの滑らかさを規定す

るパラメータ (複雑度係数)であり，cは適当な正の数である．

また，Tj(x, t)は次式で表される．

Tj(x, t) =

m∑
i

WijTij(x) (27)

ここに，Tij(x)は固有値 λij に対するトポロジー導関数であ

る．wj は，各波数ベクトル毎に計算されたそれぞれのトポ

ロジー導関数 Tj(x, t)に対する重みである．反応拡散方程式

(25) を用いることで多くの場合に最適解が求まることが知

られている (2, 9)．

3. 数値実験

以下の数値例では Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2640 v3 @

2.60GHzプロセッサ（コア数：16）を用い，OpenMPで並列

化したプログラムを用いた．また，ε = 1とした．

3.1. 数値計算例 1

3.1.1. 問題設定

Fig. 1 において θ = 90◦, |a1| = |a2| = 1 とした，Fig. 5

のような初期形状を考える．初期形状に対してバンド計算を

行ったところ Fig. 6が得られた．ただし，波数ベクトルK は

第一 Brillouinゾーンの Γ点を除く K− Γ−M−K上に等間

隔に 29点設定した．

Fig. 5 The initial configuration of unit cell.
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Fig. 6 The initial band diagram of unit cell.

式 (14)の目的関数 J に含まれる重み関数Wij を適当に設

定することで得られる目的関数

J =
∑
j

(λ4j − λ3j), j = 1, · · · , 29 (28)

を最大化する領域 Ω の形状を求める最適化問題を解いた．

すなわち，第 3, 4 モードの間のフルバンドギャップ幅を最

大化する最適化を行った．固定設計領域 D は単位セル U と

した．レベルセット関数の更新に用いたパラメータは各々，

wj = (ω4j − ω3j)
−1，τ = 5.0 × 10−3，c = 1.0 であり，Fig.

6 の四角のシンボルは，トポロジー導関数の計算に利用し

た固有値を表す．なお目的関数としてフルバンドギャップ幅

（minω4j −maxω3j）を用いることも考えられるが，数値実

験の結果は式 (28)を用いた場合の方が良好であった．



3.1.2. 計算結果

前節の最適化問題をトポロジー最適化を用いて解くこと

によって，Fig. 7のような最適形状とそのバンド構造が得ら

れた．ただし，領域の境界 ΓI ∪ ΓDの要素分割数は 240とし，

境界 Γq は境界 ΓI ∪ ΓD と要素長が同程度となるように，レ

ベルセット関数から自動的に境界要素を分割した (9)．最適

形状のバンド構造に注目すると，初期形状では存在しなかっ

た第 3, 4モードの間のフルバンドギャップが出現しているこ

とがわかる．また，得られた最適形状には，トポロジー導関

数を計算した第 3, 4 モードの間だけでなく，他のモード間

にも幾つかのフルバンドギャップが達成されている．
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Fig. 7 The configuration of unit cell in step 37.
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Fig. 8 The band diagram of unit cell in step 37.
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Fig. 9 The history of the full bandgap width.

最適化の各ステップにおけるフルバンドギャップ幅（minω4j−
maxω3j）を Fig. 9に示した．ステップを追う毎にフルバン

ドギャップ幅が増加し，step 6あたりから一定の範囲内に収

束していることがわかる．step 31から step 34でフルバンド

ギャップ幅が大きく変化しているが，その原因としては単位

セルのトポロジーが大きく変化していることが考えられる．

最適形状（step 37）のフルバンドギャップ幅は 1.511 であっ

た．また，step 37の計算時間は 1814 secであった．

3.2. 数値計算例 2

3.2.1. 問題設定

Fig. 1 において θ = 60◦, |a1| = |a2| = 1 とした，Fig. 10

のような初期形状を考える．初期形状は Fig. 11の様なバン

ド構造を持つ．この初期形状に対して数値計算例 1 と同様

の条件で最適化問題を解くことで，第 3, 4 モードの間のフ

ルバンドギャップ幅を最大化する最適化を行った．ただし，

τ = 8.0× 10−4 とした．

Fig. 10 The initial configuration of unit cell.
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Fig. 11 The initial band diagram of unit cell.

3.2.2. 計算結果

前節の最適化問題をトポロジー最適化を用いて解くこと

によって，Fig. 12 のような最適形状とそのバンド構造が得

られた．ただし，領域の境界 ΓI ∪ ΓDの要素分割数は 240と
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Fig. 12 The configuration of unit cell in step 20.

した．また，境界 Γq は数値計算例 1と同様の手法を用いて

要素分割した．最適形状のバンド構造に注目すると，初期形

状では存在しなかった第 3, 4モードの間のフルバンドギャッ
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Fig. 13 The band diagram of unit cell in step 20.

プが出現していることがわかる．また，得られた最適形状に

は，トポロジー導関数を計算した第 3, 4モードの間だけで

なく，他のモード間にも幾つかのフルバンドギャップが達成

されている．
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Fig. 14 The history of the full bandgap width.

最適化の各ステップにおけるフルバンドギャップ幅（min k4j−
max k3j）を Fig. 14に示した．ステップを追う毎にフルバン

ドギャップ幅が増加し，step 20でピークに達し，その後は一

定の範囲内に収束していることがわかる．収束の過程でフル

バンドギャップ幅が大きく減少しているが，その原因として

は式 (25)の正則化項 τ∇2ϕにより，Fig. 12の最適形状の単

位セル中の右上と左下に見られる穴がステップを追う毎に小

さくなり，step 30で完全に消失していることが原因と考え

られる．最適形状（step 20）のフルバンドギャップ幅は 3.028

であった．また，step 20の計算時間は 2993 secであった．

4. 結言

2周期構造のバンド構造解析を境界要素法と SS法を用い

て行い，フルバンドギャップ幅の最大化を目的としたトポロ

ジー最適化手法を開発した．誘電体と導体からなる 2周期構

造の TE偏光の電磁場に対するフルバンドギャップ幅の最大

化問題の数値実験を行い，数値計算結果を示した．またその

実験結果において，所望のモード間のフルバンドギャップ幅

が，最適形状で最大となったことから，本提案手法の有効性

を確認した．今後の研究課題としては，完全導体領域が周期

境界と交差する場合も考慮した最適設計アルゴリズムの開発

や，順解析の高速化，最適化の過程で固有値の入れ替わりが

生じる場合の対処法 (10) の検討などが挙げられる．
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