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This paper presents an useful technique for inverse analysis method to identify unknown 
parameters corresponding to detect lateral stiffnesses of each stories of a 3-story frame 
model. Especially, characteristics of inverse analyses based on filtering theory using 
iterative calculation algorithm were studied numerically. Projection filter which is given 
as a simple formula was adopted as an example of some filtering algorithm. Our present 
study focused on the engineering quantities related sensitivity matrix, difference technique 
and setting method of initial values were proposed to calculate stably the iterative 
calculations. The effectiveness of proposed method are shown through some numerical 
demonstration for the inverse analyses.  
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1. 序論 

振動系の逆問題の例として，固有振動数を観測し，ばね定

数を同定する問題が知られている．工学問題として建築構造

物を例にとると，地震等による損傷検出が知られている(1)．

一般にこうした問題は構造ヘルスモニタリングと呼ばれてお

り，通常は，加速度センサ等を用いて固有振動数を観測し，

剛性低下した損傷層を検出しようとするものである． 

 筆者らはこれまで，中低層建築物を対象としていくつかの

フィルタリングアルゴリズムを繰り返し計算手法とする逆解

析法を用い，損傷層のみならず，すべての層の水平剛性を同

定する構造システム同定(2)を報告してきた．ここ十数年の構

造システム同定や構造損傷検出問題は，柱や梁の特定の部材

をターゲットとした局所損傷検出問題(3)や，筆者らのように

建築構造物全体を損傷検出の対象とする広域損傷検出(4)が報

告されている．損傷検出手法もしくは逆問題解析手法は様々

な状況に応じて提案されている．その中でも，動的システム

に対する離散時間モデルに関するフィルタリングアルゴリズ

ムとして，Kalman フィルタは良く知られている．そのため

Wiener フィルタに基づく Kalman フィルタは進歩を遂げ，強

非線形の逆問題では，数理モデルに含まれる物理・工学パラ

メータを実測から求め，極力現象に適合するパラメータを構

成するデータ同化(5)が提案されており，この流れの中でアン

サンブル Kalman フィルタ(6)や粒子フィルタ(7)が提案されてい

る．筆者らは，正則化パラメータを有するパラメトリック射

影フィルタを提案し，局所損傷検出問題(8)や広域損傷検出問

題(9)を報告してきた．この際，未知数が多くなると当然，繰

り返し計算が駆動せず，収束解が得られない場合が数多く見

られた．そこで，繰り返し計算における状態量の変化をコン

トロールするフィルタの，特に感度行列に着目し、収束解が

得られる場合とそうでない場合について検討を加え，感度行

列の差分近似の方法と初期値の設定方法の観点から，より安

定した計算方法を提案した(10)． 

 本研究もこれら一連のパラメトリックスタディの一部であ

り，本手法は同定すべき状態量に差があるほど安定した繰り

返し計算が困難となることを踏まえ，本論では特に損傷程度

が大きい場合の感度行列とその行列式の繰り返し計算におけ

る推移から，本計算手法の妥当性を確認することを目的とし

ている．本研究でも既往の文献(10)と同様に，感度行列のみで

構成される射影フィルタを用いることにする．  

2.  逆問題解析の構成 

振動系を数理モデルとした逆問題解析を構成するにあた

って，3 層フレームモデルを対象に射影フィルタを用いた具

体的な逆問題解析手法について述べる． 

2.1. 逆問題解析の構成 

Fig.1 に示すような，ばね－質点系により表現されるフレ

 



ーム構造物の損傷検出に関する逆問題を構成する．本構造モ

デルは，せん断系モデルとしての鋼製（SS400 材）フレーム

モデル(10)であり，すべての層の水平剛性が等しい（損傷が

ない）モデルと複数層に 25％の剛性低下を仮定したモデル

の 4 体を作成した．ここで，水平剛性とは，地震等の水平力

に対する変形のしにくさを表し，建築物の耐震性能の評価指

標の一つとして知られている．本構造モデルでは，柱の端部

の接合方法として剛接合を仮定していることから，その値は，

柱の構造のみに依存することになり，特に柱の形状およびヤ

ング係数により決定されることになる．本モデルの諸元を

Table1 に示す．逆解析に当たっては，柱の断面形状を調整す

ることで，各層に剛性低下を設定することにした．  

 

Fig.1 Outline of frame model 

Table1 Structural parameters of frame model 

Column Section (mm) 6.0×6.0 
Height of Story (mm) 300 
Scale of Plate (mm) 300×300×9.0 

Young’s Modulus (N/mm2) 2.05×105 
Mass of each story (kg) 6.65 
Lateral Stiffness (N/mm) 36.02 

 

本逆問題解析では，状態量として各層の水平剛性を，観

測量として各モードの固有円振動数を採用することにし，対

象となる振動系の運動方程式は式(1)で与えられる． 

	M ࢞ሷ ሺtሻ ൅ K x(t) ൌ 0 (1) 

ここにM	は質量行列，K	は剛性行列である．また， ሶ ൌ ∂/∂t

であり時間微分を意味する．なお，減衰が固有円振動数に与

える影響は無視できるものとする．式(1)の解として，調和解

を仮定する．  

	x(t) ൌ Aeiωt (2) 

ここに，A は振幅ベクトル，ω は円振動数であり，	i=√െ1であ

る．これを運動方程式に適用すると，同次代数方程式(3)を得る． 

(K െ ω2Mሻ A ൌ 0 (3) 

同次代数方程式(3)が非自明解を持つ条件は(4)式で与えられる． 

หK െ ω2Mห ൌ 0 (4) 

式(4)を計算することにより固有円振動数	ω	を求める順問題が構

成される．逆問題解析では，質量行列	M を既知とする前提で，

固有円振動数	ω	を観測量，剛性行列	K	を未知状態量とすること

で，各層の水平剛性を同定する．同定に当たっては，次節で述

べる射影フィルタのフィルタリングアルゴリズムを採用する． 

2.2. 逆問題解析手法 

固有円振動数を観測し，水平剛性を同定する振動系の逆解析

手法としてフィルタリングアルゴリズムによる繰り返し計算を

採用する．筆者らはこれまで Kalman フィルタ（Winner フィル

タ），射影フィルタ，パラメトリック射影フィルタおよび可変

的パラメトリック射影フィルタを用いて様々な振動系の逆問題

解析を報告(11)してきたが，同定すべき未知数が多くなると一意

解が存在しないこと等に起因して適切な解が得られない．そこ

で，本研究では，安定した繰り返し計算を行うための手法を提

案するために，観測雑音共分散行列等の誤差や雑音を考慮する

項を含まない射影フィルタを再評価し，繰り返し計算における

射影フィルタの特性について感度行列に着目し検討を加える． 

本論では，動的システムに対する離散時間モデルのフィルタ

リングアルゴリズムを採用するが，状態量は時間的遷移構造を

持たないことを仮定すると，状態量および観測量の添え字は時

間ステップではなく繰り返し計算ステップを意味することにな

り，繰り返し計算アルゴリズムが以下のように構成できる． 

・状態方程式 

zt+1 ൌ I zt (5) 

・観測方程式 

yt ൌ mtሺztሻ ൅ vt (6) 

ここに，zt	は状態ベクトル，yt	は観測ベクトル，vt	は観測雑音

ベクトル，I	は単位行列である．一般にztは Gauss・Markoff 過程

に基づき，vt	は Gauss 過程に基づく統計量として定義される．こ

のような統計的性質のもとでフィルタ方程式と初期条件が与え

られる．また、mtሺztሻ	は水平剛性の推定量	zt	における固有円振

動数を意味する非線形ベクトル関数である．実用的な計算を行

うために，mtሺztሻ	を	zt	のまわりで展開し高次項を無視すると，

次式のような疑似線形化された観測方程式を得る． 

yt ൌ Mtzt ൅ vt (7) 

ここに，Mt	は感度行列（SM：Sensitivity Matrix）であり次式

で与えられる． 

Mt ൌ
∂ mt(zt)

∂	zt
 (8) 

これらの関係を考慮して，フィルタ方程式においても非線形ベ

クトル関数を用いた，いわゆる拡張型フィルタ方程式(9)を用

いる必要がある． 

zt+1/t zt/t-1 Bt yt mt zt/t-1  (9) 

初期条件は(10)式で与えられる． 

ẑ0/-1 ൌ z̅0 (10) 

ここに，zt/t-1 は t-1 回目のフィルタリングステップの情報に基

づく t 回目の状態量の推定値を意味し，ẑt	は状態量	zt	の推定値，

z̅0 ≡ Eሾz0ሿであり，	zt	の初期値を意味し，E は期待値を意味す

る．また，フィルタ方程式(9)に含まれる Bt はフィルタゲイン

（復元作用素）であり，Bt として，射影フィルタ族を用いる

と射影フィルタまたはパラメトリック射影フィルタを構成する

Normal Story 

Unit : mm 

Elevation Section 



ことになる． 

 フィルタゲイン	Bt は，繰り返し計算における t 回目の情報

量に基づく t+1回目の状態量	zt+1/t の変化をコントロールする

役割を担っており，採用するフィルタにより収束性等の特徴

が異なることが知られている(12)． 

2.3. フィルタゲイン 

 本研究で採用する射影フィルタの一般化逆行列を用いた表

現を式(11)に示す(13)． 

௉ி࡮ t ൌ ൫Mt
 TQ	+Mt൯

	+
Mt

 TQ	+ (11) 

ここに	Q	+は観測誤差共分散行列に関する一般逆行列であり，

Mt
 T	は感度行列の転置を意味する．式(11)の表現には，観測誤

差共分散行列	Q	が含まれており，誤差を考慮した表現となって

いる．ここで，観測誤差共分散行列	Q	を正方行列として用いる

と，Q	は相殺されることとなり，次式と等価となる． 

௉ி࡮ t ൌ Mt
	-1 (12) 

すなわち，射影フィルタは観測誤差共分散行列を陽に含んでお

らず，感度行列のみで表現される極めて単純なフィルタであり，

感度行列に着目したフィルタの特性を検討するにあたって，適

したフィルタであることが分かる． 

3.  感度行列の構成と逆問題解析結果 

ここでは，具体的な感度行列を構成し，差分近似の観点か

ら検討を加える． 

3.1. 広域前進差分法による逆問題解析 

感度行列は，状態量の変化に対する観測量の変化率として

構成されているため，各要素の微分は解析的に求めることが

困難であり，本研究では前進差分による近似により求めるこ

とにする．このときの具体的な計算を次式に示す． 

Mt ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ω1t	- ω1t-1

z1t	-	z1t-1

ω1t	- ω1t-1

z2t	-	z2t-1

ω1t	- ω1t-1

z3t	-	z3t-1
ω2t	- ω2t-1

z1t	-	z1t-1

ω2t	- ω2t-1

z2t	-	z2t-1

ω2t	- ω2t-1

z3t	-	z3t-1
ω3t	- ω3t-1

z1t	-	z1t-1

ω3t	- ω3t-1

z2t	-	z2t-1

ω3t	- ω3t-1

z3t	-	z3t-1 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (13) 

ここに，z1~z3	はそれぞれ繰り返し計算 t回目の 1層から 3層の

水平剛性，ω1~ω3は繰り返し計算 t 回目の 1 次から 3 次モード

までの固有円振動数である．これより本研究で用いる感度行列

は，列が振動モード次数，行が各層の水平剛性の変化に対応し

た差分として構成される．なお，繰り返し計算の駆動にあたっ

てはすべての層に同じ値の初期値を設定し，前進差分において

は初期値の 2%の差異を用いた．こうした初期値の与え方によ

る差分を広域前進差分法（GFD：Global Forward Difference）と呼

ぶことにする．  

Fig.2 に 1，3 層に 25％の剛性低下をさせたモデルの，広域前

進差分法により感度行列を計算した場合の逆問題解析結果を示

す．このときの観測量は実験値を用いている．図において，横

軸は設定した初期値であり，1.0N/mm から剛性低下のない層の

水平剛性の約 2 倍である 72.0N/mm までの 72 通りを設定した．

これより図には，設定したすべての初期値に対する逆解析結果

が描かれることになる．縦軸は水平剛性であり，破線は設計値 

 
(a) Identification results on 3rd story 

 
(b) Identification results on 2nd story 

 
(c) Identification results on 1st story 

An example of case where damage grade of 25% was assumed on 1st & 3rd stories 

Fig.2 Results of identification analysis based on GFD 
 

 
(a) Changes in the value for elements of sensitivity matrix 

 
(b) Changes in the value for elements of filter gain 

 
(c) Changes in the state of lateral stiffness 

An example of case where damage grade of 25% was assumed on 1st & 3rd stories 

Fig.3 Results on the engineering quantities calculated based on GFD under 

43.0N/mm as initial value 
 

である．各初期値に対して収束解が得られれば，その解がグラ

フにプロットされ，さらに，多くのプロットにより水平な直線

が形成されれば，その値を同定値と決定することができる． 

Fig.2 の結果では，ほとんどの初期値に対して繰り返し計算が発

散したため，僅かのプロットした描かれず，得られる収束解は

極めて少ないことが分かる． 

多くの初期値に対して繰り返し計算が発散したことから，繰

り返し計算が不安定となっている可能性が考えられる．Fig.3 に，

本感度行列に関する工学量の推移を示す．図において横軸は繰

り返し計算ステップの回数である．なお，このときの初期値は

収束解を得ることができた 43.0N/mm であり，図は上から(a)感

度行列，(b)フィルタゲイン，(c)状態量の推移をそれぞれ表して

いる．(c)に示す状態量の推移では，計算ステップの序盤で設計

値に近づくような大きな変化を示し，中盤以降では一定の値を

0

15

30

45

60

0 9 18 27 36 45 54 63 72

L
at

er
al

 s
tif

fn
es

s 
(N

/m
m

)

Initial value (N/mm)

3rd story Target value 2

0

15

30

45

60

0 9 18 27 36 45 54 63 72

L
at

er
al

 s
tif

fn
es

s 
(N

/m
m

)

Initial value (N/mm)

2nd story Target value 1

0

15

30

45

60

0 9 18 27 36 45 54 63 72

L
at

er
al

 s
tif

fn
es

s 
(N

/m
m

)

Initial value (N/mm)

1st story Target value 2

‐20

0

20

40

60

80

100

1 2 3 4 5 6 7 8

V
al

ue
 fo

r e
le

m
en

ts 
of

 
se

ns
iti

vi
ty

 m
at

rix

Number of iteration

(1,1) (1,2) (1,3)
(2,1) (2,2) (2,3)
(3,1) (3,2) (3,3)

‐4

‐3

‐2

‐1

0

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6 7 8

V
al

ue
 fo

r e
le

m
en

ts 
of

 
fil

te
r g

ai
n

Number of iteration

(1,1) (1,2) (1,3)
(2,1) (2,2) (2,3)
(3,1) (3,2) (3,3)

0

10

20

30

40

50

60

0 1 2 3 4 5 6 7 8

La
te

ra
l s

tif
fn

es
s (

N
/m

m
)

Number of iteration

1st story 2nd story 3rd story Target value 1 Target value 2



示している．これに対して，(b)に示すフィルタゲインの推移で

は，計算ステップの序段のみならず，中盤から終盤においても

激しい変化を繰り返しており，繰り返し計算が不安定であるこ

とが分かる．さらに，(a)に示す感度行列の推移においても，激

しい変化を繰り返している．この例では，感度行列の各要素の

値が大きくなったときに，この逆行列で計算されるフィルタゲ

インの値が小さくなったことに起因して，繰り返し計算の収束

条件を満たした極めて稀なケースであり，多くの初期値では，

フィルタゲインが大きくなったタイミングで繰り返し計算が発

散する結果となった．したがって，Fig.2 に示すような同定値が

少ない結果が得られたと考察される． 

3.2. 局所前進差分法による逆問題解析 

 安定した繰り返し計算を行うための工夫の一つとして，次の

ように感度行列を構成する．このとき下付の添え字 s1~s3 は，1

層から 3層の水平剛性を意味し，例えば s1では，繰り返し計算

における固有円振動数の計算において 1 層の水平剛性のみを更

新させることを表している． 

Mt ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
൫ω1t - ω1t-1൯s1ۍ

z1t	-	z1t-1

൫ω1t - ω1t-1൯s2

z2t	-	z2t-1

൫ω1t - ω1t-1൯s3

z3t	-	z3t-1

൫ω2t - ω2t-1൯s1

z1t	-	z1t-1

൫ω2t - ω2t-1൯s2

z2t	-	z2t-1

൫ω2t - ω2t-1൯s3

z3t	-	z3t-1

൫ω3t - ω3t-1൯s1

z1t	-	z1t-1

൫ω3t - ω3t-1൯s2

z2t	-	z2t-1

൫ω3t - ω3t-1൯s3

z3t	-	z3t-1 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (14) 

これにより，感度行列の 1 列目の分子は，1 層の水平剛性のみ

の変化に対する固有円振動数の差分であり，2 列目および 3 列

目においても同様の差分となる．この方法を広域前進差分法に

対して，局所前進差分法（LFD：Local Forward Difference）と呼

ぶことにする．Fig.4 に Fig.3 と同様のモデルの逆問題解析結果

を示す．すべての層で数多くの初期値に対して安定した繰り返

し計算がなされ，その結果，多くの収束解が得られている．ま

た，得られた収束解の精度も高く，これらの収束解により水平 

 

 
(a) Identification results on 3rd story 

 
(b) Identification results on 2nd story 

 
(c) Identification results on 1st story 

An example of case where damage grade of 25% was assumed on 1st & 3rd stories 

Fig.4 Results of identification analysis based on LFD 

 
(a) Changes in the value for elements of sensitivity matrix 

 
(b) Changes in the value for elements of filter gain 

 
(c) Changes in the state of lateral stiffness 

An example of case where damage grade of 25% was assumed on 1st & 3rd stories 

Fig.5 Results on the engineering quantities calculated based on LFD under 

43.0N/mm as initial value 
 

な直線が形成されており，同定が可能である．このときの各工

学量の推移を Fig.5 に示す．感度行列およびフィルタゲインは

いずれも計算ステップの中盤以降において一定の値を示してお

り，安定した繰り返し計算がなされていることが分かる． 

4.  剛性低下の大きさと逆問題解析結果 

こうした逆問題解析は，剛性低下が大きくなると，同定する

状態量の差が大きくなることから，非適切性のリスクが高くな

り，解析が不安定になる．また，剛性低下のある層の位置も解

析の精度に影響を与えることが分かっている．ここでは，3 層

フレームモデルの各複数層に剛性低下を仮定したモデルの逆問

題解析結果を示し，剛性低下の大きさと剛性低下のある層の影

響について述べる． 
 

 
(a) Identification results on 3rd story 

 
(b) Identification results on 2nd story 

 
(c) Identification results on 1st story 

An example of case where damage grade of 25% was assumed on 1st & 2nd stories 

Fig.6 Results of identification analysis based on LFD 
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(a) Identification results on 3rd story 

 
(b) Identification results on 2nd story 

 
(c) Identification results on 1st story 

An example of case where damage grade of 50% was assumed on 1st & 3rd stories 

Fig.7 Results of identification analysis based on LFD 

 

 
(a) Identification results on 3rd story 

 
(b) Identification results on 2nd story 

 
(c) Identification results on 1st story 

An example of case where damage grade of 50% was assumed on 1st & 2ne stories 

Fig.8 Results of identification analysis based on LFD 
 

Fig.6は 1，2層に 25％の，Fig.7は 1，3層に 50％の，Fig.8は

1，2 層に 50％の剛性低下を与えたモデルの逆問題解析結果で

ある． 25％の剛性低下を 1， 2層に与えた Fig.6では，同様の剛

性低下を 1，3 層に与えた Fig.4 に比べて，収束解にバラツキが

見られるものの，同定は可能であると判断できる．剛性低下を

50％と大きくした場合には，Fig.7 に示す 1，3 層に剛性低下を

与えたモデルでは，多くの収束解が得られ，これにより水平な

直線が描かれていることから，同定は可能である．これに対し

て，Fig.8 に示す 1， 2 層に剛性低下を与えたモデルでは，同様

に水平な直線が描かれており，一見すると同定が可能であるよ

うに思われる．しかし，描かれた直線はいずれも設計値から離

れており，目的とする同定値が得られていない．このように，

剛性低下を大きくした場合や剛性低下を 1，2 層に与えた場合

には，解析の精度が劣ることになる． 

 
(a) Changes on the ratio for diagonal elements of SM in 25% damaged model  

 
(b) Changes on the ratio for diagonal elements of SM in 50% damaged model 

 
(c) Changes on the value for determinant of SM 

An example of case where damage was assumed on 1st & 2nd stories 

Fig.9 Results on the engineering quantities calculated based on LFD under 

43.0N/mm as initial value 

5.  感度行列の推移に着目した逆問題解析手法の提案 

ここでは，これまでに示した工学量の中でも特に感度行列に

着目することで，剛性低下の大きさと剛性低下のある層の関

係を明らかにし，これらの考察に基づき逆問題解析の精度の

向上を目的として初期値の設定方法を検討する． 

5.1. 感度行列の推移と解析モデルの影響 

これまでに示した逆問題解析では，GFD，LFD 共に設定す

る初期値は層に関わらず同じ値を設定している．しかし，こ

れまでに状態量を同定できなかった場合には，設定した初期

値の組み合わせが適応していない可能性が考えられる．そこ

で本節では，感度行列の対角成分および行列式の推移に着目

する．Fig.9 に，1， 2 層の剛性低下を 25％および 50％とした

場合の感度行列の対角成分とその行列式の推移を示す．図に

おいて，横軸は繰り返し計算ステップ回数，縦軸は剛性低下

のない差分値で基準化した値である．なお，行列式の値は基

準化していない値である． 

剛性低下のある 1， 2 層に対応する 1 行 1 列および 2 行 2 列

の値の推移に変化が見られ，剛性低下を 50％と大きくした場合

の方が大きな変化を示していることが分かる．また，感度行列

の行列式においても，剛性低下を大きく仮定した場合の方が大

きな変化を示しており，繰り返し計算が不安定となった． 

5.2. 初期値の設定方法の工夫 

先に示した感度行列の対角成分の推移から，1， 2 層に設定し

た初期値が繰り返し計算に適応しておらず，繰り返し計算を不安

定にした可能性が考えられる．そこで，工学的判断として 1， 2

層に設定する初期値を，3 層の半分とした場合の感度行列の推移

を Fig.10  に示す． 感度行列の対角成分に着目すると， Fig.9に現 
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(a) Changes on the ratio for diagonal elements of SM in 50% damaged model 

 
(b) Changes on the value for determinant of SM 

An example of case where damage was assumed on 1st & 2nd stories 

Fig.10 Results on the engineering quantities calculated based on LDM in 

the case of setting initial value for 3rd story was 43.0N/mm and 

other stories were half value 
 

  
(c) Identification results on 3rd story 

  
(b) Identification results on 2nd story 

  
(a) Identification results on 1st story 

An example of case where damage grade of 50% was assumed on 1st & 2ne stories 

Fig.11 Results of identification analysis based on LFD to elaborate on 

setting initial value 
 

れたような大きな変化は見られない．また、感度行列の行列式

においても大きな変化が見られなくなり，安定した繰り返し計

算がなされている．このときの逆問題解析結果を Fig.11 に示す．

多くの初期値から得られた収束解による直線が設計値近傍に描

かれており，同定が可能となったことが分かる． 

6.  まとめ 

 感度行列に着目した射影フィルタによる繰り返し計算として

の逆問題解析の特性について検討をした結果，以下の知見を得

ることができた． 

(1) 感度行列の計算を局所前進差分法とすることで，感度行

列の推移は一定の値を示し，安定的な繰り返し計算が可

能となった． 

(2) 感度行列の対角成分に着目することで，設定した初期値

が適応していない層を検討することができることが示さ

れた． 

(3) 感度行列の行列式の推移が大きい場合には，繰り返し計

算が不安定となることが示された． 

(4) 感度行列の推移から，設定する初期値を工夫することで

精度の良い逆問題解析ができることが示された． 
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