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In this research, a coupling method of the convolution quadrature time-domain boundary element

method (CQBEM) and image-based finite element method (IMFEM) is presented. This coupling

method has two main advantages: 1) finite element modelling for heterogeneous areas can be treated

without difficulties by using digital data for analysis model, and 2) wave propagation in infinite

domains can be calculated with high accuracy by using CQBEM. In this paper, the formulation

and validation of the proposed method are described and confirmed by solving fundamental wave

propagation problems. As numerical examples, SH wave scattering in inhomogeneous media is

demonstrated using the proposed method.
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1. はじめに

本研究では, 演算子積分時間領域境界要素法 (CQBEM) と

イメージベース有限要素法 (IMFEM)の結合解法について検

討する. 演算子積分時間領域境界要素法は, Lubich(1) が提案

した畳込み積分を精度良く,安定に計算する数値計算手法を,

時間領域境界積分方程式の時間方向の離散化に適用した方法

であり,弾性波動問題 (2, 3) や飽和多孔質弾性波動問題 (4) 等，

工学の様々な問題 (5) に適用されてきた. その演算子積分時間

領域境界要素法の利点は,時間増分が小さい場合でも,比較的

安定に,精度良く解析が可能であること,通常の境界要素法と

同様,境界のみの離散化で解析を実行できること,無限領域を

含む波動伝搬解析に適している点等が挙げられる. 一方, 有

限要素法は,非線形問題の扱いに強く,今日では最も汎用性に

優れた数値解析手法であり,産業界では有限要素法は数値解

析のデファクトスタンダードとなっている. 実際,例えばデジ

タル画像のピクセルデータを有限要素メッシュに変換し, そ

の有限要素メッシュを数値解析に利用するイメージベースモ

デリング (6) を適用したイメージベース有限要素法 (IMFEM)

は,有限要素法の汎用性をおおいに高め,今日では,時間領域

2016 年 8 月 7 日受付，2016 年 10 月 21 日受理

差分法の改良版である動弾性有限積分法 (EFIT:Elastodynamic

Finite Integration Technique) に利用される (7) までに至ってい

る. イメージベースモデリングの利点は, 非均質材料を容易

にモデル化できる点にあり,この利点は有限要素法や差分法

が備える,境界要素法に比べて非均質材料の解析に優位であ

る点と一致するため,その利用が拡大したことが背景にある.

しかしながら,有限要素法は無限・半無限領域を含む波動伝

搬解析は比較的苦手であり, その改善に, PML 等の吸収境界

条件等を適用する方法 (8) がなされているが,どのような波動

に対しても精度良く適応可能な吸収境界条件は,今のところ

存在しないのが現状である.

そこで,本研究では,無限・半無限領域を含む領域に対して

演算子積分時間領域境界要素法を,非均質領域に対してはイ

メージベース有限要素法を適用した,演算子積分時間領域境

界要素法・イメージベース有限要素法結合解法を開発する.

演算子積分時間領域境界要素法とイメージベース有限要素

法の両者の利点を活かした波動伝搬解析手法を開発するこ

とで, 効率的な解析が可能となる. 以下では, まず, 解くべき

問題について説明した後, 2次元面外波動問題を例として,演

算子積分時間領域境界要素法の定式化について説明する. 次

に,イメージベースモデリングと有限要素法の定式化につい



Fig.1 Elastic wave scattering problems with heterogeneous areas.

て説明する. 両者の結合には, 等価境界要素結合法を用いた

定式化を実施する. 最後に,簡単な波動散乱問題と,イメージ

ベースモデリングを適用した非均質材料に対する波動問題を

解くことで,本手法の妥当性について検討する.

2. 解くべき問題

以下では簡単のため, 2 次元面外波動問題を対象とし, 直

交座標系 (x1, x2), 時刻 t に対し, 面外変位 u3(x, t) 等を単に

u(x, t) 等と表記する. Fig.1 のように, CQBEM で解くべき無

限・半無限均質領域を ΩB , FEMで解くべき非均質領域を ΩF

とし,領域 ΩB 側から領域 ΩF 側への入射波 uin(x, t)の透過・

散乱問題について考えれば,各領域 ΩB , ΩF において,面外変

位 u(x, t)が満足する波動方程式,初期条件はそれぞれ次のよ

うに与えられる.

µ∇2u(x, t)− ρü(x, t) = 0 (1)

u(x, 0) = 0, u̇(x, 0) = 0 (2)

ここで, µはせん断弾性定数, ρは密度である.なお,ここでは

物体力の項は無視している. また, 変数 u の上のドットは時

間微分を表す. 式 (1), (2)を各領域 ΩB , ΩF で満たす面外変位

u(x, t) を演算子積分時間領域境界要素法と有限要素法の結

合解法で求める.

3. 境界要素領域に対する定式化

3.1. 時間領域境界積分方程式

まず,無限領域を含む均質な領域 ΩB に対し,放射条件の扱

いが容易な時間領域境界要素法を適用することを考える. 領

域ΩB に対する時間領域境界積分方程式は次のように書ける.

C(x)u(x, t) = uin(x, t) +

∫
Γ

G(x,y, t) ∗ q(y, t)dΓy

−
∫
Γ

S(x,y, t) ∗ u(y, t)dΓy (3)

ここで, C(x) は自由項 (9), G(x,y, t), S(x,y, t) は, それぞ

れ 2 次元面外波動問題における時間領域基本解および対応

する二重層核, q(y, t) は面外方向表面力であり，q(x, t) =

µ∂u(x, t)/∂nB と表される．ただし ∂/∂nB は, Fig.1で示すよ

うな境界 ΩB から見た境界 Γにおける外向き法線方向微分,

∗は時間に関する畳込み積分を表す.

時間領域境界積分方程式 (3)の計算は,従来の時間領域境界

要素法では,時間増分∆tが小さい場合 (10) に数値解が不安定

になることが知られている. 一方,時間領域有限要素法におい

ても,解の精度を保証するためには小さい時間増分が要求さ

れる. そこで,本研究では,境界積分方程式 (3)の畳込み積分の

離散化に, Lubichが提案した演算子積分法 (CQM: Convolution

Quadrature Method)を適用することで,時間増分が小さい場合

でも,精度の良い安定な数値解を得られるよう工夫する.

3.2. 演算子積分法

演算子積分法を時間領域境界積分方程式 (3)に適用する前

に, Lubich の演算子積分法について簡単にまとめておく. 一

般に,畳込み積分は次のように表される.

f(t) ∗ g(t) =
∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ, t ≥ 0 (4)

時間増分を∆tとし,時間 tをNステップに分割し, t = n∆t(n =

0, 1, . . . , N)とすると,式 (4)の畳込み積分は, Lubichの演算子

積分法により,

f(n∆t) ∗ g(n∆t) ≃
n∑

k=0

ωn−k(∆t)g(k∆t), n = 0, 1 . . . N

(5)

と離散化近似される. ここで,式 (5)中の ωn は,演算子積分法

で畳込み積分を近似するために用いる重みであり, Laplaceパ

ラメータ s,自然対数の底 eを用いた関数 f(t)の Laplace変換

F (s) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt (6)

を用いて次のように計算できる.

ωn(∆t) =
1

2πi

∫
|z|=R

F

(
γ(z)

∆t

)
z−n−1dz

≃ R−n

L

L−1∑
l=0

F

(
γ(zl)

∆t

)
e

−2πinl
L (7)

ここで iは虚数単位である. 式 (7)において, f の Laplace変換

である関数 F の存在を保証するためには,引数 γ(z)/∆tの実

部が正のときに正則でなければならない. また,式 (7)の第一

式から第二式への計算は,台形公式を用いて行うことを前提

とする. その場合,引数 zl は半径 R < 1の円周上の等分点 L

を用いて, zl = Re2πil/L によって計算される. ここで, Rは目
標とする精度 ϵによって決定されるパラメータで,

RL =
√
ϵ (8)

として計算される. また,式 (7)の γ(z)は線形多段法における

生成多項式の商を表しており,その一般形は

γ(z) =
α0z

k + α1z
k−1 · · ·+ αk

β0zk + β1zk−1 · · ·+ βk
(9)

によって与えられる. 線形多段法では,式 (9)の係数 αk や βk

の決定の仕方により様々な解法が提案されているが (11),例え

ば αk ̸= 0, βk = 1, βj = 0(j < k)とすれば, k次の後退差分法

へ帰着でき, γ(z)は

γ(z) =
k∑

i=1

1

i
(1− z)i (10)



で計算できる. 式 (5)を時間領域境界積分方程式 (3)の畳込み

積分に適用し, 式 (7) の重み関数を用いると, 最終的に, 演算

子積分法を用いて時間領域境界積分方程式を解く場合,時間

領域基本解は直接に必要ではなく,時間領域基本解の Laplace

変換が必要となることがわかる.

3.3. 時間・空間に関する離散化

次に,空間に関する離散化を線形要素を用いて行う. まず,

境界 Γj 上において,局所座標 ξ に対する内挿関数 ϕi(ξ)を導

入し (12),境界 Γj 上の面外方向変位 u,および対応する表面力

q を,それぞれ,

u =
2∑

i=1

ϕi(ξ)ui
j (11)

q = µ
∂u

∂nB
=

2∑
i=1

ϕi(ξ)qij (12)

の形に近似する. ただし, ui
j , qij は, 空間に関して離散化され

た要素 Γj における節点 iでの変位および表面力を表す. 境界

積分方程式 (3)を,時間に関しては式 (5)の演算子積分法を用

いて離散化し,空間に関しては,式 (11), (12)を用いたMB 個

の線形要素で離散化すると,離散化された境界積分方程式は,

次のように書くことができる.

Ciui(n∆t) = uin
i (n∆t)

+

MB∑
j=1

n∑
k=1

2∑
α=1

[
An−k,α

ij (x)qαj (k∆t)−Bn−k,α
i (x)uα

j (k∆t)
]

(13)

ここで, Am,α
ij , Bm,α

ij は影響関数であり,式 (5), (7)を用いて次

のように表される.

Am,α
ij =

R−m

L

L−1∑
l=0

Âl,α
ij e

−2πiml
L (14)

Bm,α
ij =

R−m

L

L−1∑
l=0

B̂l,α
ij e

−2πiml
L (15)

ただし, Âl,α
ij , B̂l,α

ij は

Âl,α
ij =

∫
Γj

Ĝ(xi,y, sl)ϕ
α
j dΓ (16)

B̂l,α
ij =

∫
Γj

Ŝ(xi,y, sl)ϕ
α
j dΓ (17)

で表される.ここで, slは Laplace変換のパラメータであり,式

(14), (15) を高速フーリエ変換を用いて効率的に計算するた

めに, 通常は L = N とする. また, Ĝ(x,y, sl), Ŝ(x,y, sl) は

Laplace変換領域における 2次元面外波動問題の基本解およ

び対応する二重層核であり,それぞれ次のように表される.

Ĝ(x,y, s) =
1

2πµ
K0(sr) (18)

Ŝ(x,y, s) = µ
∂Ĝ(x,y, s)

∂nB
= − s

2π

∂r

∂nB
K1(sr) (19)

ここに, r = |x−y|,Knはn次の第 2種変形Bessel関数である.

離散化された境界積分方程式 (13)において,第 nステップにお

ける面外方向変位 uα
j (n∆t),および対応する表面力 qαj (n∆t)

Fig.2 A digital data and magnification of a local area.

を左辺に移項すれば,第nステップにおけるuα
j (n∆t), qαj (n∆t)

は,次の時間ステップ方程式を導くことで求まる.

MB∑
j=1

2∑
α=1

[{
Ciδij +B0,α

ij

}
uα
j (n∆t)−A0,α

ij qαj (n∆t)
]

=uin
i (n∆t) +

n−1∑
k=1

MB∑
j=1

2∑
α=1

[
An−k

ij qj(k∆t)−Bn−k
ij ui(k∆t)

]
(20)

式 (20)は,第 nステップにおいて,右辺が第 n− 1ステップま

での変位や表面力から成る. よって, n = 1 から初めて, 逐次

的に式 (20)を解くことで,第N ステップまでの境界上の面外

方向変位や表面力を全て求めることができる.

4. 有限要素領域に対する定式化

次に, 時間領域有限要素法の定式化を示す. 以下では, ま

ずイメージベースモデリングについて簡単に説明した後,イ

メージベースモデリングの利用を前提とした有限要素法の定

式化について説明する.

4.1. イメージベースモデリング

イメージベースモデリングとは,解析対象のデジタル画像

を利用して,解析対象物の形状データをモデル化する方法で

ある. 一般的に, デジタル画像は Fig.2 に示すように, 画素の

集合として表されるため, 2次元問題の場合は一画素 (ピクセ

ル)を 1つの有限要素に対応させることで解析を実施する.そ

のため,基本的に有限要素は正方形となる. もちろん, 3次元

問題の場合は断層画像を数多く撮影することで奥行き方向を

表現するため,結果,有限要素は直方体要素となる. イメージ

ベースモデリングは,デジタル画像を数値解析の形状データ

として利用するため, Fig.2のように曲線 (曲面)を滑らかに表

現することは難しいものの,解析対象が複雑であったり, X線

等の検査を行わないと内部構造が明らかにならないようなモ

デルの場合は形状を容易に表現することができるため,解析

に必要なプリプロセスに必要な時間を大幅に削減することが

可能である.

4.2. 有限要素方程式

4.1節で述べたイメージベースモデリングを用いることを

前提とした有限要素法の定式化について簡単に説明する. 重



み関数 ψ を式 (1)に乗じ,有限要素領域 ΩF に渡って積分し,

Gaussの発散定理を用いると,式 (1)は次のように表される.∫
ΩF

µ∇u(x, t)∇tψdΩF +

∫
ΩF

ρψü(x, t)dΩ

=

∫
Γ

ψq(x, t)dΓ (21)

ここで, ( )t は転置を表している. 有限要素領域 ΩF にイメー

ジベースモデリングを適用し, ΩF をMF 個のピクセルに分

割し,それをMF 個の有限要素に対応させる. この場合,有限

要素は正方形要素となるので,要素上の面外変位 u,および対

応する表面力 qを空間に関して次のような局所座標 ξ, ηに対

する内挿関数 N i(ξ, η)

u =

4∑
i=1

N i(ξ, η)ui
j (22)

q = µ
∂u

∂nF
=

4∑
i=1

N i(ξ, η)qij (23)

を用いて表現する. ただし ∂/∂nF は有限要素の外向き法線方

向微分を表す. 一方,時間に関しては次の後退差分近似

ü(x, t) =
u(n∆t)− 2u((n− 1)∆t) + u((n− 2)∆t)

(∆t)2
(24)

を適用することで, ψ = N i とした Galerkin法を用いれば,式

(21)は次のように離散化近似される.

MF∑
j=1

4∑
α=1

∫
ΩFj

[(∆t)2µN iNα + ρN iNα]uα
j (n∆t)dΩ

− (∆t)2
MF∑
j=1

4∑
α=1

∫
∂Ωj

N iNαqαj (n∆t)d∂Ω

=

MF∑
j=1

4∑
α=1

∫
ΩFj

ρN iNα(2uα
j ((n− 1)∆t)− uα

j ((n− 2)∆t))dΩ

(25)

ここで uα
j , qαj はそれぞれ j 番目の有限要素 ΩFj における α

番目の節点の面外方向変位,および対応する表面力, ∂Ωj は有

限要素 ΩFj の縁を表す. 以上より, 離散化された時間領域に

おけるイメージベース有限要素方程式を示すことができた.

式 (25)より,式 (25)の右辺は第 n − 1, n − 2ステップにおけ

る面外方向変位で表されるから, n = 1から始めて初期条件

と共に逐次的に第 nステップにおける面外方向変位や表面力

を求めることができる.

5. 演算子積分時間領域境界要素法とイメージベース有限要

素法の結合

本節にて,演算子積分時間領域境界要素法とイメージベー

ス有限要素法の結合方法について簡単にまとめておく. 一般

的に, 境界要素法と有限要素法の結合解法では, 等価境界要

素結合法と等価有限要素結合法の 2種類が知られている (13).

本研究では,等価境界要素結合法を採用した.等価境界要素結

合法では,有限要素離散化領域を等価な境界要素として考え

る手法であり,既存の境界要素法のアルゴリズムを容易に応

用できるメリットがある. 式 (20), (25)を連立して解くために,

incident
wave

a
A(2 ,0)a

x1

x2

Fig.3 Analysis model for accuracy verification and its BEM-FEM

mesh.

両手法間で時間増分 ∆t を一定とし, 境界要素領域 ΩB と有

限要素領域 ΩF との境界 Γに次の連続条件を与える.

uB(x, t) = uF (x, t), qB(x, t) + qF (x, t) = 0 (26)

ここで,下付き添え字 B は境界要素領域, F は有限要素領域

における面外方向変位や表面力を表す. 式 (20), (25)に式 (26)

を用いて第 nステップにおける境界上の変位,表面力を未知

数とした連立一次方程式を導出し,第一ステップから順に解

くことにより,全時間ステップにおける境界 Γ上および有限

要素領域 ΩF 内の未知量を求めることができる. なお,実際の

計算では,式 (25)の左辺第二項の ∂Ωj に関する積分は,隣り

合う有限要素同士で打ち消し合うため,境界 Γに一致する部

分のみを実行すればよいことに注意されたい.

6. 数値解析例

以下,数値解析例を示す. 以下の全ての計算では式 (8)にお

ける ϵ を ϵ = 1.0 × 10−12 として計算を行った. また, 時間増

分 ∆tは, ΩB , ΩF で同一とした.

6.1. 計算精度の確認

まず,イメージベースモデリングを時間領域有限要素法に

適用する前に,演算子積分時間領域境界要素法と時間領域有限

要素法の結合が適切に実行できていることを確認する. Fig.3

のような無限領域中の原点中心,半径 aの円形介在物を考え,

円形介在物の外側領域を演算子積分時間領域境界要素法で解

析する領域 ΩB ,円形介在物を有限要素法で解析する領域 ΩF

とする. ここで, ΩB , ΩF それぞれにおける密度 ρとせん断弾

性定数 µを一致させれば,解くべき問題は,境界要素領域 ΩB

からの入射波の伝搬問題となる. したがって,得られる数値解

は, 演算子積分時間領域境界要素法で解く積分方程式 (3) に

おける入射波 uin(x, t)と一致する. ここでは,入射波 uin(x, t)

に,次の正弦形パルスを用いた.

uin(x, t) =
1

2
u0(1− cos 2πα)

α =


c

λ

(
t− x1 + a

c

)
for (0 ≤ α ≤ 1)

0 for otherwise
(27)

ただし, cは波速, u0 は振幅, λは波長を表す.

Fig.4に, Fig.3における観測点 A(2a, 0)での様々な時間増分

∆t に対する全変位の時間変化を示す. なお, 比較のため, こ

の問題の解析解となる式 (27) で表される入射波も黒の実線



Fig.4 Time variation of total displacements at A in Fig.3 for vari-

ous time increments.

で示してある. 解析では, λ = 2.0, a = 1.0, ρ = 1.0, c = 1.0,

u0 = 1.0とした. また, 1波長に対して十分な要素,節点を配

置できるよう,円形介在物は四角形メッシュを用いて Fig.3右

に示すよう, 有限要素数MF = 1092, 境界要素数MB = 104

の要素数で離散化した. このとき,全節点数は 1145で与えら

れる. Fig.4より,時間増分 ∆tが ∆t = 0.1, 0.05と比較的大き

い場合は t = 4.0のピーク値において，厳密解と 20%～30%

の相対誤差がみられる. しかしながら, ∆t = 0.01, 0.005の場

合,相対誤差は 3%程度となっており,厳密解に良く一致して

いることがわかる. 観測点 Aは有限要素領域 ΩF の後方に位

置することから,時間増分 ∆tを十分小さく取ることで,両手

法の計算精度が高まり,高精度な結果が得られている. 以上よ

り,時間増分が小さい場合でも,数値解は安定で,かつ高精度

に解析が実行できていることが確かめられた.

6.2. イメージベースモデリングを適用した場合の数値解析例

次に,時間領域有限要素法にイメージベースモデリングを

適用した場合の数値解析例を示す. 解析の一例として,複数の

散乱体がランダム配置されている固体中での波動散乱問題を

考える. 複数の散乱体作成例として, Fig.5(a)のようなコンク

リートの X線 CTデジタル画像を利用した. なお,現段階では

イメージベースモデリングを適用した一連の結合解法を開発

することに主眼をおいているため,デジタル画像から識別し

た散乱体に実際の材料定数を与えて解析を実行するわけでな

いことに注意する.

6.2.1. イメージベースモデリングによる解析モデルの作成

まず,イメージベースモデリングによる解析モデルの作成

を行う. 解析に用いたデジタル画像データは, Fig.5(a)のよう

な 200× 200の画素数のものとした. したがって,デジタル画

像の 1画素 (1ピクセル)を有限要素法の 1有限要素と整合さ

せた場合,有限要素領域ΩF の有限要素数MF はMF = 40000

であり,結合境界 Γは 800要素となる. 解析モデルの作成に当

たって,まず Fig.5 (a)のようなグレースケールデジタル画像の

各画素を, 0～255までの整数で表現する.そして,その 0～255

pixels
200

image data processing

material 1

material 2 material 3

incident
wave

pixels

200

(a)

(b)

x1

x2

2a

Fig.5 Image-based modelling using a X-ray CT image (a) original

X-ray CT image and (b) the image data processing.

の整数に閾値を設け,非均質領域 ΩF を 3つの materialに識別

した. ここでは Fig.5(b)のようにグレースケールが 151～255

を material 1, 61～150 を material 2, 0～60 の部分を material 3

とすることで,領域 ΩF を 3値化処理し, 3つの異なる材料を

表現した. このように,イメージベースモデリングでは,解析

対象のデジタル画像を作成することさえできれば容易に有限

要素モデルを作成することができる.

6.2.2. 解析結果

6.2.1節より,全体の解析モデルは, Fig.5(b)のような無限領

域 ΩB 中の長さ 2a× 2aの非均質領域 ΩF における入射波の

散乱問題となる. ただし,演算子積分時間領域境界要素法で解

析する無限領域を含んだΩB の材料は, ΩF におけるmaterial 1

と同一な材料であるとした. そのため, ΩB における密度 ρや

せん断弾性定数 µは ΩF における material 1のそれらと等し

くなる. 解析で与える入射波は, 6.1節と同様,式 (27)で与えら

れる正弦形パルスを用いた. また,各 material 1, 2, 3に与える

パラメータをそれぞれ下付き添字 1, 2, 3で表現し, c1 = 1.0,
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Fig.6 Total wave fields around the inhomogeneous area at (a) n =

400 (b) n = 600 (c) n = 800 (d) n = 1000 time steps.

c2 =
√
2, c3 = 1.0 × 10−15, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1.0とした. なお

u0 = 1.0, a = 2.5, ∆t = 0.01とし,入射波の波長 λは, λ = 1.0,

総時間ステップ数N はN = 1024とした．正方形領域の中心

に Fig.5(b)のように原点を設けた.

Fig.6(a)-(d) は, 時間ステップ n がそれぞれ n = 400, 600,

800, 1000での非均質領域 ΩF 周辺の全変位場を示している.

Fig.6(a)-(b)より,非均質領域 ΩF を伝搬した入射波は,均質領

域であるΩB を伝搬する場合に比べて,入射波の波面がやや先

に伝搬している様子を見て取れる．material 2の波速が他に比

べて大きいためであり,入射波は正しく伝搬していると考え

られる. また,均質領域 ΩB では,非均質領域 ΩF 内の material

2, material 3 による散乱波が伝搬している様子も確認するこ

とができる. Fig.6(c)では,非均質領域 ΩF を透過した入射波,

Fig.6(d)では, ΩF 内の散乱体同士による多重散乱も確認する

ことができる. Fig.6(a)-(d)を通して,演算子積分時間領域境界

要素法を用いているため,散乱波は無限遠方に伝搬している.

また,結合境界 Γにおいて,物理的に不要な波動の発生も確認

することができない. 以上の結果から，本手法を用いて複雑

な非均質領域および無限遠を含む波動問題を,正しく再現で

きており,本手法の妥当性が示せた．

7. まとめと今後の課題

2次元面外波動問題に対する演算子積分時間領域境界要素

法・イメージベース有限要素法結合解法を開発した. イメー

ジベースモデリングを適用した数値解析例を示すことで,本

手法の妥当性を示した. イメージベースモデリングを取り入

れた場合,解析手法としての汎用性を高めることができるが,

解くべき問題の自由度は大きく増加する. そのため,今後は,

高速化手法の適用方法の検討についても行う予定である. ま

た,コンクリート供試体に対する水浸超音波探傷試験や空気

超音波シミュレーション等, イメージベースモデリングと無

限遠を容易に扱える境界要素法の利点を活かすことが可能な

実用的な応用問題についても解析していく予定である.
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