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This paper presents a topology optimization method that deals with two-phase fluids with

the same density for the design of a flow channel. The aim of the optimization problem is

to maximize the efficiency of the extraction function that is commonly utilized to extract

necessary products from mixtures flowing through microchannels. The extraction process

typically depends on the use of multiphase fluid phenomena and the components of the

mixture have different mass diffusivities. In this study, the lattice Boltzmann method

(LBM) is employed to compute the multiphase flow field during the optimization process.

Numerical examples of a flow channel design problem are provided to confirm the utility

of the proposed method.
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1. 緒言

トポロジー最適化 (1) は，構造の形状変更のみならず，構

造内部に新たな境界が生成するような形態変更をも許容する

最も設計自由度の高い構造最適化手法であり，これまでに構

造力学問題を始めとして様々な物理問題へ展開されている．

流体問題への適用は，Borrvallと Petersson(2) によってそ

の方法論が初めて提唱されており，これまでに圧力損失最小

化を目的とした流路設計 (3)，熱交換効率最大化を目的とし

たヒートシンクの設計 (4)，撹拌効率最大化を目的としたマ

イクロミキサの設計 (5) 等に関する研究が報告されている．

これらの研究は，種々の流路デバイスの高性能化に繋がる新

たな設計手法として注目を集めており，Kogaら (6)はトポロ

ジー最適化によって得られた流路構造を有する液冷式ヒート

シンクの試作器を作成し，その性能を実験的に評価すること

で，流路デバイスの設計におけるトポロジー最適化の有用性

を示している．

他方，流体問題を対象としたトポロジー最適化に関する

研究では，これまでに混和性の溶媒を扱った研究は成されて
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いるものの，不混和性の溶媒，すなわち溶媒間において界面

が存在する混相流を扱った研究は未だ報告されていない．混

相流はマイクロ流路を用いた化学分析で広く利用されてお

り，その代表的な化学的分離操作として液液抽出がある．液

液抽出は不混和性の二つの溶媒を用いることで，一方の溶媒

に含まれる成分をもう一方の溶媒へ選択的に分離する操作で

あり，二相の界面を介して特定の成分のみが移動する．した

がって，このような現象を考慮した上でトポロジー最適化を

行うためには，二相の界面を捉えながら流れ場の数値計算を

行う必要がある．

混相流の数値計算手法として，格子ボルツマン法 (Lattice

Boltzmann Method: LBM)(7) が近年注目されている．LBM

は気体分子運動論におけるボルツマン方程式に基づく数値

計算手法であり，流体を仮想粒子の集合体と考え，その粒子

の速度分布関数から巨視的な物理量である流速や圧力を算

出する．一般に，非圧縮性粘性流体の数値計算では，流れ場

の質量保存を満足させるよう，圧力に関するポアソン方程式

を解く必要があるが，LBMではこのような手続きを必要と

せず，速度分布関数に関する時間発展方程式を解くだけで良



Fig. 1 Discretization using a square lattice with spacing ∆x

(upper) and particle velocities ci (i = 1,2,..., 9) of the D2Q9

model (lower).

い．そのため，アルゴリズムが単純でありながら，質量およ

び運動量保存性に優れており，これまでに多孔質内流れ (8)

のように複雑な境界を持つ流れや, 二相流 (9) のように界面

が複雑に変化する流れの数値計算に適用されている．

著者ら (10) は，単一の流体で構成される流れ場の圧力損

失最小化問題を対象として，LBMを用いたトポロジー最適

化手法を提案している．そこで本研究では，二相流を用いた

液液抽出の高効率化を目的として，著者らがこれまでに構築

した方法論に基づき，二相流を考慮した新しいトポロジー最

適化手法を構築する．

以下 2 章では，二相流の数値計算のために本研究で用い

る等密度の二相系 LBM(9) の概要を述べる．3章では，LBM

を用いた液液抽出のモデル化方法について説明する．4章で

は，抽出効率の向上と圧力損失の低減を同時に考慮したトポ

ロジー最適化問題を定式化する．5章では，最適化問題の定

式化に基づき，本研究における最適化アルゴリズムを構築す

る．最後に数値計算例を示し,本研究で提唱する方法論の有

用性を検証する．

2. 等密度の二相系 LBM

使用する物理量はすべて，代表長さ L，粒子の代表速さ c，

時間スケール t0 = L/U (U: 流れの代表速さ)，秩序変数の基

準値 ψ0，代表密度 ρ0 を用いて無次元化されたものとする．

本研究では，等密度の液液二相流を対象として，Inamuroら
(9) が提唱する等密度の二相系 LBM を用いて界面を捉えな

がら流れ場を計算する．格子気体モデルとして，図 1に示す

2次元 9速度 (D2Q9)モデルを用いる．このモデルにおける

仮想粒子の速度 ci (i = 1,2, ...,9)は，次式で与えられる．

[c1,c2,c3,c4,c5,c6,c7,c8,c9]

=


0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1

0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1

 (1)

位置 x，時刻 t において，二相を識別する秩序変数 ψ(x, t)，

圧力 p(x, t)，流速 u(x, t) をそれぞれ次式を用いて計算する．

ψ =

9∑
i=1

fAi (2)

p =
1

3

9∑
i=1

fBi (3)

u =
9∑

i=1

fBici (4)

ここで， fAi (x, t)， fBi (x, t)は，式 (2)–(4)の巨視的な物理量

を計算するための速度分布関数を表し，次の格子ボルツマン

方程式に従う．

fAi (x + ci∆x, t + ∆t) − fAi (x, t) = −
1

τA

{
fAi (x, t) − f eq

Ai
(x, t)

}
(5)

fBi (x + ci∆x, t + ∆t) − fBi (x, t) = −
1

τB

{
fBi (x, t) − f eq

Bi
(x, t)

}
(6)

ここで，∆x は正方形格子の間隔，∆t は仮想粒子が隣の格子

点に移動するまでに要する時間と等しくなるように選ばれ

た時間刻みを表し，τA および τB は無次元の単一緩和時間

と呼ばれるものであり，O(1)のパラメータである． f eq
Ai

(x, t)，

f eq
Bi

(x, t) は局所平衡分布関数を表し，漸近理論 (11) を適用

することで，式 (2)–(4) が移流項を含むカーン-ヒリアード

方程式，非圧縮性流体の連続の式およびナビエ-ストークス

方程式を満たすように決定される (9)．D2Q9モデルの場合，

f eq
Ai

(x, t)， f eq
Bi

(x, t) はそれぞれ次式で与えられる．

f eq
Ai
= Hiψ + Fi

(
p0 − κ f ψ∇2ψ

)
+ 3Eiψci · u

+ Ei κ fG : (ci ⊗ ci ) (7)

f eq
Bi
= Ei

{
3p + 3ci · u −

3

2
|u |2 + 9

2
(ci · u)2

}
+ Ei κgG : (ci ⊗ ci ) (8)

ここで，記号 :および ⊗はテンソルのスカラー積およびテン
ソル積を表し，G(ψ) は次式で定義される二階のテンソルで

ある．

G =
9

2
∇ψ ⊗ ∇ψ − 3

2
|∇ψ |2δ (9)

ここで，δはクロネッカーのデルタとする．なお，式 (7)，(8)

において，Ei , Hi , Fi は，E1 = 4/9, E2 = E3 = E4 = E5 = 1/9,

E6 = E6 = E8 = E9 = 1/36, H1 = 1, H2 = H3 = · · · = H9 = 0,

F1 = −7/3, Fi = 3Ei (i = 2,3, · · · ,9) である．κ f，κg は界面

の厚さ，界面張力をそれぞれ決定するためのパラメータであ

り，本研究では κ f = κg = 1.0 × 10−2(∆x)2 に設定する．ま

た，p0(ψ)はファン・デル・ワールス状態方程式において，温

度を T̄ とした場合の圧力に相当し次式で与えられる．

p0 = ψT̄
1

1 − bψ
− aψ2 (10)

ここで，a, b, T̄ は，秩序変数 ψのプロファイルを決定するた

めのパラメータである．本研究では a = 1，b = 1，T̄ = 0.293

に設定する．

また，流れ場に外力 F (x, t)が作用する場合は，式 (6)を次

のように二段階に分けて計算する．



Fig. 2 Schematic diagram of liquid–liquid extraction in a

microchannel device.

Step 1. 外力が作用していない状態の f ∗Bi を計算する:

f ∗Bi (x + ci∆x, t + ∆t)

= fBi (x, t) −
1

τB
{ fBi (x, t) − f eq

Bi
(x, t)} (11)

Step 2. fBi を次式によって修正する:

fBi (x, t + ∆t) = f ∗Bi (x, t + ∆t) + 3∆xEici · F (x, t + ∆t)

(12)

3. 液液抽出のモデル化

抽出は液体もしくは固体の原料を溶剤と接触させること

で，原料中に含まれる成分を選択的に分離する化学的操作

である．液液抽出は不混和性の二つの溶媒を用いる化学的

操作であり，図 2に示すようなマイクロ流路を用いた化学分

析装置として広く利用されている．液液抽出では，用いる

二つの溶媒の分子拡散係数の違いを利用することで，図中

の成分 Aと成分 B が混在する溶媒から成分 B のみを抽出す

る．Žnidaršič-Plazl と Plazl(12) は，数値計算および試作器

を用いた実験によって，数学的モデルとしてこの現象をパッ

シブスカラー場の移流拡散方程式に帰着する方法を提案して

いる．

そこで本研究では，前述の二相系 LBMと，移流拡散方程

式を用いた液液抽出の数学的モデルを組み合わせることに

より，効率的に抽出操作を可能とする流路構造の創成を目的

としたトポロジー最適化手法を構築する．ここで，移流拡散

方程式は差分法等の数値計算手法によって解くことができる

が，前述の二相流の数値計算と同様に，LBMを用いて単純

なアルゴリズムによって解くことができる．すなわち，格子

気体モデルとして図 1の D2Q9モデルを用いれば，スカラー

場 T (x, t) は次式で与えられる．

T =
9∑

i=1

fCi (13)

fCi (x, t)は T (x, t)に対する速度分布関数であり，次の格子ボ

ルツマン方程式に従う．

fCi (x + ci∆x, t + ∆t) − fCi (x, t) = −
1

τC

{
fCi (x, t) − f eq

Ci
(x, t)

}
(14)

ここで，局所平衡分布関数 f eq
Ci

(x, t)は，スカラー量 T (x, t)に

関する移流拡散方程式の移流速度が u(x, t)とすると，次式で

与えられる (13)．

f eq
Ci
= EiT (1 + 3ci · u) (15)

また，分子拡散係数 κ は次式で与えられる．

κ =
1

3

(
τC −

1

2

)
∆x (16)

液液抽出は二相の異なる分子拡散係数を利用することで，

溶媒中の特定の成分のみを抽出することから，本研究では，

秩序変数 ψ を用いて緩和時間 τC を次式で定義する．

τC (ψ) =
ψ̄Y − ψ
ψ̄Y − ψ̄X

τXC +
ψ − ψ̄X

ψ̄Y − ψ̄X
τYC (17)

ここで，τX
C
，τY

C
は各溶媒における緩和時間を表し，ψ̄X，ψ̄Y

は各溶媒における秩序変数の代表値である．

本研究では式 (5)，(6)，(14)を同時に解くことで，液液抽

出の高効率化を目的としたトポロジー最適化手法を構築する．

4. 最適化問題の定式化

流れ場を対象としたトポロジー最適化では，通常，固定さ

れた設計領域 D (以下，固定設計領域)を多孔質体と考え，そ

の空孔率を設計変数とすることで流体領域 Ω ⊂ D と固体領

域 D \Ωを識別し最適化を行う．本研究では，次の集合で定
義される設計変数 γ を用いて最適化問題を定式化する．

Xad =
{
γ ∈ L∞ (D) | 0 ⩽ γ ⩽ 1, a.e. in D, s.t. V ⩽ 0

}
(18)

ここで，許容する流体領域の体積の最大値を V として，V :=∫
D
γdΩ − V とする．

γ = 1を流体領域，γ = 0を固体領域とすると，式 (12)に

次の仮想的な外力項 F (x, t) を導入することで，固定設計領

域における固体領域を表現する (2)．

F = −αγu (19)

αγ は逆透過抵抗係数と呼ばれ，次式で与えられる．

αγ = α + (α − α)γ
1 + q
γ + q

(20)
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Fig. 3 The interpolation function αγ plotted for q = 0.01,

0.1, and 1.



Fig. 4 The design domain is composed of a fluid domain

Ω and solid domain D \ Ω. The objective functional J is

evaluated in the observation domain Ωobs. The two-phase

fluid flows are composed of phase X and phase Y that are

prescribed on the inlet boundary.

ここで，q は図 3に示すように αγ のプロファイルを決定す

るためのパラメータであり，本研究では q = 0.1に設定する
(2, 3)．また，α，および αは流体領域および固体領域におけ

るそれぞれの逆透過抵抗係数を表し，0 ⩽ α ≪ 1，および

α < αとすることで，固体領域において仮想的な外力項が作

用する．これにより，u ≈ 0の領域を固体領域として表現す

ることができる．本研究では α = 0，α = 10に設定する．

続いて，液液抽出の高効率化を目的とした流路構造のトポ

ロジー最適化問題を定式化する．液液抽出を行う流路の設計

要件として，1) 流出口において十分に抽出が完了している

こと， 2) 可能な限り圧力損失が小さいことが挙げられる．

十分に長い流路を用いることで前者の要件は達成されるが，

その場合は圧力損失が大きくなる問題がある．特にマイクロ

流路の場合は圧力損失が大きいと，局所的に大きな圧力が作

用することで機器の破損に繋がる恐れがあることから，後者

の要件を考慮することは重要である．

そこで本研究では，図 4に示す設計領域について，両要件

を同時に考慮した流路構造を創成することを目的として，次

の目的汎関数 J および制約汎関数 P に関する最適化問題に

ついて考える．

inf
γ∈Xad

J =
∫
Ωobs

(T − ⟨T⟩in)2

2⟨T⟩2
in

dΩ (21)

subject to P =
∫
Γ

−pn · udΓ − η∆p̄ ⩽ 0 (22)

ここで，⟨T⟩in は流入口におけるスカラー量 T の平均値であ

り，目的汎関数 J は，観測領域 Ωobs においてスカラー場が

十分に拡散し，抽出が完了した状態になることを目的として

いる．また，Γは固定設計領域 D の境界を表し，n は境界 Γ

上の外向き単位法線ベクトルである．Pの第一項は圧力損失

を表しており，第二項の ∆p̄は最適化の初期ステップにおけ

る圧力損失，η は各最適化ステップにおける圧力損失と初期

の圧力損失の比（以下，圧力損失効率）を表す．すなわち，

この最適化問題は，初期の最適化ステップにおける圧力損失

∆p̄ を基準として，その η 倍までの圧力損失を許容しつつ，

観測領域 Ωobs において抽出が最大限完了する流路構造の創

成を目的としている．また，一次の最適性条件である KKT

(Karush-Kuhn-Tucker)条件は次式で与えられる．

L′ = 0 µP = 0 µ ⩾ 0 λV = 0 λ ⩾ 0

l0γ = 0 l0 ⩾ 0 l1(γ − 1) = 0 l1 ⩾ 0 (23)

ここで，µ，λ，l0(x)，l1(x) は各不等式制約条件に対するラ

グランジュ未定乗数であり，L′(x) はラグランジアン L =

J + µP + λV + l0γ + l1(γ − 1) の設計変数 γ に対する次式の

ガトー微分である．

⟨L′, δγ⟩ = d

dϱ
L(γ + ϱδγ)

�����ϱ=0 (24)

5. 数値実装法

本研究における最適化アルゴリズムを示す．

Step 1. 適当な初期構造を与えるために，設計変数 γ の初期

値を設定する．

Step 2. LBMにより ψ，p，u，T を求める．

Step 3. KKT 条件を満足していれば計算を終了する．そう

でない場合は設計感度を算出する．

Step 4. MMA (Method of Moving Asymtotes)(14) を用いて

設計変数を更新し，Step 2に戻る．

MMAは，最適化問題を凸問題に置き換え，最適化問題を双

対問題に帰着して解く数理計画法の一手法である．この手法

は，多数の設計変数と少数の制約条件の下での非線形最適化

問題を解くことに適していることから，これまでに多くのト

ポロジー最適化問題に適用されている．

また，本研究では，設計感度の算出に随伴 LBM(15) を用

いる．この方法の基本的な考え方は，連続系のボルツマン輸

送方程式によって最適化問題を定式化することで，随伴場の

計算を LBMに基づき陽的な時間発展方程式に帰着させるこ

とにある．これにより，行列計算を行うことなく，随伴場を

状態場と同様の単純なアルゴリズムで解くことができる．詳

細は文献 (10, 15) を参照されたい．

6. 数値計算例

Table 1 Setting parameters for the LBM

Parameters Values

Uin 5.3 × 10−2

pout 0.33

Re 10

(ψX
in,ψ

Y
in) (0.40,0.26)

(TX
in ,T

Y
in) (1.0 × 10−2,1.0)

(κX , κY ) (1.0 × 10−3∆x,1.8 × 10−2∆x)



Fig. 5 Optimal configurations showing distributions of order parameter ψ and scalar field T for different settings of pressure

drop coefficient η: η = 4 (left figures); η = 8 (middle figures); η = 16 (right figures).

数値計算例により，本研究で提案する手法の妥当性を検

証した．本研究では，図 4に示す固定設計領域 D について，

W × H = 120∆x × 120∆x の正方形格子で離散化した．設計

変数の初期値を γ = 1に設定し，初期構造はすべて流体で満

たされている状態として最適化を図った．流体領域の最大許

容体積に関するパラメータは V = 0.6 × W × H に設定した．

これは固定設計領域の 60%までを流体領域として許容する

ことを意味する．なお，観測領域 Ωobs は非設計領域として，

γ = 1の流体領域とした．

LBMの計算に用いた各パラメータを表 1に示す．ここで，

Uin は流入口における規定速さ，pout は流出口における規定

圧力，Reは代表速さを Uin，代表長さを流入口の幅 30∆x と

したレイノルズ数，ψX
in，ψ

Y
in は各液相における流入口の秩序

変数，TX
in，TY

in は各液相における流入口のスカラー値，κ
X，

κY は各液相の分子拡散係数である．流入口における各液相

の流量は等しくなるように設定した．

本研究で得られた結果を図 5に示す．ここでは，圧力損失

効率が η = 4,8,16の場合について最適化を行った．図からわ

かるように，得られた最適構造はいずれも波状の流路となっ

た．これは，流入した流体が遠回りをしながら流出口へ向か

うことで，スカラー場が拡散に要する時間を可能な限り確保

するためと考えられる．また，図 5(b) に示すように，流路

内部で自律的に形成される二相の界面は秩序変数 ψによって

シャープに捉えられていることがわかる．

各最適構造における目的汎関数値を表 2に示す．ここで，

各値は最適化の初期ステップにおける目的汎関数値によって

正規化している．表からわかるように，η が大きいほど，よ

り大きな圧力損失を許容することになることから，より湾曲

した細く長い流路が最適構造となることで目的汎関数値は

小さくなりやすい．また，η が小さいほど，圧力損失がなる

べく生じない流路として，最適構造は太く短い流路になるこ

とがわかる．この場合，直線的な流路が最適構造として優位

になり易いことから，η = 4の結果において，分岐状の流路

が得られたと考えられる．ただし，η が大きい場合と比較し

Table 2 Values of objective functional

η 4 8 16

Objective 0.30 0.17 0.14



て，T が観測領域 Ωobs において十分に均一化されないため，

目的汎関数値は比較的大きな値となる．以上の結果から，抽

出効率と圧力損失は相反関係にあり，本提案手法によって両

者を考慮しながら最適構造を創成できることがわかった．

7. 結言

本研究では，二相流を利用した液液抽出の高効率化を目

的として，等密度の二相系 LBMに基づく新しいトポロジー

最適化手法を構築した．本研究により得られた結果を以下に

示す．

(1) 抽出効率の向上と圧力損失の低減を目的として，目的

汎関数および制約汎関数を設定した．さらに，それら

を用いて二相流とスカラー輸送を同時に考慮したトポ

ロジー最適化問題を定式化した．

(2) 定式化した最適化問題に基づき，二相流，スカラー場，

および随伴場の計算に LBMを用いたトポロジー最適

化アルゴリズムを開発した．

(3) 数値計算例により，本研究で提唱する方法の有効性を

検証した．その結果，流出口において液液抽出が十分

に完了するように，波状の流路が最適構造として得ら

れることがわかった．また，圧力損失効率をパラメー

タとすることで，圧力損失と抽出効率の相反関係を考

慮しながら，最適構造を創成できることがわかった．
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