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RUS法によるCFRPの異方性粘弾性係数の同定
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Resonant ultrasound spectroscopy (RUS) is widely used to evaluate the characteristics

of small solid specimens like ceramics, single crystal, and In RUS, the elastic moduli of

the solid body can be determined by measurement of the natural frequencies exited by a

pair of Piezo-electronic transducer, where harmonic vibration is applied on the surface of

the specimen and the output response of the displacement is measured to find its natural

frequencies. From the data of the natural frequencies, the elastic moduli of the solid can

be determined. In the present study, a numerical technque to identify the viscoelastic

property of the CFRP laminate by RUS was considered. The unknown parameters of the

viscoelastic solids were estimated by search calculation minimizing the objective function

with genetic algorithm. 3 dimensional vibration on the CFRP specimen was analized by

finite element method for steady state vibration. Through some numerical demonstration

about determination of viscoelastic parameter of the CFRP, the effectiveness of the present

approach was confirmed.

Key Words : CFRP Laminate, Finite Element Method, Visocoelasticity,

Natural Frequency, Resonant Ultrasound Spectroscopy

1. 緒 言

繊維強化プラスチック，特に剛性や強度に優れた炭素繊維

強化プラスチック (Carbon Fiber Reinforced Plastic: CFRP)

は，スポーツ用具や航空宇宙構造物，自動車などの輸送機器

のみならず，近年では天然の木材資源の減少に伴ってギター

やヴァイオリンなど，楽器類の代替材料としても注目を集め

るようになった．CFRPは，マトリクス樹脂の特性に起因し

て粘弾性的性質を示すことが知られている．すなわち，変形

挙動や応力応答が時間依存性を示し，クリープ変形や応力緩

和，振動減衰などが生じる (1)．

一般に粘弾性特性の測定には調和外力による応答を測定

して貯蔵弾性率と損失弾性率ならびに損失正接を測定する

方法や，クリープ試験などが用いられるが，CFRPのように

材料定数が異方性を有する材料では，測定すべき弾性定数が

非常に多く，せん断弾性定数やポアソン比もそれぞれ異なる

粘性特性を有するため，現時点では一般的な評価手法は確立
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されていないのが現状である．著者らのグループでは，マト

リクス樹脂の等方的な粘弾性特性を評価した後に，均質化法

(2, 3) を用いて CFRPの異方的な粘弾性特性を求める一連の

手法を提案しているが (4, 5)，均質化法で見積もられた値が

ミクロ構造の不均質性などによって必ずしも実験値と一致し

ないといった問題が残されている．この意味で，粘弾性特性

を有し，かつ異方性を有する材料の特性を簡便かつ高精度に

評価する手法の確立が望まれている．

近年，共鳴超音波スペクトロスコピー法 (Resonant Ultra-

sound Spectroscopy: RUS) が固体試料の弾性定数を同定法

として用いられるようになった (6, 7)．この手法は共振周波

数を測定することにより弾性弾性定数を求める一連の手法で

あり，多くの未知定数を持つ異方性材料の弾性定数の同定も

可能な手法として知られている (8)．そこで本論文では，弾

性定数が粘弾性的性質を示し，かつ異方性材料である CFRP

に対して共鳴超音波スペクトロスコピー法を適用し，粘弾性

パラメータの同定を試みた．



RUS 法により得られた共振周波数に一致するよう，粘弾

性パラメータを変化させて計算モデルの共振周波数解析を行

い，実験値と解析値が一致するよう繰り返し計算を行うこと

で粘弾性パラメータの算出を行った．なお，探索アルゴリズ

ムにはエリート選択に基づく遺伝的アルゴリズム (9, 10) を

用い，共振周波数の解析には有限要素法を用いた．一方向熱

硬化性 CFRPの異方性粘弾性係数の同定について基礎的な

検討を行い，本手法の妥当性について検証を行った．

2. 解析手法

2.1. 有限要素解析

本研究では，固体材料の共振周波数解析に定常振動問題に

対する有限要素法を用いた．なお，材料定数が周波数依存性

を示すため，共鳴超音波スペクトロスコピー法で一般的に行

われる固有値解析を用いた共振周波数解析ではなく，解析周

波数を変化させたうえで用いた調和励振に対する振動スペク

トルを用いる手法を採用した．動弾性問題における変位の釣

合い方程式は，次式で示される．

∂Tσ + b− ρü = 0 (1)

ここで，σ は応力ベクトル，ρは密度，uは変位ベクトル，

bは体積力ベクトル，üは変位の時間に関する 2階微分を表

す．∂ は微分作用素行列であり，以下のように定義される．
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ひずみ εと変位 uの関係は次式で与えられる．

ε = ∂u (3)

応力 σ と変位 uの関係は次式で与えられる．

σ = Dε = D(∂u) (4)

ここで，Dは弾性定数行列である．よって，釣り合い方程式

(1)は次式のように書き換えられる．

∂TD(∂u) + b− ρü = 0 (5)

ここで，定常振動問題であると仮定し，変位 uを以下のよう

に調和振動として以下のようにおく．

u = ūeiωt (6)

式 (6)を式 (5)に代入して整理すると次式に帰着する．ただ

し，体積力項を零とおいた．

∂TD(∂ū) + ρω2ū = 0 (7)

式 (7)の両辺に重み関数 u∗ を乗じ，考察領域 Ω全体で積

分する. さらにガウスの発散定理を用いて整理すれば次式

を得る．なお，重み関数 u∗ は一般的な有限要素法の定式化

に従い，変位 ūが既知として与えられる境界 Γu 上において

u∗ = 0と定義するものとする．∫
Ω

(∂u∗)TD(∂ū)dV =

∫
Γσ

u∗T t̄dS + ρω2

∫
Ω

u∗T ūdV (8)

ここで，t̄は境界上で定義される表面力であり，Γσ は表面力

が境界条件として与えられる部分境界を表す．

考察領域 Ωを要素に分割したのち，式 (8)を適当な形状関

数を用いて離散化すれば，節点変位ベクトルに関する連立一

次方程式に帰着し，問題を解くことができる．すなわち，与

えられた角振動数 Ωに対する変位の複素振幅 uの節点ベク

トルが求められる．形状関数には 2次の 20節点アイソパラ

メトリック要素を用いた．

2.2. 遺伝的アルゴリズムによる数値解の探索

本研究では，弾性定数を同定するために遺伝的アルゴリズ

ム (Genetic Algorithm)(9, 10) を適用した．用いた遺伝的ア

ルゴリズムは，適合度に応じたルーレット選択および適合度

の最も高い個体を次世代に残すエリート選択に基づく一般

的な解析法である．初期個体数を 50とし，世代数 100，世代

ギャップ 0.7，交叉確率 0.3，突然変異確立 0.01，また各パラ

メータを 8bitで量子化した．探索計算にあたっては，各個体

の適合度を評価する必要がある．各個体の適合度は次式に示

す適合度関数 Φによって与えられる．

Φ = −log

{ N∑
i=1

( f̄i − fi

f̄i

)}
(9)

ここで，f̄i は共振周波数の実験値，fi は解析値である．すな

わち，実験値と解析値の残差二乗和により適合度関数を評価

した．なお，適合度関数は弾性定数が真値に近づくほどその

値が大きくなる．なお，現状では共振周波数のモードの特定

を行っていないため，実験値と解析値の両者を比較して，一

番値の近いものを同一モードと判断して適合度関数の計算を

行った．

2.3. 粘弾性特性のモデル化

粘弾性体の構成方程式には比較的単純な Kelvinモデルや

クリープ特性の表現に適した Voigtモデルなど，さまざまも

のがある．本研究では Fig.1に示すような，比較的汎用性が

高く周波数応答関数としての弾性率を表現しやすいMaxwell

モデルを用いて粘弾性係数を評価することとした．

調和外力に対する複素弾性率 E∗ は，外力の周波数と同相

の成分である貯蔵弾性率 E′ と，それと直交する成分である

損失弾性率 E′′ の和として定義される．

E∗(ω) = E′(ω) + iE′′(ω) (10)

n個の要素からなる一般化Maxwellモデルの貯蔵弾性率 E′

と損失弾性率 E′′ はそれぞれ以下の式で表される．

E′(ω) =
n∑

k=1

Ek
ω2λ2

k

1 + ω2λ2
k

+ E∞ (11)

E′′(ω) =

n∑
k=1

Ek
ωλk

1 + ω2λ2
k

(12)



E

1E

η
1

Ek

η
k

En

η
n

Fig. 1 Maxwell model.

10
-24

10
-20

10
-16

10
-12

10
-8

10
-4

10
0

10
4

10
8

0

1

2

3

Frequency ω [rad/s]

S
to

ra
g
e 

el
as

ti
c 

m
o
d
u
lu

s 
[G

P
a]

Standard temp. = 20  C

Fig. 2 Storage elastic modulus of Epoxy resin.
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Fig. 3 Equipment of RUS test.

ここで，Ek はMaxwell要素における弾性パラメータであり，

λk は Ek と粘性パラメータ ηk を用いて λk = ηk/Ek と定義

される緩和時間を表す．また，E∞ は無限時間における緩和

弾性係数である．

Fig.2は，室温における熱硬化性Epoxy樹脂DENATOOL(ナ

ガセケムテックス) の室温 (20◦C) における貯蔵弾性率であ

る．同図に示されているように，可聴帯域および超音波領域

における貯蔵弾性率は，周波数の対数に対して概ね線形な特

性を示し，変動幅も小さい．本論文では，主に楽器用途を想

定した 10～105 rad/sの周波数範囲をカバーできる粘弾性パ

ラメータを同定することを目的とし，以下の考察を行った．

3. RUS法による共振周波数測定

本論文では共鳴超音波スペクトロスコピー法 (Resonant

Ultrasound Spectroscopy: RUS)を用いて一方向 CFRPから

なる試験片の共振周波数測定を行った．試験片はFig.3に示す

ように 2つの PZT圧電振動子により頂点を挟む形で固定さ

れており，一方の素子よりスペクトラムアナライザ (R3131A,

アドバンテスト)を用いてスイープ信号が入力される．他方

の素子から得られる出力信号をアンプで増幅したのち，再び
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Fig. 4 FEM model for CFRP.

Table 1 Resonance frequency of CFRP obtained by RUS.

f1[kHz] f2[kHz] f3[kHz] f4[kHz] f5[kHz] f6[kHz]

192.00 372.05 395.66 433.23 440.31 478.15

Table 2 Search range of elastic moduli EL, νLT and νTT .

EL [GPa] 125.0～145.0

νLT 0.30～0.40

νTT 0.45～0.55

Table 3 Search range of viscoelastic modulus(E∗
T ).

λ1 [s] 1.0×10−1～3.0×10−1

λ2 [s] 4.0×10−3～6.0×10−3

λ3 [s] 0.1×10−3～2.1×10−3

λ4 [s] 7.0×10−5～9.0×10−5

λ5 [s] 0.2×10−5～2.2×10−5

E∞ [GPa] 8.50～10.00

Table 4 Search range of viscoelastic modulus(G∗
LT ).

λ1 [s] 1.0×10−1～3.0×10−1

λ2 [s] 7.0×10−3～9.0×10−3

λ3 [s] 0.3×10−3～2.3×10−3

λ4 [s] 7.0×10−5～9.0×10−5

λ5 [s] 0.1×10−5～2.1×10−5

G∞ [GPa] 3.10～3.60

スペクトルアナライザに戻し，試験片の周波数スペクトルを

計測した．

RUS法に用いた CFRP試験片は，一方向炭素繊維基材と

熱硬化性樹脂を原材料として真空樹脂含浸法 (VaRTM) に

より作成された．一方向炭素繊維基材には三菱樹脂製のリ

ペラーク MRK-M2-40 を，マトリクス樹脂にはナガセケム

テックス製の DENATOOL XNR6809(主剤)-XHR6809(硬化

剤)を用いた．繊維の体積含有率は約 60%,密度は 1435 kg/m3

である．VaRTMにより作成された平板より，3辺の長さが

1.620mm, 2.497mm, 3.566mm の直方体を切り出して供試

体とした．
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Table 5 Elastic moduli EL, νLT , νTT of CFRP estimated

by GA.

EL 125.5[GPa]

νLT 0.31

νTT 0.49

Table 6 Visco-elastic parameter of E′
T and G′

LT of CFRP

estimated by GA.

E′
T G′

LT

λ1[s] 1.45× 10−1 2.51× 10−1

λ2[s] 5.47× 10−3 7.32× 10−3

λ3[s] 1.77× 10−3 6.53× 10−4

λ4[s] 7.68× 10−5 8.91× 10−5

λ5[s] 1.84× 10−5 1.57× 10−6

E∞[GPa] 8.89 3.22

4. CFRPの粘弾性係数係数の同定

4.1. 解析条件

有限要素解析にあたり，Fig.4に示すような供試材と同一

寸法の解析モデルを作成し，20 節点六面体 2 次要素により

離散化した．要素数は 27, 総節点数は 208である．実験とほ

ぼ同一の条件となるよう，一つの頂点 (Fig.4のNode α)の変

位を固定したうえで，その対角の位置にある節点 (Node β)

に対角方向の調和励振力を等価節点力として与えた．なお，

解析周波数範囲は 50～250 kHz，周波数帯域の分割数は 1000

とした．RUS 試験により測定し，粘弾性係数の逆解析に用

いた 6つの共振周波数を Table 1に示す．

CFRP では，繊維方向の弾性定数 EL は炭素繊維の弾性

係数が支配的となり，粘性的性質は顕著に表れない．そこ

で今回の計算では縦弾性係数 EL と，独立な 2 つのポア

ソン比 νLT，νTT に関しては粘性を考慮せず，弾性定数と

して同定を行うこととした．独立な弾性係数のうち，EL,

νLT，νTT を除いた E∗
T，G∗

LT について，その粘弾性パラ

メータを探索計算によって同定する．なお，粘弾性パラメー

タの同定においては，弾性パラメータと粘性パラメータの

両者を未知数とすると計算量が膨大となる．そこで，通常

は各 Maxwell 要素の弾性定数もしくは粘性係数 (緩和時間)
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Fig. 6 Storage modulus E′
T of CFRP estimated by GA.
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T of CFRP estimated by GA.
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Fig. 8 Storage modulus G′
LT of CFRP estimated by GA.
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Fig. 9 Loss modulus G′′
LT of CFRP estimated by GA.
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を固定して探索する場合が多い．本論文の探索ではMaxwell

モデルの弾性パラメータを固定し，無限時間での弾性係数

E∞ と緩和時間を未知パラメータとして CFRP の粘弾性特

性を同定した．弾性係数 EL, νLT，νTT の探索範囲を Table

2に，複素弾性率 E∗
T およびせん断複素弾性率G∗

LT に関する

緩和時間と無限時間における粘弾性係数の探索範囲を Table

3および Table 4にそれぞれ示す．

5. 結果と考察

GAによる探索計算によって得られた目的関数の世代-適合

度線図を Fig.5に示す．初期集団による結果の依存性を考慮

して Seed 1～Seed 4 の 4 種類の初期集団をそれぞれ生成し

探索を行った．本論文の計算では，ほぼ結果が収束したとみ

なせた 100世代にて計算を打ち切った．最終的に得られた弾

性定数 EL, νLT , νTT の結果を Table 5に，E∗
T , G

∗
LT の粘弾

性係数の同定結果を Table 6に示す．

Fig.6 と Fig.7 は，同定された粘弾性パラメータを用いて

貯蔵弾性率 E′
T と損失弾性率 E′′

T を計算した結果である．ま

た，G∗
LT に関する同様の結果を Fig.8と Fig.9にそれぞれ示

した．比較のため，Epoxyの粘弾性係数と炭素繊維の弾性係

数より均質化法を用いて算出した貯蔵弾性率，損失弾性率を

同図に併記してある (5)．

貯蔵弾性率 E′
T に関しては，均質化法により得られた結果

との差は 2～3%程度であり，十分な精度で同定されていると

判断できる．損失弾性率 E′′
T の結果において，均質化法によ

り得られた結果に比べて振れ幅が大きいのは本論文における

同定計算で用いた Maxwell モデルの要素数が 5 要素と少な

く，近似精度が劣るためである．

貯蔵弾性率 G′
LT に関しては約 10%程度，RUS 法により

同定された結果の方が均質化法の結果よりも小さく見積も

られていることが確かめられる．損失弾性率 G′′
LT につい

ては，今回同定された結果と均質化法の結果の差は大きい

ものの，両者は概ね類似の傾向を示していることがわかる．

この要因としては，各々の振動モードにおいて，特定の弾

性定数の影響が特に支配的になるためである．例えばねじ

り振動のモードにおいてはせん断弾性係数が，曲げの振動

モードにおいては縦弾性係数が支配的となる．Fig.10 は今

回の CFRP試料における周波数スペクトルの有限要素法に

よる計算結果である．RUS 試験において測定された周波数

は 1次 (190.00Hz)，3次 (372.05Hz)，4次 (397.66Hz)，6次

(433.23Hz)，7次 (440.31Hz)，9次 (478.15Hz)であり，2次,

5次，8次のモードはデータが得られていない．

1次から 7次の振動モード形状と共振周波数の計算結果を

Fig.11に示した．1次と 2次がねじり (せん断)モードであり，

3, 4, 5 次が曲げが支配的なモードである．6次と 7次のモー

ドはねじりと曲げの連成モードであった．

連成モードを除く 1次から 5次までのモードの中で，RUS

法で測定できなかった 2次をさらに除外すると，ねじり変形

が支配的なモードは 1 次モードだけで，それ以外の 3, 4, 5

次はすべて曲げ変形が支配的なモードである．すなわち，今

回の RUS法による粘弾性係数同定においては縦弾性係数に

相当するものが比較的同定しやすい条件にあり，せん断弾性

係数に相当するパラメータの同定は，やや悪条件であるとい

える．その結果として，せん断の貯蔵弾性率 G′
LT の同定精

度が低下したものと考えられる．

6. 結 論

本論文では共鳴超音波スペクトロスコピー法により，異方

性を有し，かつ粘弾性特性を有する CFRP 積層板の粘弾性

パラメータの同定法について検討を行った．RUS 試験によ

り測定された共振周波数に一致するよう，計算モデルの粘弾

性パラメータを変化させた上で探索計算を実施し，CFRPの

粘弾性パラメータを決定した．

繊維直交方向の複素弾性率 E∗
T に関しては比較的良好な精

度で同定が可能であったが，せん断の複素弾性率 G∗
LT に関

しては同定精度がやや低下することが確かめられた．この理

由は，RUS により測定される振動モードは曲げ変形が支配

的なモードが主であり，せん断変形が支配的なモードの測定

データが乏しいことに起因していることを確認した．
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