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埋め込み境界法を適用した差分格子ボルツマン法の

境界誤差に関する研究

BOUNDARY ERROR ANALYSIS IN THE IMMERSED BOUNDARY-FINITE DIFFERENCE

LATTICE BOLTZMANN METHOD
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In the present paper, we analytically and numerically investigate the boundary error

computed by the immersed boundary-finite difference lattice Boltzmann method (IB-

FDLBM). In the FDLBM calculation, we set the magnitude of the discrete velocity in-

dependently from the grid spacing. Rigorous analysis is performed in order to derive the

analytical solutions for the velocity gradient, the boundary velocity, and the boundary

error computed by the IB-FDLBM. We demonstrate the small magnitude of the discrete

velocity is effective in decreasing the boundary error at high relaxation time in the nu-

merical analyses of the symmetric shear flows and of the cylindrical Couette flows.
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Method, Immersed Boundary Method, Boundary Error

1. はじめに

埋め込み境界法 (Immersed Boundary Method, IBM)(1)で

は，等間隔のデカルト座標上に境界を構成する座標系を簡単に

設定できることから，格子ボルツマン法 (Lattice Boltzmann

Method, LBM) (2) に IBMを適用した Immersed Boundary-

Lattice Boltzmann Method (IB-LBM) の研究が，盛んに行

われている (3, 4)．一方，IB-LBM では，緩和時間 τ の値が

2 よりも大きくなると境界近傍において流速のズレが発生

する問題点が理論的に証明されている (5)．Lu (6) はMulti-

Relaxation-Time (MRT)衝突則 (7)を適用することで，林 (8)

は Two-Relaxation-Time (TRT) 衝突則 (9) を適用すること

で，流速のズレが減少することを示した．著者は，せん断流

れに対する準一次元流れ解析において，流速のズレと緩和時

間との関係式を導出した後，理論解と数値解とを比較するこ

とで，IB-LBMのズレの除去に対する TRTの有効性を証明

した (10)．差分格子ボルツマン法 (Finite Difference Lattice

Boltzman Method, FDLBM) (11)は，数値的安定性を向上さ

せ，離散速度に対する等方性を満足させられることから，圧縮

性流れや音響解析等に適用されている (12)．IBMを FDLBM

に適用することで，LBM では解析困難であった音場・構造

連成問題が解かれることが期待される．Rojasは，FDLBM

2015 年 9 月 1 日受付，2015 年 10 月 24 日受理

に IBMを適用した場合に生じる流速のズレが，TRT衝突則

により除去出来ることを数値計算により実証した (13)．しか

し，従来型の LBMと対流過程が異なるにも関わらず，IBM

を適用した FDLBM(IB-FDLBM) においても流速のズレが

発生する原因が明らかにされていない．本論文では，運動方

程式に Forward-Time Central-Space(FTCS)スキームを適用

した FDLBM を対象に，流速のズレに対する解析解を導出

し，数値計算により実証する．

2. 計算手法

FDLBMでは離散速度 ck に対応する分布関数 fk(x, t) が，

∂fk
∂t

+ ck · ∇fk = − 1

τ
(fk − f

(eq)
k ) +

3ωkρck ·G
c2

, (1)

に従い時間発展する．ここで，kは離散速度方向を示すイン

デックス，τ は緩和時間，f
(eq)
k は平衡分布関数，G は外力

である．有次元の分布関数 f̂k，密度 ρ̂，離散速度 ĉk，時間 t̂，

流速 û，圧力 p̂，長さ x̂ に対し，代表長さ L，代表密度 ρ0，

代表離散速度の大きさ c を用い，無次元化された分布関数

fk = f̂k/ρ0，密度 ρ = ρ̂/ρ0，時間 t = t̂/(L/c)，流速u = û/c，

離散速度 ck = ĉk/c，長さ x = x̂/Lを求め，無次元化された

分布関数 fk に対するボルツマン方程式 (1)を得る．FDLBM

では，式 (1)を適切な差分近似等で離散化することで，流体

運動が解析される．ここで，FTCSスキームにより式 (1)を
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(b) cylindrical Couette flows

Fig. 1 Schematic diagram of the symmetric shear flows and

the cylindrical Couette flows. The circles indicate the bound-

ary nodes xb and fluid nodes xf .

離散化した以下の方程式について，流速のズレを検証する．

fn+1
k,i,j − fn

k,i,j

δt
+ ckx

fn
k,i+1,j − fn

k,i−1,j

2δx
+ cky

fn
k,i,j+1 − fn

k,i,j−1

2δy

= −
fn
k,i,j − f

n(eq)
k,i,j

τ
+

3ωkρ
n
i,jck ·Gn

i,j

c2
. (2)

ここで，i，j，nは，それぞれ，x軸方向，y軸方向，時間に

関するインデックスである．δt は時間ステップ，δx と δy は

空間刻み幅である．なお，本論文では正方格子を用いること

にし，δx = δy とする．

D2Q9モデルに対する平衡分布関数 f
(eq)
k は，

f
(eq)
k = ρωk

(
1 +

3

c2
ck · u+

9

2c4
(ck · u)2 − 3

2c2
u · u

)
, (3)

で与えられる．ここで ωk は重み係数であり，ω0 = 4/9，

ω1,2,3,4 = 1/9，ω5,6,7,8 = 1/36である．ここで，ρは密度，u

は流速，cは離散速度の大きである．密度 ρと流速 uは，

ρ =

8∑
k=0

fk, u =
1

ρ

8∑
k=0

ckfk, (4)

で定義される．

Chapman-Enskog展開により，式 (1)から連続の式とNavier

Stokes(NS)方程式が導出される．

∇ · u = 0, (5)

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ ν∇2u+G. (6)

ここで，圧力は p = ρc2/3で，動粘性係数は ν = c2τ
3
で与えら

れる．文献 (14)と異なり，本論文では代表時間を t0ではなく

(L/c)で与えたため，式 (6)にストローハル数 Sh = L/(t0c)

は掛からない．IBMでは，Fig. 1(a) の白丸で示されるよう

に，固液界面は点の集合体として近似される．この境界上の

点 xb に適切な外力Gを発生させることで，流体は構造体か

ら影響を受け，流体内に任意形状の固体壁を設定することが

出来る．外力は Direct forcing method (3) により，

G(xb) =
ud(xb)− ub(xb)

δt
, (7)

で与えられる．ここで，ud は固体壁の流速，ub は固液界

面上の流体の流速である．式 (7)の境界上の流速 ub(xb)は，

Fig. 1(a) の黒丸で示される格子点 xf 上の流速 u(xf ) から

導出される．

ub(xb) =
∑
f

u(xf )D(xf − xb)δ
2
x, . (8)

ここで，
∑

f は格子点 xf に関する総和を表す．

式 (8)から得られた ub(xb)を，式 (7)に代入することで，

境界上の外力が求められる．D(x)は次式で与えられる (5)．

D(xf − xb) = δ(xf − xb)δ(yf − yb), (9)

δ(r) =

{
1

4δx

(
1 + cos

(
π|r|
2δx

))
|r| ≤ 2δx

0 |r| > 2δx
. (10)

IBM では，オイラー座標上の点 xf における外力 G(xf )

をG(xb)から導出する必要がある．式 (9)，(10)で示される

平滑化されたデルタ関数 D(x)を用い，

G(xf ) =

N∑
b=1

G(xb)D(xf − xb)∆s, (11)

により求められる．ここで，N は境界を構成する点の総数，

∆sは各点に対する単位長さを表し，構造体が半径 Rの円の

場合 ∆s = 2πRδx/N，長さ Lの平板の場合は ∆s = Lδx/N

で与えられる．

IB-FDLBMのアルゴリズムは，以下のようになる．

Step 1. 構造体の流速 ud(xb)と，初期条件 ρ1(xf )，u1(xf )

を与える．式 (3) から，f1
k = f

(eq)
k とし，分布関数

の初期条件 f1
k を与える．

Step 2. 定義式 (4)から ρn(xf )，un(xf )を求める．

Step 3. 式 (8)を用い，un(xf )から，ラグランジュ座標上の

流速 un
b (xb)を求める．

Step 4. 式 (7)より，ラグランジュ座標上の外力Gn(xb)を求

める．

Step 5. 式 (11) より，オイラー座標上の外力 Gn(xf ) を求

める．
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Fig.2 Velocity profiles calculated by the IB-FDLBM for the

symmetric shear flows. c = 1.

Step 6. 式 (3)から，f
(eq)
k を求め，Step 5で求めたGn(xf )

と f
(eq)
k を，式 (2)に代入する．

Step 7. 式 (2)より，fn+1
k を計算し，1時間ステップ δt進め，

Step 2に戻る．

3. 数値計算

Fig. 1(a) に示す symmetric shear flows と Fig. 1(b) に示

す cylindrical Couette flows に対する IB-FDLBM の計算結

果を Fig. 2 と Fig. 3 に，それぞれ，示す．symmetric shear

flowsでは，計算領域に 200×200の格子点を用い，y = 50δx，

y = 150δx の位置に，IBMにより，u = 0.01，u = −0.01の

流速を設定する．Fig. 2 に，半分の計算領域に対する流速分

布を示す．離散速度の大きさは c = 1 とする．Fig. 2 から，

IB-FDLBM においても，IB-LBM と同様に，緩和時間 τ が

増加すると，流速のズレが発生することが分かる．FDLBM

は，緩和時間が大きくなると，分布関数の非平衡成分が大き

くなり，NS方程式とのズレが大きくなる．分子の平均自由

行程 λは，粒子速度 cと緩和時間 τ を用い，λ = cτ で与えら

れる．代表長さを L とすると，Knudsen 数は，Kn = cτ/L

となる．Fig. 2において，L = 100であることから，c = 1.0，

τ = 1の場合，Kn = 0.01となる．希薄気体効果が発生する

遷移領域 Kn = 0.01 を超えると，流速のズレが発生してい

る．cylindrical Couette flowsでは，200× 200の計算領域の

中心に，半径 Ro = 70δx と，半径 Ri = 45δx の同心円を設定

し，外円は静止，内円は ud
θ = 0.01 で回転する．cylindrical

Couette flowsの接線速度に対する厳密解 ûθ は，

ûθ(R) = ud
θ
R/Ro −Ro/R

Ri/Ro −Ro/Ri
, (12)

で与えられる．ここで，Rは半径を表す．Fig. 3(a)の左側と

右側に，τ = 1と τ = 10における接線速度の等高線を，それ

ぞれ，示す．Fig. 3(b) には，中心断面上の流速分布を示す．

Fig. 3から，cylindrical Couette flowsにおいても，緩和時間

が大きい場合，流速のズレが発生することが明らかになった．

緩和時間が空間により異なる気液二相系解析やマルチブロッ

ク法等への IB-LBMや IB-FDLMの適用を考えた場合，稲室

によって実施された 0.7 ≤ τ ≤ 20の範囲での LBMの境界条

件の計算精度の検証と同様に (15)，IB-FDLBM の計算精度
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(b) velocity profile along the central horizontal plane

Fig. 3 Tangential velocity profile calculated by the IB-

FDLBM for the cylindrical Couette flows. c = 1.

の緩和時間に対する依存性を検証する必要がある．

Le et al. (5) や He et al. (16) が用いた手法を適用し，sym-

metric shear flowsに対する IB-FDLBMの解析解を導出する．

境界間の格子点数 h = 100，v = 0，ρ = const.，∂u/∂t = 0，

∂u/∂x = 0とする．式 (2)，(4)から，

0 = ν
(uj+2 − 2uj + uj−2)

(2δy)2
+Gj

−2c2τ2

3

(Gj+2 − 2Gj +Gj−2)

(2δy)2
, (13)

が得られる．ここで，y座標を示す添え字 jを u，Gに付加し

た．外力がG(xb) = (G0, 0) で与えられた場合，式 (9)，(10)

から，

Gj0 =
G0

2
, Gj0±1 =

G0

4
, G|j−j0|≥2 = 0, (14)

となる．ここで，j0 は，Fig. 1(a)に示される IBMで設定さ

れた構造体の y 座標の位置を表す．式 (13) において j = j0

の場合，uj0+2 = uj0−2 から，次式が得られる．

uj0+2 − uj0 +
δ2yG0

ν

(
1 +

c2τ2

3δ2y

)
. (15)

式 (13)に対し j = j0 +1とした場合，uj0+1 = uj0−1 より，

uj0+3 − uj0+1 +
δ2yG0

ν

(
1 +

c2τ2

6δ2y

)
, (16)

が得られる．
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(b) c = 10.0

Fig.4 Velocity profiles calculated by the IB-FDLBM for the

symmetric shear flows. The relaxation parameter τ is varied

as 1, 5, 10, and 20.

j = h/2において u = 0であるため，式 (15)，(16)から，

uj0 =
G0

ν

(δ2yh
4

+
c2τ2

3

)
, (17)

uj0+1 =
G0

ν

(δ2yh
4

−
δ2y
2

+
c2τ2

6

)
, (18)

が得られる．式 (8)から，ub = uj0/2+ uj0+1/2 であるため，

式 (17)，(18)から次式が導出される．

ub =
G0

ν

(δ2yh
4

−
δ2y
4

+
c2τ2

4

)
. (19)

式 (7)から，ud = ub + δtG0 であるため，式 (19)から，

ud =
G0

ν

(δ2yh
4

−
δ2y
4

+
δtc

2τ

3
+

c2τ2

4

)
, (20)

となる．式 (17)，(20)から，FTCSスキームを適用した IB-

FDLBMに対する勾配 ( du
dy

)bulk，ズレ us
j0，境界値 uj0 に対す

る解析解が求まる．

( du
dy

)bulk
2ud

hδx

=

hδ2x
4

hδ2x
4

− δ2x
4

+ δtc2τ
3

+ c2τ2

4

, (21)

us
j0

ud
=

c2τ2

3
hδ2x
4

− δ2x
4

+ δtc2τ
3

+ c2τ2

4

, (22)

uj0

ud
=

hδ2x
4

+ c2τ2

3
hδ2x
4

− δ2x
4

+ δtc2τ
3

+ c2τ2

4

. (23)
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(a) velocity gradient
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(c) fluid velocity at the boundary

Fig. 5 Comparison of the analytical and the numerical so-

lutions as calculated by the IB-FDLBM.

式 (22)から，離散速度の大きさ cを小さくすると流速のズ

レが減少することが分かる．FDLBMでは，LBMと異なり，

格子幅 δx と，離散速度の大きさ cとを独立に設定可能であ

る．δx = δy = 1とし，離散速度の大きさ cを変更した場合

の IB-FDLBM による symmetric shear flows の計算結果を，

Fig. 4に示す．ここで，c = 0.1のとき δt = 10−1，c = 10.0の

とき δt = 10−4 とした．式 (22)で示された通り，cを小さく

することで，流速のズレが減少している．Fig. 4(a)において，

c = 0.1，τ ≤ 10の場合，Knudsen数がKn = cτ/L ≤ 0.01 と

なるため，NS方程式からのズレが発生しない．Fig. 4 に示さ

れた計算結果に，c = 0.5，c = 2.0の場合も考慮した数値解

を ×，+，○，●，□で，式 (21)-(23)で示される解析解を実

線で Fig. 5に示す．なお，c = 0.5のとき δt = 10−2，c = 1.0

のとき δt = 10−2，c = 2.0のとき δt = 10−3 とした．Fig. 5
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(b) velocity profile along the central horizontal plane

Fig. 6 Tangential velocity profile calculated by the IB-

FDLBM for the cylindrical Couette flows. c = 0.5.

において，解析解と数値解とは良く一致しており，離散速度

の大きさを変更することにより，勾配 ( du
dy

)bulk，ズレ us
j0，境

界値 uj0 に対する誤差が小さくなることが解析解と数値解か

ら証明された．

離散速度の大きさを c = 0.5，c = 2.0とした場合の cylindri-

cal Couette flowsに対する IB-FDLBMの計算結果を，Fig. 6

と Fig. 7に，それぞれ，示す．離散速度の大きさを変更する

ことにより，流速分布に対する誤差が変化しているが，離散

速度の大きを変えるだけでは，高い緩和時間に対し，流速の

ズレを完全に除去出来ないことが分かる．

Fig. 8に計算領域の一辺の格子点数の数と誤差との関係を

示す．誤差は次式で定義され，理論解 ûθ は式 (12)で与えら

れる．

Error =

√∑
x∈fluid(uθ(x)− ûθ(x))2∑

x∈fluid û
2
θ(x)

, (24)

ここで，fluidは，cylindrical Couette flowsにおける外円と

内円とで囲まれた領域を示す．τ = 5において，c = 0.5に対

する誤差が最も小さく，緩和時間が大きい場合，離散速度の

大きさを小さくすることが計算精度の向上に有効であるこ

とが，Fig. 8から分かる．Fig. 8(a)において，τ = 1の場合，

流速のズレが最も小さくなる c = 0.5で，1次精度が得られ

た．τ = 5とした場合，Fig. 8(b)において，0.7次の計算精

度が示された．Fig. 8(b) の精度低下の原因は，IB-FDLBM

特有の流速のズレと考えられる．

τ =  1                       τ =  10

uθ 
/ud = 0.1

uθ 
/ud = 0.2

uθ 
/ud = 0.3

uθ 
/ud = 0.5

uθ 
/ud = 0.7

uθ 
/ud = 0.9

(a) tangential velocity contours
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(b) velocity profile along the central horizontal plane

Fig. 7 Tangential velocity profile calculated by the IB-

FDLBM for the cylindrical Couette flows. c = 2.0.

4. おわりに

　 IB-FDLBMに対する流速のズレの問題を解析的に検証

した．Le et al. (5) や He et al. (16) の手法を用い，symmetric

shear flows に対する，流速のズレに対する解析解を導出し

た．FDLBMでは格子幅とは独立に離散速度の大きさを変化

させられることに注目し，離散速度の大きさの変更による

流速のズレへの影響を検証した．離散速度の大きさを小さ

くすることにより，流速のズレを減少させられることが，解

析解と数値解との比較により明らかになった．Knudsen数が

Kn = 0.01より大きくなると，本計算結果において流速のズ

レが観察された．このことから，FDLBMの NS方程式から

のズレが，IB-FDLBMにおいて境界上の流速のズレとして

現れたことが明らかになった．離散速度の大きさを小さくし

た場合の cylindrical Couette flows 対する IB-FDLBM の計

算結果を観察したところ，計算精度が向上することが示され

た．ただし，離散速度の大きさを小さくするだけでは，流速

のズレを十分に除去できないことが明らかになった．

IB-LBMに対し，流速のズレの除去に対し TRT衝突則が

有効であることが示されている (10)．IB-FDLBMに TRT衝

突則を用いた場合，二種類の緩和時間 τ−，τ+ に対する流速

のズレに対する解析解は，次式で与えられる．

us
j0

ud
=

c2τ+τ−
3

hδ2x
4

− δ2x
4

+
δtc2τ+

3
+

c2τ+τ−
4

. (25)

式 (25)から，τ± > 0であるため，TRT衝突則によっても，
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Fig. 8 Relative error versus the number of grid points.

IB-FDLBMに発生する流速のズレを完全に除去することは

不可能であることが分かる．IB-FDLBMで発生する流速の

ズレを完全に除去することが今後の課題である．

なお，本研究の実施に当たり，大変貴重なご意見を頂いた

東京工業大学高橋亮一名誉教授，富山大学竹越栄俊名誉教

授，富山大学奥井健一名誉教授，筑波大学阿部豊教授，神戸

大学冨山明男教授，神戸大学林公祐准教授に深謝する．
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