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A topology optimisation is considered as one of the most promissing computer-aided

design methods. In the previous study, we have proposed one with the fast multipole

boundary element method (FMBEM) and the level set method for acoustic devices in 3D.

The previous method is, however, insufficient for some engineering applications since it

deals only with rigid scattereres. In this paper, we propose a new topology optimisation

method which can design scattereres with impedance boundaries. A detailed derivation

of the topological derivative for the design problem and the algorithm of the topology

optimisation, along with some numerical examples which verify the validity and efficiency

of the proposed method, are presented.
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1. 緒言

トポロジー最適化 (1) は，構造体の形状のみならず新た

な孔 · 異種材料の生成を許容する点から，寸法最適化 (2) や

形状最適化 (3) など，他の構造最適化設計手法と比較して設

計自由度の高い最適設計手法である．従来，トポロジー最

適化は構造力学分野への応用を見込んだ研究が多かったが
(3, 4)，近年では，音響学，弾性学，電磁気学などに支配され

る場における各種波動デバイスの設計への適用例が見られる
(5, 6, 7, 8)．

著者らはこれまでに，境界要素法を用いた 3 次元音響問

題に対するトポロジー最適化手法の先行研究として，最適化

の過程で新たに生成する散乱体の境界条件を斉次 Neumann

条件，つまり散乱体を剛体に限定した問題に対する設計手法

を開発した (8)．具体的には，所望の点群における音圧ノル

ムを最小化する剛体の分布を求めた．得られた最適解に対応

する境界要素数が数十万程度となる最適化問題を，順解析 ·
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随伴解析に高速多重極境界要素法 (FMBEM; Fast Multipole

Boundary Element Method)(9, 10) を用いることで，現実的

な計算時間で解けることを示した．しかし，実際の設計問題

への応用を見込んだ場合，デバイスに用いられる材料を必ず

しも剛体とみなせるとは限らない．

そこで本研究では，実際の材料音響特性により近い物理的

条件であるインピーダンス境界条件に注目する．インピーダ

ンス境界条件は，境界上の音圧 uと，その法線方向微分
∂u

∂n
の線形結合式で与えられる．例えば，本研究で取り扱う音響

問題におけるインピーダンス境界条件は
∂u

∂n
=

iρω

z
uと定義

される．ここに，i =
√
−1，ρは材料の密度，ω は角周波数

を示す．また z は音響インピーダンスであり，音圧に対する

粒子速度の比を表す．つまり，音響インピーダンスの値が変

化すると，境界における音波の反射強度が変化する．また，

音響インピーダンスの値により，境界における音波の位相も

変化する (例えば z = 0は固定端反射，z = ∞は自由端反射
に相当する)．インピーダンス境界を有する介在物の湧き出



しに対応するトポロジー導関数に関する検討例としては，2

次元 Laplace 方程式に対する Novotny ら (11) の研究を挙げ

ることが出来るが，3次元音響問題に対応する研究は著者ら

の知る限り見受けられない．そこで本研究では，最適化の過

程において新たに発生する散乱体の境界において，インピー

ダンス境界条件を課す 3次元音響問題のトポロジー最適化を

新しく開発する．

トポロジー導関数の数値計算に必要となる 3次元音場の伝

播問題に対する数値解析手法としては，FMBEMを用いる．

FMBEM を用いることで，無限遠を含む領域で定義される

境界値問題を厳密に取り扱うことが可能となる．また，散乱

体形状の表現にはレベルセット法 (4) を用いる．レベルセッ

ト法は，対象領域の境界をレベルセット関数の等位面によっ

て容易に表現することができる点から，散乱体の境界を離散

化する必要がある FMBEMに対して非常に有用であると考

える．また，最適なレベルセット関数の分布を求める問題を，

拡散項を含む時間発展方程式を解く問題に帰着させることで

実際に創成可能な滑らかな形状を得ることが可能になる．

2. レベルセット法に基づくトポロジー最適化

2.1. 音響最適化問題の定式化

本節では，本稿で取り扱う 3次元音響問題における最適化

問題の定式化を行う．境界 Γを有する空間領域 Ωにおいて，

Observation 
     points

Fig. 1 An optimisation problem.

有限の固定設計領域 D ⊂ Ωを設ける.ここに領域 Ω ⊂ R3 は

無限遠を含むとする．式 (1)に示す領域 Ω′ ⊂ Ω \D および，
Ωの境界 Γで定義される目的汎関数 J を極小とする固定設

計領域 D 内の散乱体 D \ Ωの分布を求める (Fig. 1)．

J =

∫
Ω

f (u (x))H
(
Ω′) dΩ+

∫
Γ

g (u (x) , q (x)) dΓ (1)

ここに，f，gはそれぞれ，Ω，Γ上で定義される実数値を返

す汎関数である．関数H は Heaviside関数を表し，次のよう

に定義する．

H
(
Ω′) = {

1 x ∈ Ω′

0 x /∈ Ω′

Heaviside関数を用いることにより，目的汎関数が定義され

る観測点の位置を領域 Ω′，すなわち固定設計領域の外部に

制約することができる．また，複素関数 u，q は x ∈ Ωに対

して，以下に示す Helmholtz 方程式の境界値問題に支配さ

れる．

∇2u (x) + k2u (x) = 0 in Ω (2)

u (x) = ũ (x) on Γu (3)

q (x) :=
∂u (x)

∂n
= −iωρṽ = q̃ (x) on Γq (4)

q (x) =
iρω

z
u (x) on Γz (5)

Sommerfeldの放射条件 for u (6)

上に示す境界値問題を順問題と呼ぶ．ここに，uは音圧，k

は波数, nは境界 Γにおける Ωの外向き単位ベクトル，ũ，q̃

は既知の関数，ṽ は既知の粒子速度の法線方向成分を表す．

Γu，Γq，Γz は境界 Γの部分領域であり，次式を満たす．

Γu ∪ Γq ∪ Γz = Γ (7)

Γu ∩ Γq = ∅ (8)

Γq ∩ Γz = ∅ (9)

Γu ∩ Γz = ∅ (10)

以上の諸式を用いて，本研究で取り扱うトポロジー最適化

問題は次のように定義される．

min
Ω

J (Ω) =

∫
Ω

f (u)H
(
Ω′) dΩ+

∫
Γ

g (u, q) dΓ (11)

subject to 式 (2)−式 (6) (12)

2.2. トポロジー導関数の導出

本節では最小化問題の解の探索に必要となるトポロジー

導関数の導出について述べる．無限領域 Ω に音響インピー

ダンス z を持つ微小球を発生させた場合を考える．ただし，

微小球の領域と境界をそれぞれ Ωϵ，Γϵとする．微小球 Ωϵの

発生により式 (2)–(5) の境界値問題に支配される関数 u，q，

そして式 (1)で定義される目的汎関数 J がそれぞれ，u+ δu，

q + δq，J + δJ に変化したとする．この時 δuは次の境界値

問題に支配される．

∇2δu (x) + k2δu (x) = 0 in Ω \ Ωϵ (13)

δu (x) = 0 on Γu (14)

δq (x) = 0 on Γq (15)

δq (x) =
iρω

z
δu (x) on Γz (16)

δq (x) =
iρω

z
δu (x)− q (x) +

iρω

z
u (x) on Γϵ (17)

Sommerfeldの放射条件 for δu (18)

また，微小球 Ωϵ の発生による目的汎関数の変化分 δJ は次

式となる．

δJ = Re

[∫
Ω

∂f (x)

∂u
H

(
Ω′) δu (x) dΩ

+

∫
Γ

(
∂g (x)

∂u
δu (x) +

∂g (x)

∂q
δq (x)

)
dΓ

]
(19)



ここで，次の境界値問題に支配される随伴変数 λ (x)を定

義する．

∇2λ (x) + k2λ (x) +
∂f (x)

∂u
H

(
Ω′) = 0 in Ω　 (20)

λ (x) = −∂g (x)

∂q
on Γu (21)

µ (x) :=
∂λ (x)

∂n
=

∂g (x)

∂u
on Γq (22)

µ (x)− ∂g (x)

∂u
=

iρω

z

(
λ (x) +

∂g (x)

∂q

)
on Γz (23)

Sommerfeldの放射条件 for λ (24)

上記の境界値問題を随伴問題と呼ぶ．このとき，Ω \Ωϵ にお

いて，δu，λに対する次の相反定理が成り立つ．∫
Γ∪Γϵ

δuµdΓ−
∫
Γ∪Γϵ

λδqdΓ +

∫
Ω\Ωϵ

δu
∂f

∂u
H

(
Ω′) dΩ = 0

(25)

境界条件である式 (14)–(17)，式 (21)–(23) を式 (25) に代入

すると次式となる．∫
Ω\Ωϵ

δu
∂f

∂u
H

(
Ω′) dΩ+

∫
Γu

∂g

∂u
δqdΓ +

∫
Γq

∂g

∂u
δudΓ

+

∫
Γz

δu

(
∂g

∂u
+

iρω

z

∂g

∂q

)
δudΓ

=

∫
Γϵ

λ
iρω (u+ δu)

z
dΓ−

∫
Γϵ

λqdΓ

+

∫
Ωϵ

(
∇λ · ∇u− k2λu

)
dΩ (26)

式 (26)より式 (19)は次式となる．

δJ = Re

[∫
Γϵ

λ
iρω (u+ δu)

z
dΓ−

∫
Γϵ

µδudΓ

+

∫
Ωϵ

(
λ,ju,j − k2λu

)
dΩ

]
(27)

ここに λ,ju,j =
3∑

j=1

λ,ju,j である (Einsteinの総和規約).通常

の複素内積とは異なることに注意されたい.

次に δJ の評価を考える．δJ の評価のためには境界 Γϵ に

おける δuを評価する必要がある．そこで，発生させた微小

球の半径 ϵを 0に極限近似することで δuが満たす境界値問

題 (式 (13)–(17))を次のように近似する．

∇2δu+ k2δu = 0 in R3 \ Ωϵ (28)

δq =
iρω

z
δu− ∂u0

∂n
+

iρω

z
u0 on Γϵ (29)

Sommerfeldの放射条件 for δu (30)

ここに，u0，
∂u0

∂n
は微小球 Ωϵ の中心 x0 における u，

∂u

∂n
の

値である．上の境界値問題の解である δu，δq を球関数で展

開し，得られた関数と式 (29)から，Γϵ における δuは次式と

なる．

δu (x) = −u0 h
(1)
0 (kϵ)

A0
−

izu0
,jnj

2ρω

h
(1)
1 (kϵ)

A1
(31)

ここに，h
(1)
n は n次の第 1種球 Hankel関数を示し，Aj (j =

0, 1)は次のように定義される定数である．

Aj = h
(1)
j (kϵ)− iz

ρω

∂h
(1)
j (kr)

∂r

∣∣∣∣
r=ϵ

(32)

さらに，式 (31)の右辺第 1項の
h
(1)
0 (kϵ)

A0
，第 2項の

h
(1)
1 (kϵ)

A1

の ϵ → 0における漸近展開は，それぞれ以下の式で表される．

h
(1)
0 (kϵ)

A0
= − iρω

z
ϵ+

ρω (kz + ρω)

z2
ϵ2 + o

(
ϵ2
)

(33)

h
(1)
1 (kϵ)

A1
= − iρω

2z
ϵ+

1

4

ρ2ω2

z2
ϵ2 + o

(
ϵ2
)

(34)

式 (31)に式 (33)，(34)を代入することで Γϵ における δuの

ϵ → 0の漸近展開を得る．

δu|Γϵ =

(
u0 iρω

z
−

u0
,jn,j

4

)
ϵ+ o (ϵ) (35)

以上で得られた δuを用いると，式 (27)の右辺第 1項，第

2 項，第 3項はそれぞれ次のように評価できる．∫
Γϵ

λ
iρω (u+ δu)

z
dΓ = o

(
ϵ2
)

(36)∫
Γϵ

µδudΓ = λ0u0 iρω

z

(
4πϵ2

)
+ o

(
ϵ2
)

(37)∫
Ωϵ

(
λ,ju,j − k2λu

)
dΩ = o

(
ϵ2
)

(38)

式 (36)–(38)から δJ は次式で表すことができる．

δJ = Re

[
λ0u0 iρω

z

(
4πϵ2

)]
+ o

(
ϵ2
)

(39)

ところで，トポロジー導関数 T (x)は，インピーダンス z

を有する微小球 Ωϵ が xに出現した場合の目的汎関数の変化

の割合を示す関数であり，次式で定義される．

δJ = T (x) s (ϵ) + o (s (ϵ)) (40)

ここに，s (x) は x > 0 における単調増加関数を表し，ここ

では s (x) = 4πx2 と定義する．以上より，本問題におけるト

ポロジー導関数は次式となる．

T (x) = Re

[
λ0u0 iρω

z

]
(41)

トポロジー導関数が T > 0 (< 0) である点 x にインピーダ

ンス境界条件を持つ微小球が発生する場合，目的汎関数は上

昇 (減少)する.

式 (41)に現れる u0，λ0 の計算には高速多重極境界要素法

を用いる．すなわち，各々，式 (2)–(6)，式 (20)–(24)で表さ

れる境界値問題に対応する境界積分方程式を数値的に解き，

最適化アルゴリズムが要求する点 x0 において内点計算を実

行する．

2.3. レベルセット法について

本節では，散乱体の形状表現に用いるレベルセット法につ

いて述べる. 詳細は Yamada et al. (4) を参照されたい.

レベルセット法とは，レベルセット関数 ϕの値によって空

間領域 Ω，物体領域 D \Ω，そしてその境界 Γの形状を表現



する手法である．本提案手法ではレベルセット関数 ϕを，点

xの属する領域毎に次のように定義する．
0 < ϕ (x) ≤ 1 ∀x ∈ D \ Ω
ϕ (x) = 0 ∀x ∈ Γ

−1 ≤ ϕ (x) < 0 ∀x ∈ Ω

(42)

レベルセット関数の導入により，トポロジー最適化問題はレ

ベルセット関数 ϕの分布を求める問題となる．2.1節で定義

した最適化問題を満たすレベルセット関数 ϕの最適分布を直

接求めることは難しいため，仮想的な時間を導入し，次式で

定義される時間発展方程式を解くことで ϕを更新し，その最

適分布を求める．

∂ϕ (x, t)

∂t
= −CT (x, t) + τL2∇2ϕ (x, t) on D (43)

ここに，tは仮想的な時間，C は適当な正の定数，τ は正則

化係数，Lは固定設計領域Dの代表長さを示す．本最小化問

題において，式 (43) の右辺第 1 項は，トポロジー導関数が

T > 0 (< 0)の場合，ある点 xに微小球が発生すると目的汎

関数は増加 (減少)するため，散乱体を配置しない (する)よ

う ϕを更新することを意味する. 右辺第 2項は，点 xにおけ

るレベルセット関数の曲率の絶対値が大きい場合に，これを

小さくするための項である．τ > 0の大きさを調整すること

により，得られる形状の複雑さを規定することができる．ま

た，最適化の過程における散乱体の生成を固定設計領域 D

に制限するため，次の境界条件を与える．

ϕ = ϕ̄ in ∂D (44)

ここに，ϕ̄は適当な負の既知関数である．

以上から，レベルセット関数の分布を求める問題は式 (43),

(44)，及び初期条件で定義される初期条件境界値問題となる．

その解析手法として，本提案手法では時間方向に前進差分，

空間方向に有限要素法を用いる．

2.4. 最適化アルゴリズム

2.2節，2.3節に示した手法を用いると，2.1節に示す最適

化問題の求解アルゴリズムは以下のように書ける．

1. 固定設計領域を有限要素 (ボクセル)に分割し，その節

点にレベルセット関数の初期値を与える．

2. レベルセット関数の分布に対応する境界要素を生成し，

高速多重極境界要素法を用いて目的汎関数 (1)及び固

定設計領域内の全有限要素節点におけるトポロジー導

関数 (41)を計算する．目的汎関数が収束していれば，

最適化を終了する．

3. 初期値境界値問題 (43)，(44)を有限要素法で解き，次

のステップにおけるレベルセット関数の分布を求める．

2.に戻る．

3. 数値実験

3.1. トポロジー導関数

前節で導出したトポロジー導関数の妥当性の検証のため，

以下に示す数値実験を行った (Fig. 2)．

Point source

Observation 
   points

Fixed domain

Fig. 2 Incident wave, observation points, culcu-

lation points.

実験の条件は次のとおりである．固定設計領域を D =

{(x1，x2, x3) | 0 ≤ xi ≤ 2.5 (i = 1，2，3)}とし，周波数 340Hz

の点音源を (5.0, 1.25, 1.25)，(−2.5, 1.25, 1.25)にそれぞれ設

けた．点音源の強度は 70とした．波数 kは 2π，密度 ρ は 1.0

とした．目的関数は点 (1.25, 1.25, 5.0)，(1.25, 1.25, −2.5)及

びこの点を中心として，x1-x2 平面に平行な半径 0.1の円周

を等分割した 10点の合計 N = 22点における音圧ノルムの

2乗和で定義される次式とした．

J =

N∑
i=1

1

2

∣∣∣u(
xobs

i

)∣∣∣2 (45)

R3 \Ωは中心 (1.25, 1.25, 1.25)，半径 0.25の球とし，境界条

件としてインピーダンス境界条件を与え，音響インピーダン

スは z = 2π とした．また，球表面の境界要素数は 26520と

した．

以上の条件下で，x1 = x2 = 1.25上のいくつかの点におけ

るトポロジー導関数を計算した．トポロジー導関数は，前述

のとおり，固定設計領域内の各点にインピーダンス zを有す

る微小球 Ωϵ が発生した際の目的関数 J の変化の割合を表す

関数である．ここでは，発生する微小球のインピーダンスは

z = 2π とした．

Fig. 3にトポロジー導関数を示す．また、referenceとして

トポロジー差分 (8) を重ねて plotしている．トポロジー差分

を計算する際に必要となる微小球の半径は ϵ = 0.001とした．

1.0 ≤ x3 ≤ 1.5において点が見られないのは，微小球が領域

R3 \Ω内に含まれており，トポロジー導関数を定義できない
ためである．グラフから分かるように，両者は良く一致して

おり，導出したトポロジー導関数の妥当性が確認できる．

3.2. 数値実験例

本節では，トポロジー最適化の数値実験例を示す．

実験の条件は次のとおりである．固定設計領域を D =

{(x1，x2, x3) | 0 ≤ xi ≤ 2.5 (i = 1，2，3)}とし，周波数 340Hz

の点音源を (1.25, 1.25, −2.5)，に設けた．点音源の強度は 70

とした．波数 kは 2π，密度 ρ は 1.0とした．目的関数は，中

心 (1.25, 1.25, 1.25)，半径 2.5の球の 1.25 ≤ x3の半球の表面

に等間隔に設置した合計 N = 33点の観測点における音圧ノ
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Fig. 3 The comparison of topological derivatives

with topological differences.

ルムの 2乗和で定義される式 (45)とする．Fig. 4に示す領域

を初期形状とし，式 (45) の目的汎関数を最小化する散乱体

の分布を求めた．ただし，音響インピーダンスは z = 1，10

とした．最適化のステップにおける目的汎関数の推移をそれ

ぞれ Fig. 5に示す． z = 1の場合，初期形状である 1ステッ

Fig. 4 Incident wave, observation points, fixed

desgin domain.

プ目における目的汎関数は J = 17.28であるが，10ステップ

目には J = 3.23となった．z = 10の場合，初期形状である

1ステップ目における目的汎関数は J = 17.72であるが，10

ステップ目には J = 7.36 となった，いずれの場合において

も，本提案手法を用いて目的汎関数を減少させることに成功

した．

z = 1，z = 10各々の場合について，最適形状である 10ス

テップ目における散乱体の形状を Fig. 6，Fig. 7に示す．い

ずれの場合においても，滑らかな形状が得られたことが確認

できる．

また，z = 1，10の場合の x1 = 1.25平面における音圧ノ

ルムの分布をそれぞれ Fig. 8に示す．両者とも，−x3 方向か

らの入射波を波の干渉を用いて跳ね返すような構造してお
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Fig. 5 The history of the objective functional in

the cases of z = 1 (up), z = 10 (down).

り，散乱体から各観測点に向けて白い筋が確認できる．この

ことから，入射波と散乱波の干渉を利用して，観測点におけ

る音圧ノルムを減少させる構造であることが分かる．

Fig. 6 The optimum shape in the case of z = 1.

4. 結言

インピーダンス境界条件を含んだ 3次元音響問題に対する

トポロジー最適化手法について，そのトポロジー導関数の導

出と数値実験を行った．トポロジー差分を用いたトポロジー

導関数の数値的検証を行い，その妥当性を確認した．3次元

Helmholtz方程式に支配される場における音圧最小化問題の



Fig. 7 The optimum shape in the case of z = 10.

Fig. 8 The norm of sound pressure on x1 = 1.25

plane in the cases of z = 1 (up) and z =

10 (down).

数値実験を行い，数値計算結果を示した．数値実験から得ら

れた最適形状における音圧ノルムの分布図により，本提案手

法によって正しく最適化が行われたことを確認した．また，

音響インピーダンス zの値によらず目的汎関数の減少に成功

し，散乱体の波の反射の強弱によらず，本提案手法が有効で

あることを確認した．今後は異なる実験条件による数値実験

によって，本提案手法の有効性を追求し，実際の材料を想定

したインピーダンスの設定によるトポロジー最適化設計を行

いたいと考えている．
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