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This paper discusses topology optimizations in magnetostatic problems. The levelset 

method and the on/off method based on Normalize Gaussian Networks (NGnet) are applied 

to the magnetic shield and IPM motor problems. In the shield and motor problems, the 

levelset method can find inferior and superior solutions, respectively, in comparison with 

the NGnet-method. From these results, the characteristics of the two methods are discussed. 
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1. はじめに 

 寸法最適化と比べて設計自由度が極めて高いトポロジ

ー最適化法は，構造力学の分野において提案された(1)。計

算電磁力学の分野においてもトポロジー最適化の有用性

が認識され，様々な問題に適用されてきている。当該分野

においては，進化計算に基づく on/off 法(2)-(5)とレベルセッ

ト法(6)-(8)が主に使われている。後者は電磁波問題での導波

管(7)や静磁場問題でのモータの最適化(8)が報告されている。

しかし特に電力機器の設計最適化においては，磁気ヒステ

リシス性や材料損失の考慮への要望が強く(9)，最適化の要

求が高度化するにつれてレベルセット法での取り扱いが

困難になると思われる問題が存在する。進化計算など最適

化手法はこれらの問題にも柔軟に対応可能である。一方，

進化型 on/off 法は勾配法に基づくレベルセット法に比べ，

一般に計算時間が長いという難点がある。 

 本報告では，静磁場最適化問題において，フェーズフィ

ールド変数を導入したレベルセット法(6)と進化計算に基

づく on/off 法の比較を行う。on/off 法として，複雑形状の

発生を防ぐことができる正規化ガウス関数(NGnet)を用い

た方法を使用する(4)(5)。これらの手法を磁気シールド問題

と埋込磁石同期モータ(IPM モータ)問題に適用し，その結

果を基にして，両手法をさまざまな観点から比較する。 

 

2．静磁場問題のトポロジー最適化 

2.1 基礎方程式 

本研究では 2 次元静磁場問題を考える。支配方程式は以

下で与えられる。 

  JAAv zz     (1) 

ここで Azは磁気ベクトルポテンシャルの z 方向成分，J は

電流密度である。また，v(A)は磁気抵抗率であり，磁束が

飽和することから v(A)は磁気ベクトルポテンシャルに関

する非線形関数である。有限要素法を用いて(1)を離散化

すると，以下の方程式が得られる。 

  bAA K    (2) 

     

S

jiji SNNv dK , AA  (3) 

ここで b は有限要素法における右辺ベクトル，Niは節点補

間関数である。式(2)は解ベクトル A に関する非線形性が

あるため，Newton-Raphon 法による反復解法が用いられる。 

 

2.2 レベルセット法(6) 

レベルセット法ではレベルセット関数 ϕの値に応じ，設

計領域 D 内の物体を表現する。レベルセット関数 ϕ にフ

ェーズフィールド変数を用いると，物体領域 Ω+と空洞領
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域Ω-，ならびにそれらの境界 Γは以下のように表される。 
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レベルセット法では最適化を以下のエネルギー汎関数の

最小化として考える。 

      









D

SFE d
2

1
2

inf
22 








(5) 

ここで F(ϕ)は目的汎関数，κは界面エネルギー||∇ϕ ||2の係

数であり，得られる形状の複雑さを制御するパラメータで

ある。また，βはポテンシャル項(1ϕ2)/2 の係数であり，ϕ 

が 0 に近いほどエネルギー汎関数の値を増加させる効果

を持つ(この項を導入する理由は後述する)。レベルセット

法ではエネルギー汎関数の勾配をとり，その方向に ϕを更

新することで E(ϕ)を最小化する。すなわち 
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により ϕの更新量を求める。ここでΔt は仮想時間刻み，

ϕ*は前ステップでのレベルセット関数値，M はステップサ

イズパラメータである。式(6)は移流方程式に帰着し，本

研究では有限要素法により解く。式(6)の解 ϕnewを用いて ϕ

を以下のように更新する。 

  1,,1minmax new     (7) 

この流れを繰り返すことで最適化を行う。 

式(6)において，F(ϕ)の ϕに関する汎関数微分は一般に直

接導出ができないため，随伴変数法により求める。いま，

随伴変数 z を導入して F(ϕ)を以下のように修正する。 

      bAAz  KT FF   (8) 

式(8)の ϕに関する微分をとると次式が得られる。 
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ここで任意ベクトル z の値を，式(9)の右辺第 3 項の括弧内

を消去するように決める。これにより F(ϕ)の ϕに関する汎

関数微分は，式(9)の右辺第 1 項と 2 項のみとなる。ただ

し z を求めるには F(ϕ)の A に関する微分を求める必要が

あり，この項が計算できない問題にはレベルセット法を適

用できない。例えば鉄損を最小化する場合，損失計算に高

精度な方法であるヒステリシスモデル(9)を使用した際は，

求めた損失を A で微分することは困難である。また，上

述のように勾配法に基づく最適化のため，F(ϕ)が多峰性関

数の場合は，初期ステップで与えた ϕに解が依存する。 

 上述の方法に従い ϕを更新するため，ϕにより表現され

た形状を有限要素法で解析する。ある固定された有限要素

メッシュに対して，式(4)に従い各有限要素に与える物性

値(磁気抵抗率)を決定する。ここで磁気抵抗率が ϕで微分

可能となるよう，要素 e の磁気抵抗率 veを次式で与える。 

         0sigsig 1 vfvfv me   AA  (10) 

ここで vm，v0 はそれぞれ磁性体と真空の磁気抵抗率であ

る。また，fsigは次式で与えられるシグモイド関数である。 
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ここで要素内の ϕ は各節点のレベルセット関数値の補

間により与えられることを考えると，ϕ(x)=0 となる x は一

般に要素内部に位置する。そのため，式(4)のように形状

表現の上では物体境界が明示されているものの，ある固定

メッシュのもとでレベルセット法を用いる場合，ϕ(x)=0

となる点を内包する要素は物体と空洞の中間的物性をも

つことと等価と考えられる。また，式(10)により veを与え

るため，γϕ (x)γとなる x においても物性値は中間的な

値をとる。ここで γは K により決まる遷移幅である。その

ため式(5)においてポテンシャル項を導入し，|ϕ|>γ となる

ように図る。 

上記と同様の理由から，K(A)を求める際の数値積分では

要素内の veの分布を考慮する。なお，Newton-Raphon 法に

おいて ve を更新する方法は幾つか考えられるが，本研究

では要素内で vm(A)は一定と仮定し，要素重心の A を参照

して vm(A)を更新し，その値を式(10)で用いるとする。 

 

2.3 NGnet を用いた on/off 法(4),(5) 

進化計算に基づく on/off 法では，設計領域内を細かなセ

ルに分割し，各セルに on/off の状態に与えて形状を表現す

る。さらに各セルの on/off 状態を遺伝的アルゴリズム(GA)

などの進化計算手法により変化させることで最適化を行

う。ここで本研究のように形状の評価に有限要素法を用い

る場合は，on/off法のセルを有限要素に対応させればよい。

この方法では進化計算により大域的に解を探索でき，随伴

変数法の適用が困難な問題に対しても広く適用できる。し

かし最終的に得られる形状がいわゆるチェッカーボード

状になりやすく，解から有意な設計情報を抽出することが

難しい。そこで著者らは NGnet を用いた形状表現法を導

入してこの問題を解決した(4),(5)。 

NGnet を用いた on/off 法(NGnet 法と略す)では，各セル

に独立に on/off 状態を与えるのではなく，空間的に滑らか

に値が変化する NGnet の出力に応じて与える。NGnet とは

パラメトリックな関数近似器の 1 種であり，Fig. 1 のよう

に正規化されたガウス基底関数の重ね合わせで任意の関

数形を表現できる。入力 x に対する NGnet の出力 f(x)は以

下で与えられる。 
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ここで N はガウス関数の数，Gi(x)はガウス関数であり，

wi は正規化ガウス関数 bi(x)に対する重みである。NGnet

出力 f(x)より，Fig. 2 のように設計領域内のセル e の on/off

状態 Veを以下のように与える。 
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ここで xeはセル e の重心である。NGnet 出力 f(x)は空間的

に滑らかに変化するため，それによって式(15)から定まる

材料分布も必ず空間的に滑らかになり，複雑形状の発生を

防ぐことができる。 

 NGnet 法では f(x)により形状が定まるため，f(x)を変化さ

せて最適化を行う。ここで f(x)は wi と各ガウス関数の位

置・共分散行列により定まるため，これらを変化させれば

よい。ただし全てを最適化変数とすると，自由度が膨大に

なる。そこでガウス関数はあらかじめ設計領域内を密に埋

めるように設計者が与える。この作業は単純に設計領域内

を密に埋めるのみであり，設計者の知見にはほぼ依存しな

い。この結果，重み wi のみが変化の対象となる。すなわ

ち NGnet 法におけるトポロジー最適化は N 個の実数値変

数 w={wi | i=1,2,...,N}のパラメータ最適化に帰着される。よ

って最適化アルゴリズムとして実数値 GA 等の任意の最

適化手法を適用できる。著者らは GA と Greedy 法を組み

合わせ，ヒューリスティックな意味での極小解を求める手

法を提案した。詳細は文献(5)を参照されたい。 

 NGnet 法では，レベルセット法と異なり，F(ϕ)の A に

関する微分が導出できない問題にも適当可能である。その

一方で，設計領域が広い場合はそれを密に埋めるためのガ

ウス関数の数が増え，遺伝子サイズが増加する。その結果，

GA 等の確率的探索法における探索領域が広大になり，最

適化に要する時間が長大化してしまう。ただし GA などを

用いた場合は各個体の評価を並列に計算でき，計算時間を

実効的に削減することができる。 

3．数値実験 

3.1 磁気シールドの最適化(2) 

3.1.1 磁気シールドの問題設定 

レベルセット法と NGnet 法を用いて，ボックス磁気シ

ールド問題の最適化を行う。この最適化の目的は，可能な

限り少ない磁性体面積で対象領域内の磁束密度を最小化

するシールド形状を得ることである。Fig. 3 にシールドモ

デルを示す。設計領域を 2023 の有限要素で分割し，この

要素内で最適なシールド形状を探索する。Fig. 4 にこの問

題において想定する磁性材料の BH カーブを示す。この問

題の目的関数 F0は以下となる。 
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ここで KTは対象領域の有限要素のみから作成した有限要

素行列であり，ATKTA は対象領域内の磁気エネルギーを

あらわす。また S はシールド面積である。さらに ET=31.1nJ，

ST=0.294cm2は Fig. 3 に示した 2 重シールド形状での磁気

エネルギーとシールド面積である。 

3.1.2 磁気シールド問題の最適化結果 

レベルセット法において Δt，M，βを 1s，1，10-6とし，

シグモイド関数の係数 K を 10 とする。このときの遷移幅

γは約 0.4 である。この設定の下，2000 ステップまで最適

化計算を行った。初期形状として，25 個の磁性球をラン

ダムに配置した場合と，すべての節点に与える ϕを 0 とし

て始めた場合の 2 通りを設定した。ランダム配置の場合は，

乱数系列を変更して 10 通りの初期形状から試行した。な

お前述の通り，|ϕ|>γ のとき1<fsig<1 となるため，透磁率

が空気と物体の中間的な値をとるグレー透磁率となる。 

異なる κのもと，ランダム形状から最適化を始めた際に，

10 回の最適化で得られた最もよい解を Fig. 5 に示す。ここ

で図のキャプション(a, b, c)はそれぞれ F0, ATKTA, S を示

 
Fig. 1. Output of NGnet. 

 

Fig. 2. Representation of on/off distribution from f(x). 
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Fig. 3. Magnetic shield model. 

 
Fig. 4. BH curve of shield material. 
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す。Fig. 5 より，κが大きいと形状の複雑さが減り，κ=10-7

では比較的単純な形状となっている。ただし本問題では，

空気層と磁性体層が交互になっているような形状ほど対

象領域への磁気抵抗が大きくなるため，ある程度の複雑さ

が残る κ=10-9 で得た解の方が対象領域のエネルギーが小

さく，目的関数の値もよい。 

次に κ=10-9 としてグレー透磁率から最適化を始めた場

合に，得られた形状を Fig. 6 に示す。κの値が同じにも関

わらず，得られた形状は Fig. 5(b)とは異なっている。F0

の値は Fig.6 より Fig.5(b)の方が良い。このように本問題で

は，初期形状により最適化結果が大きく異なることが分か

る。これは F0 が面積項により多峰性を持つためと考えら

れる。その場合，初期解近傍の極小解に落ち着くため，初

期形状によっては局所解に陥ったと考えられる。 

同じ最適化問題に NGnet 法を適用した。Fig. 7 にシール

ド問題で用いるガウス基底の配置を示す。設計領域を密に

埋めるように，96 個のガウス関数を均等に配置した。こ

れらの共分散行列は全て Σ=diag(0.007, 0.007)とした。実数

値 GA の初期個体数を 600 とし，毎世代に 80 の子個体を

生成して 50 世代まで最適化を行った。その際，10 世代ご

とに Greedy 法による局所探索を行うよう設定した。 

異なる乱数系列のもとで最適化計算を 10 回行った。Fig. 

8 に 10 回の最適化での最良解の形状を示す。得られた形

状は比較的滑らかな境界を持っており，NGnet 法は従来の

on/off法と異なり複雑形状が発生しにくいことが確認でき

る。また，Fig. 5(b)の形状と比べてエネルギーは大きいが

S が小さく，結果として F0 はレベルセット法により得ら

れた解より小さくなっている。 

両手法における，目的関数の評価回数に対する F0 の変

化を評価する。レベルセット法において κ=10-9とし，ラン

ダム形状から開始した場合と，NGnet 法の場合の F0 の変

化を Fig. 9 に示す。なお，NGnet 法は 12 コア CPU を用い

て並列計算を行ったため，NGnet 法の横軸は評価回数を

12で割った値である。Fig. 9より，最終的なF0の値はNGnet

法の方が小さく，さらに評価回数が 500 回目の付近でレベ

ルセット法を下回っている。 

以上より，シールド問題においては，今回試行した最適

化の設定と動作環境の下では，NGnet 法が実効的に少ない

評価回数でより良い解を見つけることができた。 

 

3.2 IPM モータの最適化(3) 

3.2.1 IPM モータの問題設定 

つぎに IMP モータの最適化問題に両手法を適用する。

Fig. 10 に最適化の対象である IEEJ D モデルを示す(10)。こ

のモータの回転子形状を，平均トルクを維持しつつトルク

リプルを改善するように最適化する。回転子と固定子の磁

性体コアには 50H350 を用い，その非線形性を考慮する。

各巻線には 3Arms，電流位相角 20 度の三相電流を印加する。

この問題における設計領域は対称性を考慮し，Fig. 10 に示

す破線で囲まれた領域とし，設計領域内の形状を 45 度線

上で折り返す。この設計領域内の要素数は 3416 である。

この最適化問題をつぎにように定義する。 

.min
B

rp

A

ave
1 

T

T
W

T

T
F   (17) 

1sub.to MAG N   (18) 

ここで Tave，Trpは平均トルクとトルクリプルであり，1 度

刻みで 30 度まで回転子を回転させて求める。また，W は

重み係数である。さらに TA，TB は規格化定数であり，そ

れぞれ上述した設定における D モデルの平均トルクとト

ルクリプルの値である。また NMAGは磁性コアが全て連結

  
(a):κ=10-7 

(2.10, 5.2nJ, 0.60cm2) 

(b): κ=10-9 

(1.65, 1.99nJ, 0.47cm2) 

Fig. 5. Resultant shapes from random circles, where (a, b, c) 

denotes (F0, ATKTA, S). 

 
(2.02, 1.4nJ, 0.52cm2) 

Fig. 6. Resultant shapes from gray permeability. 

 

 
Fig. 7. Deployed Gaussians for shield problem. 

 

 
(1.03, 2.5nJ, 0.28cm2) 

Fig. 8. Resultant shapes obtained by NGnet-method. 

 
Fig. 9. Changes in F0 during optimization. 
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していれば 1 となり，浮いた磁性体領域が１つ増えるに従

って値が１ずつ増加する。すなわち式(18)は回転子として

成り立つ，磁性コアが全て連結した構造を獲得するための

制約である。ただし NMAGを ϕで微分できるように定義す

ることが困難であるため，レベルセット法では制約を考慮

しない。 

 なお，Trpには以下の定義が考えられる。 

ave

minmax
rp

T

TT
T


    (19) 
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30
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averp

i

i TTT   (20) 

ここで Tiは角度 θiにおけるトルクであり，Tmax，Tminはそ

れらの最大と最小値である。広く用いられている Trpの定

義は式(19)である。しかし Trpの A 微分を考えた場合，ト

ルクが最大(最小)となる角度は ϕに依存するため，単純に

トルクが最大となった角度における Ti を微分しても，厳

密な微分とはいえない。そこでレベルセット法では微分の

扱いが容易な式(20)の定義を用い，NGnet 法では一般的な

定義である式(19)を用いるとする。 

この問題では Taveと Trpを求めるために 30度分の解析を

行い，各角度でのトルクを Maxwell 応力法で求める。角度

θiにおける Tiは，θiでの解 Aiより求められるため，Taveと

Trpを微分する際は各角度での Aiに応じて∂Ai/∂ϕ が発生す

る。そのため本問題では拡張された目的関数をつぎのよう

に導入する。 
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T
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iiiiiFF bAAz  (21) 

そして∂Ai/∂ϕを消去するように ziを求める。 

 

3.2.2 IPM モータの最適化結果 

レベルセット法において，Δt，M，κをそれぞれ 1s，1.0，

10-9とし，シグモイド関数の係数 K を 10，βを 10-3として

500 ステップまで最適化計算を行った。 

初期形状としてグレー透磁率を与え，W=0.4 とした場合

の最適化形状を Fig. 11 に示す。βをシールド問題と比較し

て大きく設定したにも関わらず最適化形状に空気と磁性

材料の透磁率の中間値をとるグレー透磁率の部分が多く

残っており，製造上実現の不可能な結果となっている。こ

れはグレー透磁率を発生させることで F1 を改善でき，式

(5)のポテンシャル項を減少させるよりも効果的に目的汎

関数を改善できるためと考えられる。 

次に D モデルのコア形状にランダムに 30 個の気泡を加

えた形状を初期形状とした。β=10-5，W=0.4 とした場合の

形状を Fig. 12 に示す。グレー透磁率はほとんど発生して

いないが，Fig. 11 に示した形状より評価値が劣っている。

このことから，本問題ではグレー透磁率が目的関数の改善

に効果的に働くため，初期形状によっては Fig. 11 のよう

にグレー透磁率を残した形状が得られたと考えられる。ま

た，Fig. 12 の形状は D モデルのバリア形状から大きく変

化していないことがわかる。これは本問題の目的関数 F1

も多峰性関数であるためと思われる。そのため D モデル

の近傍から最適化を開始した場合は，極小解の一つである

可能性が高い D モデルの形状に近くなり，トポロジーが

大きく変化しなかった可能性がある。 

同様の最適化を NGnet 法により行う。Fig. 13 に IPM モ

ータ問題で用いる 58 個のガウス基底の配置を示す。これ

らの共分散行列は全て Σ=diag(0.0015, 0.0015)とした。

NGnet 法では多目的最適化用のアルゴリズムを用いるこ

とにより，W を様々に変化させた際の解，すなわち Tave

と Trpに対するパレート解集合を容易に求めることができ

る。そこで修正免疫アルゴリズム(11)を採用して多目的最適

化を行った。初期個体数を 800，子個体生成数を 80 とし，

80 世代まで最適化計算を行った。また，20 世代ごとに，

その時点で得られているパレート解をランダムに 12 個選

んで Greedy 法による局所探索を行った。この設定の下で

12 コア CPU により最適化を行った場合，実効評価回数は

約 1040 回である。そのため，本問題ではレベルセット法

の計算負荷の方が少ない設定である。 

NGnet 法により得られたパレート解と，レベルセット法

で Wを 0から 1まで 0.2刻みで変化させて得た 6つの解と

 
Fig. 10. IEEJ D model. 
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Fig. 11. Resultant shape from gray (2.20Nm, 5.8%). 

 

 
Fig. 12. Resultant shape from Dmodel (2.19Nm, 9.6% ). 



の比較を Fig. 14 に示す。なお Fig. 14 における Trpは全て

定義(20)による評価である。この結果より，レベルセット

法でグレー透磁率が得られた場合が最もトルク特性がよ

いことがわかる。ただし前述の通り，この結果から有意な

設計情報を抽出することは困難である。D モデルのバリア

形状から始めた場合では Fig. 12 のようにグレー透磁率が

少なく，NGnet 法で得た結果よりも優れた解が得られてい

る。NGnet 法では制約(18)を考慮し，レベルセット法では

考慮していないため，対等な比較ではないものの，単純に

比較すると，レベルセット法の解の評価値は，NGnet 法よ

りも良好であった。Fig. 15 に，NGnet 法により得られた解

の１つを示す(Fig. 14 でマークした形状)。全ての磁性コア

が連結し，制約(18)を満足した形状である。 

 

3.3 考察 

本稿で設定した問題において，シールド問題ではレベル

セット法で得られた解の性能は NGnet 法のそれらを下回

る結果となり，IPM モータ問題では，問題設定が対等では

ないもののレベルセット法の方がよい評価値を得た。 

このような結果となった理由として，目的関数の多峰性

が原因の一つと考えられる。多峰性関数の最適化の場合，

勾配法に基づいた手法では最適化結果が初期解に依存し，

局所解に陥る場合がある。そのため，今回設定した初期形

状では局所解に陥ってしまった可能性が高い。また最適化

にあたり事前に設定するパラメータとして，レベルセット

法には，Δt を固定とすれば M，κ，β の 3 つと，レベルセ

ット関数を滑らかにつなぐ関数を設定するパラメータが

存在する(本研究ではシグモイド関数の K に相当する)。同

様に NGnet 法にも，ガウス関数の配置や個体数などのパ

ラメータが必要となる。著者らが提案した NGnet 法では

適当な値が経験的に設定されているが，レベルセット法の

設定は適当ではない可能性がある。パラメータの値による

最適化結果の詳細な検討は今後の課題のひとつといえる。 

 

4．結言 

 本稿では静磁場における最適化問題として磁気シール

ド問題と IPM モータ問題を設定し，レベルセット法と

NGnet 法による最適化を行った。両手法の長所短所およ

び得られた解の評価値を比較した。 
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Fig. 13. Deployed Gaussians for IPM motor problem. 

 
Fig. 14. Pareto solutions obtained by NGnet and levelset 

methods, where constraint (18) is considered in 

NGnet-method, but not in levelset method. 

 
Fig. 15. Resultant rotor shape obtained by NGnet method 

(2.09Nm, 26.6%). 
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