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修正Schwarz交代法とその収束性

MODIFIED SCHWARZ ALTERNATING METHOD AND ITS CONVERGENCE PROPERTY

繁田 岳美
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昭和薬科大学 応用数学研究室 (〒194–8543 東京都町田市東玉川学園 3丁目 3165番地, E-mail: shigeta@ac.shoyaku.ac.jp)

The Schwarz alternating method for the two dimensional Poisson equation is considered.

The method is an overlapping domain decomposition method for alternately solving two

boundary value problems in two decomposed subdomains. The iterative solution obtained

by the method converges to the exact one after some iterations. In this paper, a modified

Schwarz alternating method is proposed by introducing a relaxation parameter to acceler-

ate the convergence. The convergence of the modified method is mathematically proven,

and the optimal relaxation parameter which yields the fastest convergence is given in a

mathematical form.

Key Words : optimal relaxation parameter, overlapping domain decomposition method,

Schwarz alternating method

1. はじめに

代用電荷法（または基本解近似解法）
(1, 6, 7)

は楕円型偏

微分方程式に対する簡便なメッシュフリーの境界型解法とし

て知られている．形状が比較的単純な領域に対しては，離散

化により得られる連立 1 次方程式の未知数は比較的少なく

済むにもかかわらず，数値解は高精度であることが知られて

いる．代用電荷法はこのような利点を有する一方，大規模な

複雑形状領域の境界値問題へ適用した際，係数行列の条件数

が大きくなるため，安定した数値解を得ることは容易ではな

い．また，2次元問題に対する代用電荷法の数学解析はなさ

れている
(3)
一方，実用上重要な 3次元問題に対しては性質

が明らかにされていない．そのため，代用電荷法は工学的な

実用問題に未だ適用できない状況にある．しかし，理想的な

形状の領域において，代用電荷法が他の数値解法とは比較に

ならない程高精度な数値解を高速かつ容易に与えることは，

捨て難い魅力的な点である．

単純形状領域では高精度解が得られることに着目し，解析

対象となる複雑形状領域が複数の単純形状領域の和集合か

ら成る場合を考える．このとき，個々の単純形状領域におけ

る境界値問題を解く必要があるため，重複領域分割法の一つ

である Schwarz交代法 (5, 7)
を適用する．分割された個々の

単純形状領域に代用電荷法を適用することで，高精度解を得

ることが可能となる．特に円板領域の Dirichlet 問題に対し

ては，電荷点と拘束点が等間隔に配置された場合，代用電荷

法により得られる連立 1次方程式の係数行列は巡回行列とな
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る．従って，高速 Fourier 変換を用いて高速に数値解を求め

ることができる
(9)
．

さらに，非有界領域問題を解く際も，Dirichlet-Neumann

交代法
(5, 10, 11)

と同様，Schwarz 交代法は有用である．実

際，変数係数を持つ支配方程式が課された有界領域において

例えば有限要素法を，定数係数の支配方程式が課された外部

領域において代用電荷法をそれぞれ適用することで，両数値

解法の長所を活かし，短所を補い合うことが可能となる．

本論文では，支配方程式として 2次元 Poisson方程式を仮

定し，円板領域の外部 Dirichlet問題に対する Schwarz交代

法を考える．Schwarz交代法はパラメータを持たない反復解

法であるが，緩和係数を導入することにより，反復解の真の

解への収束を加速させる．このとき，本手法の収束性を証明

し，収束を最速にする最適な緩和係数を理論的に導出する．

2. 重複領域分割法

2.1. Schwarz交代法

2次元有界領域 Ω における Poisson方程式の Dirichlet問

題を考える:

−∆u = f in Ω, (1)

u = g on Γ := ∂Ω. (2)

ここに，f ∈ L2(Ω)と g ∈ H1/2(Γ)は与えられた関数である．

領域 Ω を Fig. 1 に示すように，Ω1∩Ω2 ̸= ∅ を満たすよう
な 2つの部分領域 Ω1 と Ω2 に重複領域分割する．領域 Ωの内

部にある部分領域 Ω1,Ω2 の境界をそれぞれ Γ1 := ∂Ω1 ∩Ω2,

Γ2 := ∂Ω2 ∩ Ω1 と表す．
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Fig. 1 Overlapping domain decomposition

解 u の Ωl への制限を ul とおく (l = 1, 2) と，Poisson方

程式のDirichlet問題 (1), (2) は，領域 Ω1 における Dirichlet

問題

−∆u1 = f in Ω1,

u1 = u2 on Γ1,

u1 = g on ∂Ω1 ∩ Γ

と領域 Ω2 における Dirichlet 問題

−∆u2 = f in Ω2,

u2 = u1 on Γ2,

u2 = g on ∂Ω2 ∩ Γ

に分解される．従って，重複領域分割法の一つである Schwarz

交代法
(5, 7)

は次のように述べられる:

Step 0. 初期推定境界値 u
(0)
2 ∈ H1/2(Γ1) を与え，k := 0 と

おく．

Step 1. 領域 Ω1 における Dirichlet 問題を解く:

−∆u
(k+1)
1 = f in Ω1,

u
(k+1)
1 = u

(k)
2 on Γ1,

u
(k+1)
1 = g on ∂Ω1 ∩ Γ.

Step 2. 領域 Ω2 における Dirichlet 問題を解く:

−∆u
(k+1)
2 = f in Ω2,

u
(k+1)
2 = u

(k+1)
1 on Γ2,

u
(k+1)
2 = g on ∂Ω2 ∩ Γ.

Step 3. k := k + 1 とし，Step 1 へ戻る．

2.2. 修正 Schwarz交代法

前節で述べた Schwarz 交代法を以下のように修正し，以

後，修正 Schwarz 交代法と呼ぶ:

Step 0. 初期推定境界値 λ(0) ∈ H1/2(Γ1) と緩和係数 α > 0

を与え，k := 0 とおく．

Step 1. 領域 Ω1 における Dirichlet 問題を解く:

−∆u
(k+1)
1 = f in Ω1,

u
(k+1)
1 = λ(k) on Γ1,

u
(k+1)
1 = g on ∂Ω1 ∩ Γ.

Step 2. 領域 Ω2 における Dirichlet 問題を解く:

−∆u
(k+1)
2 = f in Ω2,

u
(k+1)
2 = u

(k+1)
1 on Γ2,

u
(k+1)
2 = g on ∂Ω2 ∩ Γ.

Step 3. 境界値を更新する:

λ(k+1) = αu
(k+1)
2 + (1− α)λ(k) on Γ1.

Step 4. k := k + 1 とし，Step 1 へ戻る．

上記の修正 Schwarz交代法は，α = 1 のとき，前節で述べた

従来の Schwarz交代法に一致する．緩和係数 α の導入によ

り，反復解 u
(k)
l (l = 1, 2) が (1), (2) の解 u へ収束する速度

を改善する．

2.3. 円板外部領域問題に対する修正 Schwarz交代法

本節では，2 次元非有界領域 Ω := {x ∈ R2 : |x| > ρ}
（ρ > 0 は与えられた定数）を考え，f ∈ L2(Ω) の 台 supp f

は有界であると仮定する．このとき，(1), (2)に無限遠点で

の条件

u(x) = O(|x|−1) as |x| → ∞ (3)

を課した境界値問題を考える．

与えられた定数 ρ1, ρ2 (ρ < ρ1 < ρ2) に対して，Fig. 2の

ように 2 つの人工境界 Γl := {x ∈ R2 : |x| = ρl} (l = 1, 2)

を用いて，領域 Ω を以下の非有界部分領域 Ω1 と有界部分

領域 Ω2 に重複分割する:

Ω1 := {x ∈ R2 : |x| > ρ1},

Ω2 := {x ∈ R2 : ρ < |x| < ρ2},

Ω1 ∩ Ω2 = {x ∈ R2 : ρ1 < |x| < ρ2},

∂Ω1 = Γ1, ∂Ω2 = Γ ∪ Γ2.

ただし，

supp f ⊂ Ω2 \ (Ω1 ∩ Ω2) = {x ∈ R2 : ρ < |x| < ρ1}

を満たすとする．このとき，Ω1 において f = 0 である．

従って，修正 Schwarz交代法は以下のようになる:

Step 0. 初期推定境界値 λ(0) ∈ H1/2(Γ1) と緩和係数 α > 0

を与え，k := 0 とおく．

Step 1. 外部 Dirichlet 問題を解く:

∆u
(k+1)
1 = 0 in Ω1,

u
(k+1)
1 = λ(k) on Γ1,

u
(k+1)
1 (x) = O(|x|−1) as |x| → ∞.
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Fig. 2 Domain decomposition to interior and exterior sub-

domains

Step 2. 内部 Dirichlet 問題を解く:

−∆u
(k+1)
2 = f in Ω2,

u
(k+1)
2 = u

(k+1)
1 on Γ2,

u
(k+1)
2 = g on Γ.

Step 3. 境界値を更新する:

λ(k+1) = αu
(k+1)
2 + (1− α)λ(k) on Γ1. (4)

Step 4. k := k + 1 とし，Step 1 へ戻る．

3. 収束定理

数列 {pj}∞j=1 を

pj =
ρ2j2 − ρ2j1
ρ2j2 − ρ2j

(j = 1, 2, . . .)

で定めると，

0 < p1 < p2 < · · · < pj < · · · < 1, p∞ := lim
j→∞

pj = 1 (5)

を満たす．このとき，修正 Schwarz交代法に対して，以下の

収束定理を得る:

定理 1 真の解 u と初期推定境界値 λ(0)
に対して，

u|Γ1 − λ(0) =

m∑
|j|=n

a
(0)
j eijθ

と有限 Fourier級数で表されるとする．このとき，0 < α <

2/pm ならば

lim
k→∞

∥u− u
(k)
l ∥L2(Γl)

= 0 (l = 1, 2)

の意味で修正 Schwarz交代法は収束する．また，修正 Schwarz

交代法の収束を最速にする緩和係数 α は

αopt =
2

pn + pm
(6)

で与えられる．

系 1 (4) の α を αk に置き換える:

λ(k+1) = αku
(k+1)
2 + (1− αk)λ

(k) on Γ1. (7)

このとき，定理 1の仮定の下で，

αk = 1/pn+k (k = 0, 1, 2, . . . ,m− n) (8)

とすると，修正 Schwarz 交代法は m − n + 1 回の反復で真

の境界値に収束する．

λ(m−n+1) = u|Γ1 .

一般には，真の解 u と初期推定境界値 λ(0)
との誤差は無

限 Fourier 級数に展開されるので，以下の系を得る:

系 2 定理 1の仮定の下で，特に n = 1, m = ∞ とする．こ

のとき，0 < α < 2 ならば修正 Schwarz 交代法は収束する．

また，

αopt =
2

p1 + p∞
=

2(ρ22 − ρ2)

(ρ22 − ρ21) + (ρ22 − ρ2)
(9)

のとき，収束は最速になる．

注意 1 次節で述べる無限遠点における条件 (12)により，n =

0, m = ∞ と仮定しても，a
(k)
0 = 0 (k = 1, 2, . . .) でなければ

ならない．従って，一般には n = 1 となる．

4. 収束定理の証明

4.1. 定理 1の証明

Dirichlet-Neumann交代法の収束証明の議論 (10, 11)
に倣っ

て，定理 1の証明を示す．

真の境界値 λ = u|Γ1 と真の解 u を用いて，誤差関数を

e
(k)
l = u − u

(k)
l (l = 1, 2), ε(k) = λ − λ(k)

と定める．このと

き，e
(k)
1 , e

(k)
2 はそれぞれ 2つの境界値問題

∆e
(k+1)
1 = 0 in Ω1, (10)

e
(k+1)
1 = ε(k) on Γ1, (11)

e
(k+1)
1 (x) = O(|x|−1) as |x| → ∞ (12)

と

∆e
(k+1)
2 = 0 in Ω2, (13)

e
(k+1)
2 = e

(k+1)
1 on Γ2, (14)

e
(k+1)
2 = 0 on Γ (15)

の解である．また，

ε(k+1) = αe
(k+1)
2 + (1− α)ε(k) on Γ1 (16)

が成り立つ．

定理の仮定より，ε(k) ∈ H1/2(0, 2π)は以下のようにFourier

級数展開できることに注意する:

ε(k)(θ) =
m∑

|j|=n

a
(k)
j eijθ. (17)



ここに，a
(k)
−j = a

(k)
j (j = n, n+1, . . . ,m) である．このとき，

領域 Ω1 における境界値問題 (10)–(12) の解 e
(k+1)
1 は

e
(k+1)
1 (r, θ) =

m∑
|j|=n

(ρ1
r

)|j|
a
(k)
j eijθ (18)

と表される．これより，領域 Ω2 における境界値問題 (13)–(15)

の解 e
(k+1)
2 は

e
(k+1)
2 (r, θ) =

m∑
|j|=n

ρ
|j|
1 (r|j| − ρ2|j|r−|j|)

ρ
2|j|
2 − ρ2|j|

a
(k)
j eijθ (19)

と表される．(16) に (17) と (19) を代入して，

ε(k+1)(θ) = αe
(k+1)
2 (ρ1, θ) + (1− α)ε(k)(θ)

=
m∑

|j|=n

(
1− p|j|α

)
a
(k)
j eijθ (20)

を得る．一方，

ε(k+1)(θ) =

m∑
|j|=n

a
(k+1)
j eijθ

であるので，Fourier係数の関係式

a
(k+1)
j = δja

(k)
j , δj := 1− p|j|α

が成り立つ．ここで，|δj | ≤ δ (|j| = n, n+ 1, . . . ,m) を満た

す圧縮因子 δ を

δ := sup
n≤j≤m

|δj | = max {|1− pnα| , |1− pmα|} (21)

で定めると，δ < 1 となる十分条件

0 < α < 2/pm (22)

を得る．このとき，∥ε(0)∥ < C を満たす定数 C > 0 が存在

して，

∥ε(k+1)∥ ≤ δ∥ε(k)∥ ≤ · · · ≤ δk+1∥ε(0)∥

< Cδk+1 → 0 (k → ∞)

となる．ここに，∥ · ∥ は L2(0, 2π) ノルムである．従って，条

件 (22) が成り立つとき，修正 Schwarz 交代法は L2
ノルム

の意味で収束する．

さらに，

|1− pnα| = |1− pmα|

を満たす α は (21) の δ を最小にする．これより，収束を最

速にする緩和係数 α は

αopt =
2

pn + pm

で与えられる．（証明終）

4.2. 系 1の証明

(7) に対して，(20) は

ε(k+1)(θ) =

m∑
|j|=n

(
1− p|j|αk

)
a
(k)
j eijθ (23)

と書き直される．k = 0, 1, . . . ,m−nに対して，αk = 1/pn+k

を順次 (23)に代入すると，a(1)
n = a

(2)
n+1 = · · · = a(m−n+1)

m = 0

となる．これより，ε(m−n+1)(θ) = 0を得る．従って，m−n+1

回の反復で真の解を得る．（証明終）

5. 数値実験

修正 Schwarz交代法と緩和係数の効果を確認するために，

本節では簡単な数値実験を行う．

境界 Γ,Γ1,Γ2 の半径をそれぞれ ρ = 1, ρ1 = 4, ρ2 = 5 と

する．Poisson方程式の右辺のソース項は本数値実験では本

質ではないため，f = 0 とおく．境界 Γ における Dirichlet

データを g(θ) = cos θ + cos 5θ とすると，真の解は u(r, θ) =

cos θ/r + cos 5θ/r5 で与えられる．初期推定境界値として

λ(0) = 0 とすると，Dirichlet データから n = 1, m = 5 とわ

かる．修正 Schwarz交代法の Step 3 の直後に，収束判定条

件を

∥λ(k+1) − λ(k)∥L2(Γ1)
< ε = 10−10

と与える．

境界値問題の数値解法に代用電荷法を用いる．境界 Γ,Γ1,Γ2

に対応した，電荷点を配置する仮想円境界の半径をそれぞれ

ρ/3, ρ1/3, 3ρ2 とする．拘束点と電荷点はすべての境界と仮

想境界上にそれぞれ 40 点ずつ等間隔に配置する．

このとき，Fig. 3に緩和係数 α に対する反復回数を示す．

定理 1の緩和係数 (6) より，α = 1.4181 のとき収束は最速に

なるが，Fig. 3の結果と一致していることがわかる．
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Fig. 4に，真の解と反復解との境界誤差 ∥u−λ(k)∥L2(Γ1)
の

推移を示す．緩和係数として，定理 1の (6) (α = 1.4181)，系 1

の (8) (α0 = 2.1429, α1 = 1.4571, α2 = 1.2162, α3 = 1.1112,

α4 = 1.059)，系 2 の (9) (α = 1.3636) の場合と，従来法

(α = 1) の場合を示す．系 1の緩和係数を用いると 5回の反

復で収束する．しかし，境界値 g が r−1
と r−5

の 2項で表

されていることから，α0 = 1/p1, α1 = 1/p5 とすれば，2回

の反復で収束できることに注意する．

この結果から，従来法，系 2，定理 1の緩和係数の順で反

復回数が少なくなることがわかる．この数値実験では，反復



回数は系 1の緩和係数の場合に最少となっているが，n と m

の差が大きい場合は必ずしも最少になるとは限らないことに

注意する．
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Fig. 4 The boundary error against the number of iterations

6. 考察

6.1. 領域分割の指針

定理 1 の緩和係数 (6) を用いるとき，圧縮因子 δopt は以

下のように表される:

δopt = 1− pnαopt = pmαopt − 1 =
pm − pn
pm + pn

.

また，任意の j に対して lim
ρ1→ρ

pj = 1, lim
ρ2→∞

pj = 1 より，

lim
ρ1→ρ

δopt = 0, lim
ρ2→∞

δopt = 0 が直ちにいえる．よって，ρ1 は

できる限り小さく，または ρ2 はできる限り大きく取ること

で収束が速まることがわかる．実際，ρ1 ≈ ρ または ρ2 が十

分大きいとき，部分領域 Ω1 または Ω2 は元の非有界領域 Ω

に“近い”ことから，当然僅かな反復回数で真の解が得られ

ることになる．

なお，ρ1 = ρ2 のとき，すなわち 2 つの部分領域が重複し

ない (Ω1 ∩ Ω2 = ∅) とき，任意の j に対して pj = 0 である

ことから，δopt = 1 となり収束しない．これより，2つの部

分領域の重複箇所が “薄い”場合は収束が遅くなることがわ

かる．

6.2. 収束速度の比較

Schwarz交代法の従来法 (α = 1) と修正法の圧縮因子を比

較する．

従来法における圧縮因子を δconv とすると，{pj}の性質 (5)

と (21)より，δconv = 1−pnとなる．一方，α = αopt = 2/(pn+

pm) のときの圧縮因子 δopt は δopt = (pm −pn)/(pm +pn) と

なる．すると，

δconv − δopt =
pn(1− pn)

pm + pn
> 0

となり，δopt < δconv を得る．従って，修正法は従来法より

収束が速いことがわかる．

一方，n,m の値がわからないときに系 2の緩和係数 α =

2/(p1 + p∞) を用いるのであれば，圧縮因子は (21) より，

δ = max

{∣∣∣∣1− 2pn
p1 + p∞

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1− 2pm
p1 + p∞

∣∣∣∣}

となる．従って，この場合も δ < δconv である必要があるが，

詳細な解析は今後の課題とする．

緩和係数 (6) を用いる場合，収束判定条件の ε に対して，

δk < ε を解くことで反復回数（の上限）がわかる．これと緩

和係数 (8) の場合の反復回数 m− n+1 回を比較して，必要

反復回数（の上限）kmax は

kmax = min

{
log ε

log(1/δ)
,m− n+ 1

}
とわかる．(6) もしくは (8) のうち，反復回数がより少なく

なる緩和係数を用いれば良い．

なお，系 1の緩和係数 (8) を用いると，m− n+ 1 回の有

限回の反復で真の解に収束するが，反復回数は収束判定条件

によらないことに注意する．

6.3. 数値解法適用時における Fourier級数の項数の上限

境界値問題に数値解法を適用した際，収束定理における

Fourier級数の項数の上限を考える．以下，修正 Schwarz交

代法の Step 1における境界値問題を例として取り上げ，u
(k)
1

を単に u と表す．

数値解法として，まず初めにTrefftz法 (2, 4, 8)
（有限Fourier

級数）

u(reiθ) ≈ ũT (r, θ) := a0+

M∑
k=1

(ak cos kθ+bk sin kθ)r
−k (24)

を用いることを考える．ここに，ak, bk は Fourier 係数で，

定理 1 の証明における係数とは異なる．定理 1 において，

u|Γ1 − λ(0)
の代わりに ũT |Γ1 − λ(0)

を考えることになるの

で，λ(0) = 0 とすれば，m ≤ M と仮定することができる．

次に，代用電荷法

u(z) ≈ ũC(z) :=

N∑
j=1

wj log
|z − ζj |

|z|

を用いることを考える．ここに，{ζj}Nj=1 は電荷点である．

このとき，z = reiθ, ζj = Reiθj とおくと，対数関数は三角

関数の無限級数で表される
(8):

log
|z − ζj |

|z| = −
∞∑

k=1

1

k

(
R

r

)k

cos k(θ − θj).

従って，ũC は

ũC(re
iθ) = −

∞∑
k=1

N∑
j=1

(cos kθj cos kθ + sin kθj sin kθ)

(
R

r

)k

(25)

と Fourier級数展開される．M = ∞ とした (24) と (25) の

間には，

a0 = 0,

ak = −Rk
N∑

j=1

cos kθj (k = 1, 2, . . .),

bk = −Rk
N∑

j=1

sin kθj (k = 1, 2, . . .)

の関係がある．N 個の電荷点で離散化された ũC に対して，

Fourier級数の項数は有限ではなく無限になる．しかし，点



数 N が小さければ高周波成分は近似できないため，N に応

じてある自然数 K が存在して，ak ≈ 0, bk ≈ 0 (k > K) と

なることが予想される．従って，定理 1において，m ≤ K と

仮定できると考えられる．

7. 結論

緩和係数を導入した修正 Schwarz 交代法を提案した．円

板領域の外部問題に対して，提案手法の収束性の証明を行

い，収束をより速める緩和係数をいくつか導出した．これに

より，従来の Schwarz 交代法と比べてより少ない反復回数で

所望の解を得ることが可能と成り得る．特に系 1の緩和係数

(8) は，Fourier級数の項数が少ない程有効に働く．

境界値問題に数値解法を適用した際，収束定理における

Fourier級数の末項の上限が定まることを考察した．また，収

束速度を改善するために，2つの部分領域の取り方の指針を

与えた．

本論文では円板領域の外部領域を対象とした．複素指数関

数（すなわち三角関数）を用いて反復解と真の解との誤差を

級数展開し，級数の係数を調べることで収束性の議論を行っ

た．3次元球体領域の外部領域を対象とすると，誤差は球面

調和関数で級数展開される．また，2次元長方形領域を 2つ

のより小さな長方形領域で重複分割した場合，誤差は三角関

数と双曲線関数で級数展開される．いずれの場合も級数展開

でき，誤差の係数を解析的に求められるので，本論文と同様

の収束性の議論が可能となる．より一般の形状の領域におい

ては，Laplace方程式に対する弱形式を考えることで，収束

性の議論が可能である
(10)
．いずれも今後の課題である．
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