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周期単位の一部に欠陥を有する領域における

2次元Helmholtz方程式の境界値問題の数値解法について

A numerical method for boundary value problems

for Helmholtz’ equation with partly defective unit of periodicity in 2D
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We present a numerical method for scattering problems associated with almost but not completely

periodic structures for Helmholtz’ equation in 2D. The solution process of this problem using the

Floquet transform requires the evaluation of an integral whose integrand depends on solutions of

certain periodic boundary value problems. We apply a periodic version of fast multipole method

to compute this integrand. The effectiveness of the proposed method is demonstrated with some

numerical examples.
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1. 序論

近年，フォトニック結晶やメタマテリアルといった周期構

造を有する光学材料が注目を集めている．そのため周期波動

散乱問題を解くことの重要性が増してきている．周期波動散

乱問題の解法として，周期性のある問題を効率よく計算でき

る周期高速多重極境界要素法が有効であることが先行研究に

より示されている (1)．

周期多重極法は領域と入射波が周期性を持ち，支配方程式

の解が周期境界条件を満たす問題しか扱うことができない

が，積分方程式に Floquet 変換を施すことによって，これ以

外の問題も解くことができるようになる．これまでに，領域

は周期性があるが，入射波には周期性がない問題 (2) や，周

期構造の一部が欠陥を有する領域における波動散乱問題の解

法も提案されている (3)．特に後者は，人為的な欠陥部分を持

つフォトニック結晶構造の解析に応用が可能であると考えら

れる．

しかし，周期構造の一部が欠陥を有する領域に対する境界

値問題の従来の解法は，周期単位の全てが欠損している場合

しか扱うことができず，人為的な欠陥を持つフォトニック結

晶構造の解析の応用には不十分であった．そのような応用を

考えた場合，人為的な欠陥部分を有する領域に対する解法が

必要である．
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そこで，本研究では周期単位の一部に欠陥を有する散乱体

による波動散乱問題の定式化を行い，提案手法と従来法によ

る解を比較することでその妥当性を確認する．また，数値解

の収束性を改善するための前処理法を提案する．最後に，ス

トップバンドにおける周期単位の一部に欠陥を有する散乱体

による波動散乱問題の解析を行なう．

2. 定式化

2.1. 周期単位の一部に欠陥を有する散乱体による境界値問題

本研究では，周期単位の一部に欠陥を有する場合の境界

値問題を考える．Fig. 1 のように x1 方向に周期 L の周期性

Fig.1 周期単位の一部に欠陥部分を含む領域.

を持つ 2 次元領域において，n = 0 の周期単位の一部が欠

損している問題を考える．各周期単位は無限領域 D と散乱

体 D′ から成っている．−1/2L < x1 < 1/2L の部分において

Γ2
0 = ∂D∩∂D′とし，他の周期単位では物理的な境界が存在す
るが，−1/2L < x1 < 1/2Lにおいては物理的な境界が存在しな



い，いわゆる欠陥部分の境界については，定式化の便宜上，

仮想境界 Γ1
0 を定義し，Γ0 = Γ

1
0 ∪ Γ2

0 とする．また (n− 1/2)L <

x1 < (n+ 1/2)L (n , 0)においても対応する境界 Γ1
n, Γ

2
n, Γn を

同様に定義する．ただし (n − 1/2)L < x1 < (n + 1/2)L (n , 0)

において，Γ1
n は仮想境界ではなく，Γn = Γ

1
n ∪ Γ2

n = ∂D ∩ ∂D′

となっていることに注意する．

いま，各領域において Helmholtz方程式

(∆ + k2)u = 0 in D

(∆ + k′2)u = 0 in D′

を満たす解 uを境界条件

u = u′

q =
1
ε

∂u
∂n
=

1
ε′
∂u′

∂n

on
∪

(n, j),(0,1)

Γ j
n

および，Dにおける散乱波 us = u− uI に対する放射条件のも

とで解く．ここに k, k′ はそれぞれ領域 D,D′ における波数，n

は D′ から見た境界の外向き単位法線ベクトルである．また

ε, ε′ は問題を 2次元電磁波動散乱問題と見なしたとき，領域

D,D′ の誘電率に相当する. 以下では簡単のため，周期長を

L = 1とし，uI は平面波の場合のみを考える．

上記の問題に対応する境界積分方程式は，散乱体の外部領

域における積分方程式:

u j
m(x)
2
= uIm(x)

+

∞∑
n=−∞

∫
Γ0

∂G(x − y + (m − n)e1)
∂ny

un(y)dS y

−
∞∑

n=−∞

∫
Γ0

εG(x − y + (m − n)e1)qn(y)dS y x ∈ Γ j
0 (m ∈ Z) (1)

q j
m(x)
2
= qIm(x)

+

∞∑
n=−∞

∫
Γ0

1
ε

∂2G(x − y + (m − n)e1)
∂nx∂ny

un(y)dS y

−
∞∑

n=−∞

∫
Γ0

∂G(x − y + (m − n)e1)
∂nx

qn(y)dS y x ∈ Γ j
0 (m ∈ Z) (2)

散乱体の内部領域における積分方程式:

u j
n(x)
2
= −

∫
Γ

j
0

∂G′(x − y)
∂ny

u j
n(y)dS y

+ ε′
∫
Γ

j
0

G′(x − y)q j
n(y)dS y x ∈ Γ j

0 (n , 0) (3)

q j
n(x)
2
= −

∫
Γ

j
0

1
ε′
∂2G′(x − y)
∂nx∂ny

u j
n(y)dS y

+

∫
Γ

j
0

∂G′(x − y)
∂nx

q j
n(y)dS y x ∈ Γ j

0 (n , 0) (4)

u2
0(x)
2
= −

∫
Γ2

0

∂G′(x − y)
∂ny

u2
0(y)dS y

+ε′
∫
Γ2

0

G′(x − y)q2
0(y)dS y x ∈ Γ2

0 (5)

q2
0(x)
2
= −

∫
Γ2

0

1
ε′
∂2G′(x − y)
∂nx∂ny

u2
0(y)dS y

+

∫
Γ2

0

∂G′(x − y)
∂nx

q2
0(y)dS y x ∈ Γ2

0 (6)

および仮想境界 Γ1
0 の内部領域における積分方程式:

u1
0(x)
2
= −

∫
Γ1

0

∂G(x − y)
∂ny

u1
0(y)dS y

+ε

∫
Γ1

0

G(x − y)q1
0(y)dS y x ∈ Γ1

0 (7)

q1
0(x)
2
= −

∫
Γ1

0

1
ε

∂2G(x − y)
∂nx∂ny

u1
0(y)dS y

+

∫
Γ1

0

∂G(x − y)
∂nx

q1
0(y)dS y x ∈ Γ1

0 (8)

によって表現される. ここに un 等は x1 方向の単位ベクトル

e1 を用いて

un(x) = u(x + ne1)

と表される．また u j
n は境界 Γ

j
n における解を表し，G, G′はそ

れぞれ領域 D, D′ における波数 k, k′ で定義される Helmholtz

方程式の基本解

G(x) =
i
4

H(1)
0 (k|x|), G′(x) =

i
4

H(1)
0 (k′|x|),

H(1)
0 は 0次の第一種 Hankel関数である．

2.2. Floquet変換

2.1節に示した境界値問題は, u, qが周期境界条件を満たさ

ないため,そのままでは周期多重極法で解くことはできない．

そこで,境界積分方程式に Floquet変換を施す．

変数 x1 の関数 f (x1)に対する Floquet変換と逆変換を次式

で定義する．

f α(x1) =
∞∑

n=−∞
f (x1 + n)eiαn,

f (x1 + n) =
1

2π

∫ π

−π
f α(x1)e−iαndα.

一般に, Floquet変換された関数 f α(x1)は次のような周期性を

持つ．

f α(x1 + n) = f α(x1)e−iαn. (9)

また公式

∞∑
n=−∞

eiαn = 2πδ(α) (−π < α < π) (10)

より, 位相差 β の周期性をもつ関数 u∞, q∞ を Floquet 変換す

ると

uα∞ = 2πδ(α + β)u∞, (11)

qα∞ = 2πδ(α + β)q∞ (12)

となる．特に,入射波は (11), (12)を満足する．



2.3. Floquet変換された境界積分方程式

2.1節で定義した問題の解 u, qの境界∪nΓ
j
nへの制限を u j, q j，

その Floquet変換を u jα, q jαとすると，式 (1) ∼ (6)より，u jα, q jα

は次の積分方程式を満たす．
−(Dα11+D′11) (εS α11+ε

′S ′11) −Dα12 εS α12

−( 1
ε Nα11+

1
ε′ N′11) (D∗α11+D∗′11) − 1

ε Nα12 D∗α12

−Dα21 εS α21 −(Dα22+D′22) (εS α22+ε
′S ′22)

− 1
ε Nα21 D∗α21 −( 1

ε Nα22+
1
ε′ N′22) (D∗α22+D∗′22)




u1α

q1α

u2α

q2α



+



 −(D11 − D′11) (εS 11 − ε′S ′11)

−( 1
ε
N11 − 1

ε′ N
′
11) (D∗11 − D∗′11)


u1

0

q1
0


0

0


=


u1

I
α

q1
I
α

u2
I
α

q2
I
α


. (13)

ここに

S αi jv =
∫
Γ

j
0

Gα(x − y)v(y)dS y x onΓi
0

Dαi jv =
∫
Γ

j
0

∂Gα

∂ny
(x − y)v(y)dS y x onΓi

0

D∗i j
αv =

∫
Γ

j
0

∂Gα

∂nx
(x − y)v(y)dS y x onΓi

0

Nαi jv = =
∫
Γ

j
0

∂2Gα

∂nx∂ny
(x − y)v(y)dS y x onΓi

0

S ′i jv =
∫
Γ

j
0

G′(x − y)v(y)dS y x on Γi
0

D′i jv =
∫
Γ

j
0

∂G′

∂ny
(x − y)v(y)dS y x onΓi

0

D∗i j
′v =

∫
Γ

j
0

∂G′

∂nx
(x − y)v(y)dS y x onΓi

0

N′i jv = =
∫
Γ

j
0

∂2G′

∂nx∂ny
(x − y)v(y)dS y x onΓi

0

であり，=
∫
は超特異積分の有限部分，Gα は位相差 −αの周期

境界条件を満たす周期 Green関数

Gα(x − y) =
∞∑

n=−∞
e−iαnG(x − y − nLe1)

である．

いま，解 u, q の境界 Γ j
n 上への制限 u j

n, q j
n を以下のように

完全周期領域 (すなわち n = 0の部分において欠損がないも

の)における Floquet波数 βの周期境界値問題の解 u j
∞, q j

∞ と，

補正項 ũ j
n, q̃ j

n の和で次のように書く．

u j
n(x) = u j

∞(x)eiβn + ũ j
n(x), (14)

q j
n(x) = q j

∞(x)eiβn + q̃ j
n(x). (15)

ここに，Floquet 波数 β は，入射波を uI = eikI ·x と書くとき

β = kI1Lと定義され，周期単位の両端における入射波の位相

差を表す．このとき，解 u j, q j の Floquet変換は

u jα(x) = 2πδ(α + β)u j
∞(x) + ũ jα(x),

q jα(x) = 2πδ(α + β)q j
∞(x) + q̃ jα(x)

となる．これらの量を積分方程式 (13)に代入すると，次の積

分方程式を得る． −(D−β + D′) (εS −β + ε′S ′)

−( 1
ε
N−β + 1

ε′ N
′) (D∗−β + D∗′)


u∞q∞

 =
uI

qI

 , (16)

Mα11 Mα12

Mα21 Mα22



ũ1α

q̃1α

ũ2α

q̃2α


=


L

u1
0

q1
0


0

0


. (17)

ここに，Mαi j，Lはそれぞれ

Mαi j =

 −(Dαi j + D′i j) (εS αi j + ε
′S ′i j)

−( 1
ε
Nαi j +

1
ε′ N

′
i j) (D∗αi j + D∗′i j )

 (i = j) (18)

Mαi j =

 −Dαi j εS αi j

− 1
ε
Nαi j D∗αi j

 (i , j) (19)

L =

 (D11 − D′11) −(εS 11 − ε′S ′11)

( 1
ε
N11 − 1

ε′ N
′
11) −(D∗11 − D∗′11)

 (20)

を表す．また，S，D，D∗，Nは，Helmholtz方程式の基本解G

に関する一重層ポテンシャル，二重層ポテンシャル，一重層

ポテンシャルの法線微分，二重層ポテンシャルの法線微分を

表し，S ′ 等は基本解 G′ の対応するポテンシャルである．ま

た S α 等は S 等の Floquet変換であり，これらは Floquet波数

が −αである周期境界値問題の層ポテンシャルに他ならない．
さらに S i jq等は

S i jq(x) =
∫
Γ

j
0

G(x − y)q(y)dS , x ∈ Γi
0

を表す．式 (14)，(15)に Floquet逆変換を用いると，次の制約

条件が得られる．

u j
n(x) = u j

∞(x)eiβn +
1

2π

∫ π

−π
ũ jαe−iαndα,

q j
n(x) = q j

∞(x)eiβn +
1

2π

∫ π

−π
q̃ jαe−iαndα.

この式より，特に n = 0のとき

u j
0(x) = u j

∞(x) +
1

2π

∫ π

−π
ũ jαdα, (21)

q j
0(x) = q j

∞(x) +
1

2π

∫ π

−π
q̃ jαdα (22)

を得る．

3. 数値解法

3.1. 反復解法

本節では，反復解法の定式化と数値計算方法について記

す．まず，式 (21)，(22)より，次式が得られる．u1
0

q1
0

 − 1
2π

∫ π

−π

ũ1α(u1
0, q1

0)

q̃1α(u1
0, q1

0)

 dα =

u1
∞

q1
∞

 (23)

u1
∞, q1

∞は，積分方程式 (16)を周期多重極法を用いて解くことに

より求められる既知の関数である．次に方程式 (23)を u1
0, q1

0

について (F)GMRES ((Flexible) Generalized Minimal RESidual

method)による反復解法で解く．このとき，(ũ1α, q̃1α)T は，式



(17)を GMRESで解くことで求める．さらに，式 (23)中の α

に関する数値積分を行うため，数値積分点に対応するそれぞ

れの αについて式 (17)の解を求める．

3.2. 前処理

Krylov部分空間を用いた線形方程式の反復解法では前処理

行列を係数行列に乗ずることで，収束を改善する前処理と呼

ばれる手法が知られている．ここでは，式 (23)を離散化して

得られる線形方程式の収束を改善するために前処理を行う．

式 (17)を ũ jα, q̃ jα について解き，式 (23)に代入することで

次式を得る．(
I − 1

2π

∫ π

−π
(M11 − M12 M−1

22 M21)−1Ldα
) u1

0

q1
0

 =
u1
∞

q1
∞

 . (24)

式 (24) に現れる M11 − M12 M−1
22 M21，L の主シンボルは，

M12,M21 がコンパクト作用素であることに注意すると，次

のようになる．

σ(M11 − M12 M−1
22 M21) =

 0 ε+ε′
2r

−
(

1
ε
+ 1
ε′

)
r
2 0

 ,
σ(L) =

 0 ε′−ε
2r(

1
ε
− 1
ε′

)
r
2 0

 .
ここに，rを Γ1

0 の接線方向の Fourierパラメータとする. これ

らを用いると，式 (24)の左辺に現れる作用素は，

I − 1
2π

∫ π

−π
(M11 − M12 M−1

22 M21)−1Ldα

=

1 − ε−ε′ε+ε′ 0

0 1 + ε−ε
′

ε+ε′

 + K (25)

の形になることがわかる．ここに K はコンパクト作用素で

ある．作用素 (25) はコンパクトを除いて絶対値最大の固有

値と絶対値最小の固有値の比が∣∣∣∣∣max(ε, ε′)
min(ε, ε′)

∣∣∣∣∣ (26)

程度であり，これはこの作用素を離散化したときの条件数を

見積もるために使えるものと考えられる．εと ε′ の比が大き

い場合は (24)の左辺に現れる作用素は悪条件となる．

そこで式 (24)を離散化して得られる線形方程式を GMRES

を用いて解く際に，右前処理行列 M

M =

1 − ε−ε′ε+ε′ 0

0 1 + ε−ε
′

ε+ε′


を用いて作用素を良条件にすることで，反復回数が少なくな

ることが期待される．

3.3. 積分経路の変更

式 (23) に含まれる逆 Floquet 変換の積分経路はその近傍

に anomalyを持つことがある．anomalyには Rayleigh typeと

resonance type の 2 種類があり，resonance type の anomaly は

Rayleigh typeの anomalyに比べて強い特異性を持ち，その付

近では数値積分を精度良く計算できないと考えられている (5)．

Rayleigh type の anomaly の位置は α = ±k + 2nπ (n:整数) であ

るが，resonance typeの anomalyは考えている問題の固有値に

対応しており一般にその数や位置を解析的に求めることが

困難である．そこで本研究では，Sakurai-Sugiura (SS)法 (6) を

用いて，数値的に resonance type の anomaly の位置を特定す

る．得られた固有値をもとに，逆 Floquet変換における特異

性を伴う積分を回避するため，Floquet 波数を複素数に拡張

し，複素平面内で積分路の変更を行う．以下では，積分経路

の設定の方法について必要最小限を記す．詳細は，森田・西

村 (4) を参照されたい．

積分経路の変更は，得られた固有値 λ j のうち，適当な正

の値 δに対して，|ℑλ j| < δを満たす固有値に対して行う．固
有値を回避する経路は，固有値の実部 ℜλ j を中心とする半

径 Rの半円弧上とし，固有値の虚部が正の場合は下半面に，

負の場合は上半面に回避する．λ j の虚部が非常に小さいと

きは感度解析を用いて回避する方向を決定するが，詳細は省

略する．

なお，Rayleigh typeの anomalyの近傍においても同様の積

分路の変更を行う．積分路は，α = −k+2nπを満たす Rayleigh

type の anomaly の場合は上半面に， α = k + 2nπ を満たす

Rayleigh typeの anomalyの場合は下半面に回避する．このよ

うに積分路を選ぶと，Rayleigh typeの anomalyの近傍で周期

Green関数が正則な側に積分路を変更したことになる．

4. 数値計算結果

本節では，3節に示した手法を用いて 2.1節で定式化した

問題を解き，得られた計算結果を示す．以下では，3.1節で述

べた反復解法では，式 (23)の解法における GMRESの許容誤

差を 10−5，式 (24)に含まれる求解 (実質的には式 (17)を解く

こと)のための GMRESの許容誤差を 10−8 とした．式 (17)を

離散化した線形方程式には Calderonの式に基づく前処理 (7)

を施した．また以下の全ての数値例では，周期 L = 1とした.

4.1. 精度の検証

本節では，提案法の妥当性を検証するため，周期領域に欠

陥を有する散乱体による波動散乱問題を従来法と提案手法で

解いた結果を比較する．

Fig.2のような領域の問題を考える．従来法では，Fig.2の

ように 1つの周期単位に 1つの散乱体が存在するとし，提案

手法では，Fig.3のように 1つの周期単位 (周期長を従来法の

それの 3倍とする)に 3つの散乱体が存在するとして，欠陥

部分の解 u0 を比較した．外部領域の誘電率 εと散乱体内部

の誘電率 ε′ をそれぞれ ε = 1.0，ε′ = 2.0とし，円形散乱体の

半径を 0.3 とし，入射波の角振動数を ω = 5.0，入射角度を

ϕ = 1.0[rad]とした．このときの境界 Γ0 における数値解 u0(x)

の xに関するプロットを Fig. 4に示す．これより，提案手法

と従来法によって得られた数値解がほぼ一致していることが

わかる．

4.2. ストップバンドにおける波動散乱問題

Fig.5のように領域は周期単位に円形散乱体が縦横に 5個

ずつ計 25個存在する周期領域を考える．外部領域の誘電率

εと散乱体内部の誘電率 ε′ をそれぞれ ε = 1.0，ε′ = 9.0とし，

円形散乱体の半径を 0.08とし，入射波の角振動数を ω = 13.0，



Fig.2 従来法.

Fig.3 提案手法.
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Fig.4 境界 Γ0 における数値解ℜ[u0(x)].

Fig.5 周期領域.

入射角度を ϕ = 0.0[rad]とする．この問題を周期多重極法で解

いて得られた数値解 u0(x)を x1 方向から見たプロットを Fig.

6 に示す．これより，ストップバンド現象が発生し，入射波

が周期領域をほとんど透過していないことがわかる．

次に，Fig. 7 のように同様の領域で n = 0 の周期単位では

欠陥が存在する領域を考える．この問題を提案手法で解いて

得られた数値解 u0(x)の実部と虚部を x1 方向から見たプロッ

トをそれぞれ Fig.8，Fig.9に示す．同図では，欠陥部分にお

いて，入射波が透過している様子が観察できる．
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Fig.6 x1 方向から見た数値解ℜ[u0(x)].

Fig.7 周期単位の一部に欠陥を有する領域.
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Fig.8 x1 方向から見た数値解ℜ[u0(x)].

5. 結論

本研究では，周期単位の一部に欠陥を有する 1次元構造に

よる 2次元 Helmholtz方程式の波動散乱問題の解法を提案し

た．従来法と提案法の数値解を比較することで計算結果の妥

当性が確かめられた．また，反復解法に対する前処理手法を

提案した．さらに，完全周期問題ではストップバンドを生ず

る条件の下で，周期単位の一部に欠陥を有する散乱体による

波動散乱問題の解析を行った．計算結果より，欠陥部分を入

射波が透過している様子を観察できた．

今後の課題としては，大規模な問題に対する本手法の適用
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Fig.9 x1 方向から見た数値解 ℑ[u0(x)].

や，本手法を用いて内点計算を含む様々な解析を行うことが

挙げられる。また高速直接解法による解法の高速化も残され

た課題であるが、これについては既に一定の成果が得られつ

つある．
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