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�� はじめに

鉄道において，まくらぎの周囲と下部に砕石を敷き詰める

ことで施工されるバラスト道床は，列車走行時における路盤

への作用荷重の分散と衝撃力の緩和を容易かつ安価に実現で

きるため，国内外で広く用いられている．しかし，列車の繰

り返し走行によって，バラスト材の粒子配置の不可逆的な変

化が生じ，結果としてバラスト道床の沈下現象として観測さ

れることとなる．

バラスト道床の沈下量の定量予測では，これまで車両から

の作用荷重とその通過回数から沈下変位を直接求める経験式

で行なわれることが多い．しかし，経験式は軌道設計時に沈

下変位を容易に評価できる利点を有するものの，バラスト道

床への荷重の繰り返し作用時における荷重の支持機構やその

変化など，道床沈下発生・進展時の道床内部の力学特性の考

察が不可能である欠点を有している．そのため，繰り返し荷

重作用時のバラスト砕石の運動を個別要素法 �7���や不連

続変形法 �77��で解析し，荷重作用の繰り返し回数の各段

階におけるバラスト粒子集合体の運動メカニズムを解明す

ることで，バラスト道床としての不可逆的な変位・変形の発

生・進展機構を調べる研究がなされている ��� ��．しかし，粒

���� 年 � 月 �� 日受付，���� 年 �� 月 �� 日受理

子集合体を忠実にモデル化する不連続変形法では，多数回の

荷重繰り返し条件下の解析が困難であり，粒子形状や配置の

違いによる解析結果の再現性にも十分な検証が必要である．

そのため，バラスト道床の不可逆的な繰り返し変形挙動を

弾塑性連続体でモデル化し，有限要素法 �1��� で離散化し

解析を行なう方法の開発が試みられてきた．これまで，回転

硬化を考慮した拡張下負荷面モデル ��� を用いたもの ��� や，

載荷・除荷サイクル単位での弾塑性状態の変化を直接モデル

化する *0*#* �&��6*	)��モデルを用いた解析法 ��� に関する

研究成果が報告されている．特に，拡張下負荷面モデルは，

繰り返し応力作用時の応力・ひずみ関係や荷重・変位関係を

比較的良好に再現できるものの，応力履歴をもれなく追跡す

る必要があり，多数回の繰り返し荷重作用時の応答を評価す

る場合，計算負荷の大きさが懸念される．

一方，本研究で用いる時間域均質化法 �	� は，繰り返し荷

重作用時の計算負荷を軽減する目的で，荷重を制御する時

間変数が，�回の載荷・除荷に対応するミクロ時間スケール

と，載荷・除荷サイクル数に相当するマクロ時間スケールの

 つのスケールを有するものと仮定した上で，両者の時間ス

ケール比の極限を考えることで，マクロ時間・ミクロ時間ス

ケールに相当する場の問題を定式化して解く方法である．こ



れまで，疲労損傷解析 �	� や弾塑性解析 �
� �� での適用例が示

されている．なお，著者らは，回転硬化を考慮した拡張下負

荷面モデル ��� を用いて弾塑性連続体の力学挙動をモデル化

し，繰り返し荷重作用下での弾塑性応答を数値解析で評価す

る場合を対象に，時間域均質化法を導入するための定式化と

その解析アルゴリズムを示し，簡単な数値解析例によりその

妥当性と検証した ���．しかし，文献 ��� では，要素試験の一

種である繰り返し三軸試験の応力解析に時間域均質化法を適

用したに過ぎず，弾塑性有限要素解析への実装方法や解析精

度保持のための具体的な計算手法などは示されていない．

そこで本研究では，繰り返し荷重作用下での弾塑性挙動を

回転硬化を考慮した拡張下負荷面モデルにより表現した有限

要素解析を対象に，時間域均質化法の実装のための定式化と

解析アルゴリズムを示す．また，マクロ時間応答解析におけ

る時間積分アルゴリズムを改良し，マクロ時間応答解析の安

定性の改善を試みる．提案手法の妥当性については，数値実

験結果を通して検証する．

�� 構成則・硬化則・発展則における時間域均質化法の適用

本研究では，バラスト道床の弾塑性挙動をモデル化するた

めに，回転硬化を考慮した拡張下負荷面モデル ��� を用いる．

微小変形が成り立つものとし，構成則は亜弾性を仮定して応

力速度 ���� と弾性ひずみ速度 ���� � �����（ ����$ 全ひずみ速度）

を用いて次式で与える．
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	��とし，	 は 8�����比，� は接線弾性係数の大きさを定め

る無次元の材料定数，���� は解析時に初期剛性を与えるた

めの定数，Æ�� は ����&*�&�のデルタである．

一方，塑性挙動は，材料強度の拘束圧依存性と繰り返し

負荷時のひずみ硬化挙動を考慮し，下負荷面の概念を用い

て，等方硬軟化と回転硬化とを考慮した数理モデルで表現

する．
，� をそれぞれ等方硬軟化変数，回転硬化変数と

し，応力の許容値を規定する曲面 ������ �  �
�を正規降

伏面，現応力点を通り正規降伏面と相似な曲面を下負荷面

��	���� � � �
� �	� � � � ������：下負荷面応力，�：相

似中心応力，�$ 正規降伏面と下負荷面との相似比�とそれぞ

れ定義する．

塑性ひずみ速度 ����� は，下負荷面についての関連流動則に

より次式で与られるものとする．
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なお，塑性乗数 ��は， ���	���� � 
より次式で与えられる．
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ただし， �  �
� � � ����
�������とし，降伏関数 �

は，��	���� � 	� � ��� 	���で与える．	�，	�は次式で定義する．
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硬化（硬軟化）変数
，�，相似中心応力 �，相似比 �の

発展則は，次式で表わすことができる．

�
 � ���� ���� � ����� � ���� � ����� � �� � ��� ���

なお，�，���，���，� については，地盤材料の力学挙動を考

慮して文献 ��� で提案されたものを用いることとし，その具

体的な定義は文献 ��� に示す通りである．

塑性負荷／除荷状態の判定は，次式の規準に基づき行う．
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次に，上述の構成方程式の各式に対し，時間域均質化法 �	� 
� ��

を適用し，載荷・除荷 �サイクルの弾塑性応答を再現するた

めの時間パラメータ（ミクロ時間変数） と，載荷・除荷の

繰り返し数に相当する時間パラメータ（マクロ時間変数）!

の各々に関する構成方程式を導出する．なお，本節で示す構

成方程式の時間スケール分離の定式化は，文献 ��� で示す通

りであることを申し添えておく．

まず，ミクロ時間変数  とマクロ時間変数 !を定義し，こ

れらの変数がスケール比 " により  � !�"（" � �）で関連

付けられるものとする．このとき，構成方程式の各物理量

が  つの時間変数 !�  に依存するツースケール性を有するも

のとして，式 ������� を構成する物理量（まとめて � で表わ

す）を " に関して漸近展開し，各物理量の �次の成分���� を

������� !�  � � ����� !�� ����� !�  �のように  の依存成分と非

依存成分との一次結合で表わす．その結果得られた式を整理

し，以下では #�"���，#�"��の諸式について考える．

#�"���の方程式からは，ミクロ時間スケールでの構成方

程式が次式のように得られる．
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一方，#�"��の方程式については，まずその各式のミクロ

時間平均 � � � � �

 �

� ��
�

� $ をとる．次に，式中に含まれる

����，��
�
�� のマクロ時間変数 !に関する時間微分を含む項のミ

クロ時間平均について考える．����，��
�
�� は閉区間 �
�  ��で連

続であり，開区間 �
�  ��上に  �， � が存在するならば，平均

値の定理から，�� �  ��������� � 
，�� �  ����
�
����� � 
となる

ような場合が必ずある．その結果， の積分と !の微分の順

序とを入れ替えることができ，次式のようなマクロ時間スケ



ールにおける構成方程式を得る．
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なお， � � � �������������  � � � ��������������で与える．

�� 繰り返し弾塑性有限要素解析における時間域均質化法

次に，前節で示したミクロ時間スケール・マクロ時間ス

ケール双方の構成方程式を用いて， つの時間スケール各々

での仮想仕事式を有限要素法で解くための定式化を示す．

まず，準静的つり合い問題を考え，時間域均質化法を導入

した際の  つの時間スケールにおける仮想仕事式を導出す

る．%� を変位，�� を物体力，�� � ���&�（&�：境界上での単

位外向き法線ベクトル）を表面力として，それらの漸近展開

の �次項がミクロ時間変数  への依存性の有無で次式のよう

な一次結合で表現できるものとする．
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このとき，釣り合い式と境界条件は次式で与えられる．
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ここで，�は領域， �， � はそれぞれ変位規定・表面力規定

部分境界である．また， ���， �'�， ���， �'� はそれぞれ �%�，���，

�%�，��� の既知量であり，�� � ��� � ���，'� � �'� � �'� である．

また，物体力 ���，��� はいずれも既知とする．

式 ����より，可容なミクロ時間変位を �%� � Æ�%� に選ぶと，

ミクロ時間スケールにおける仮想仕事式は次式で与えられる．
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ここで，�%� � ��� ���  ��，Æ���� � �Æ�%��� � Æ�%������である．

一方，マクロ時間スケールでの仮想仕事式は，可容なマク

ロ時間変位を �%� � Æ�%� に選んだ上で， についての時間平均

を <��  �=で考えることで，次式のように得ることができる．�
�
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ただし，�%� � ��� ���  ��，Æ���� � �Æ�%��� � Æ�%������である．

なお，式 � ��，� ��は，式 �;����;�に示した構成方程式と合

わせて，互いに独立な方程式とはなっておらず，相互の連成

関係が存在する．そのため，解析の際には  つの時間スケー

ル応答を与える式 � ��，� ��を弱連成条件下で解く解析アル

ゴリズム �
� を採用する．

（解析アルゴリズム）

��
　まず，マクロ時間変数 !は �回の載荷・除荷を単位量と

するサイクル数 � に，ミクロ時間変数  �
 �  �  ��

は �サイクルの荷重・変位の履歴パラメータにそれぞ

れ定める．その結果，各種物理量のマクロ時間応答を

評価することで，所定の載荷・除荷サイクル終了時に

おける各種物理量を直接評価できる．

���
 　バラスト道床の沈下においては，一定振幅の繰り返

し荷重が作用した場合，繰り返し初期で急激に不可逆

変形・残留変位が発生・進展し，その後は不可逆変形・

残留変位は繰り返し数 � に対して概ね線形で累積す

る ���．その点を留意して，最初の ! � � � �� サイク

ルまでは（応力履歴を追跡する）通常の（従来の）弾

塑性解析を実行する．ただし，�� サイクル以降に時間

域均質化法に基づく解析に移行するため，この解析と

並行して，時間域均質化法解析に必要となる各種時間

平均，および  節で定義した  �， � を計算しておく．

����
　��サイクル以降の応答は，時間域均質化・有限要素解

析法により求める．( � �� �� ) ) ) �* として，! � � �

���(!� サイクル（!�：解析サイクル幅）でのマク

ロ時間応答を評価するため，� � ������(� ��!�

サイクルでのミクロ時間応答を，式 � ��の仮想仕事式

を有限要素法で離散化して求める．また，マクロ時間

解析に必要となる  �， � およびミクロ時間応答の時間

平均も計算しておく．なお， に関する時間積分は陽

解法で処理し，構成則は式 �;������から次式で与える．
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　 ��で求めた諸量を用いて，� � �� � (!� サイク

ルでのマクロ時間応答を，仮想仕事式 � ��を有限要素

法で離散化して解く．計算の際に必要となるミクロ時

間平均のマクロ時間変化率 ����� は，�を評価対象の物
理量として次式の差分近似で与える．

・( � �のとき
� ����� 	 � �����	� � � �����

� -�

・( � �� �� �� � � � のとき

� ����� 	 � �����	�	�����
� � � �����	�	�����
�

!�
� 9�

なお，式 � -�，� 9� の下添字は，時間平均を評価する

サイクル数である．陽解法により時間積分を処理する

こととし，構成則は式 �������;�から次式で与える．

������ � �������� � �+���
����������� � +

���
����� ���������� � ��
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��
　 ( � ( � � として上記 ����
に戻り，����
� ���
の過程を

* 回繰り返し実行することで，� � ���*!� サイ

クルでの応答を評価することができる．

上記アルゴリズムの適用に当たり，荷重振幅が解析の途中で

変化した場合には，その時点で上記 ����5�の解析を再度実行

すればよい．なお，上記アルゴリズムのうち，���
に示した

ミクロ時間応答のマクロ時間変化率の評価方法は，�節にお

いて改良を試みる．しかし，実用上必要となる，従来法によ

る解析から時間域均質化解析への移行サイクルの自動設定に

ついては，解析結果に基づき 	 ,��)&���に決定することは原

理的には可能であると思われるものの，現時点では未解決の

課題であることを申し述べておく．

�� 有限要素法定式化の妥当性の検証

前節で示した有限要素・時間域均質化法の定式化の妥当性

を検証する目的で，数値実験を行った．

まず，文献 ���で示した応力点解析の有限要素解析を試みる

（以下，�3(�とする）．応力条件はバラスト材の繰り返し三軸

試験に関する石川らの報告 ���を参考に，拘束圧を��#)���8	�
で一定として，軸差応力振幅を �$�)� ��8	�の片振りで変動

させるように定めた．一方，1��モデルは一辺が �の立方体

を定ひずみ要素で分割して構成し，.� � 
，.� � 
，.� � 


の各面は対称面となるように境界条件を設定した．また，表

面力の既知量 �'�， �'� は，それぞれ �'� � ��#)�Æ�� ��8	� ���
.� � �� /� 0 � �� �� ��， �'� � 
 ��� .� � �� .� � �� / � �� �� ��，
�'� � �'� � 
� �'� � 
～�$�)���8	���� .� � ��に設定した．こ

のように表面力を設定することで，載荷・除荷 �サイクル終

了時（軸差応力が �となる時点）での残留変位や残留ひずみ

は，マクロ時間応答 �%�，���� により与えられる．材料パラメー

タは，今回は有限要素解析の定式化の妥当性の検討に主眼を

置き，バラスト材の繰り返し変形挙動を再現するような値に

は設定せず，繰り返し載荷時における残留ひずみの累積傾向

がサイクル数に対して概ね線形に変化する傾向に収斂する値

に設定した．具体的な設定値は /	.#& �に示す通りである．

当該の例題（�3(�）では，領域内の応力とひずみは一様分

/	.#&  �	)&�	# ,	�	"&)&�� 4�� �3( (
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布する問題であることに留意し，時間域均質化法解析への移

行サイクルを �� � �
， � としたときのマクロ時間ひずみ

（軸差応力 �時点でのひずみ）���� とサイクル数 � との関係

を 1'(�に示す．なお，図中点線は通常の弾塑性解析におい

て，載荷・除荷 �サイクル終了時（軸差応力が �となった時

点）でのひずみ ��� を示したものである．解析結果より，サ

イクル数に対するマクロ時間ひずみの変化量が概ね線形に

なった段階で時間域均質化法解析に移行すれば，解析サイク

ル幅!� を大きくとっても大きな誤差は発現せず，通常の弾

塑性解析と概ね同程度の精度の解が得られることがわかる．

次に，解析対象領域内で応力やひずみが一様でない例題と

して，1'( の平面ひずみ問題（以下，�3( とする）の繰り

返し弾塑性解析を行なった．当該問題では，解析領域上面に

�(!��8	�の等分布応力を鉛直下向きに作用させた状態で，さ

らに鉛直下向きの等分布荷重が領域上面の 
 � . � 
)"の区

間に � から �#)���8	� の範囲で繰り返し作用する問題となっ

ている．ミクロ・マクロ時間応答を各々求める解析における

境界条件は，マクロ時間応答が各繰り返しサイクル終了（開

始）時点での応答を与えるように設定した．解析に用いた材

料パラメータの値は，/	.#&  に示す通りである．なお，時間

域均質化解析への移行サイクルは�� � �に設定し，サイク

ル幅は!� � ��  � -に設定した．

まず，� � �
サイクルまで時間域均質化解析を実行した

のち，��サイクルにおいて繰り返し等分布荷重が最大となっ

た時点での応力テンソルの一次不変量 ��� と，
�
1�（1�$ 偏

差応力の二次不変量）の分布を 1'(-，1'(9にそれぞれ示す．

また，� � �
 サイクル終了時点での体積ひずみ ��� と，�
�����

�

����（����：偏差ひずみ）の領域内分布を 1'(�，1'(:に

それぞれ示す．なお，図中実線は提案手法で得られた結果，

点線は従来法での解析結果をそれぞれ示している．解析結

果より，応力の不変量，ひずみの不変量ともに，領域内でそ

の値が変動するような場合においても，時間域均質化法を適

用した有限要素解析結果は，応力履歴をもれなく追跡する

通常の有限要素解析結果と概ね等しい値を示している．よっ

て，前節で示した境界値問題に対する本解析法の定式化の妥
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当性が確認できた．

�� 積分アルゴリズムの改良によるマクロ時間応答解析の安

定性の改善

文献 ��� および前節で示したように，マクロ時間応答の各

種物理量 �� の評価精度は，ミクロ時間応答の時間平均のマ

クロ時間変化率 � ����� の評価，およびそれのマクロ時間変数
!（サイクル数� に相当）についての積分精度によって専ら

定まると考えられる．そのため本節では，-節で示した � �����
の評価，およびそれのマクロ時間変数 !についての積分方法

を一部改良したアルゴリズム（改良アルゴリズム）を示し，

マクロ時間応答の解析精度の改善を試みる．なお，数値実験

は，前節の �3(� と同様の境界条件の下で，材料定数のみを

/	.#& -に示す値に設定して行なった．以下，本節での解析例

を �3(- と呼ぶこととする．なお，改良アルゴリズムは以下

の通りである．
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（改良アルゴリズム）
※ -節の計算アルゴリズムとは，��
�����
は同じ．

���
 式 � -�� � 9�を用いてミクロ時間平均のマクロ時間変化

率 � ����� を差分近似し，式 � ��から�� � (!� サイク

ルでのマクロ時間応答の予測子 ���

��	�
� を計算する．

��
 ���
で評価した予測子をもとに，�� � (!� � �サイク

ルでのミクロ時間応答 ���

��	�
�	�，およびそのミク

ロ時間平均 � ������	�
�	� を評価する．

���
 ミクロ時間平均のマクロ時間変化率 � �����を，� ������	�
�	�

と予測子計算に用いた � �����	�����
�	�から差分近似

で与え，式 � ��を解いてマクロ時間応答 ����	�
� と

する．

����
 ( � ( � � として上記 ����
に戻り，����
� ���
 の過程を

* 回繰り返し実行することで，� � ���*!� サイ

クルでの応答を評価する．
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上記修正アルゴリズムを用いて得られた，各サイクルでの

軸ひずみのマクロ時間応答 ���� を 1'(; に示す．なお，図中

「��'�	# �*�&"&」は -節で示した解析アルゴリズム，「?",��5&�

�*�&"&」は本節で示した改良アルゴリズムを意味する．当該

の例題における問題設定の場合，-節で示した ��'�	# �*�&"&

では，サイクル数が多数になるにつれて，マクロ時間解析の

ステップ幅 !� が大きいほど，軸ひずみのマクロ時間成分

（残留軸ひずみに相当）の数値振動が顕著になってくる．一方，

マクロ時間応答の計算において必要となるミクロ時間平均の

マクロ時間変化率 ������ を予測子を用いて評価する ?",��5&�

�*�&"& では，この不自然な数値振動が消失することがわか

る．ただし，?",��5&� �*�&"&では，各マクロ時間ステップで

の（載荷・除荷経路を追跡する）ミクロ時間応答の計算が  

回必要となり，�回で済む ��'�	# �*�&"&の  倍の計算量を

必要とする．そのため，本節で示した ?",��5&� �*�&"& の適

用は，解析においてマクロ時間ステップ幅を!� � �に設定

可能である場合，通常の弾塑性有限要素解析と比して計算量

の面から有利となる．なお，?",��5&� �*�&"& を適用した場

合においても，!� を大きく設定すると時間域均質化法解析

により得られた近似解は従来の 1��解析結果との差が増大

する傾向を示す．この点の改善は，今後の課題としたい．

�� おわりに

本研究では，繰り返し荷重作用下での弾塑性挙動を回転硬

化を考慮した拡張下負荷面モデルにより表現した有限要素解

析を対象に，時間域均質化法の実装のための定式化と解析ア

ルゴリズムを提案した．数値実験結果を通し，その妥当性が

確認できた．また，時間域均質化・有限要素解析法の精度向

上のために，マクロ時間応答の評価において必要となる，ミ

クロ時間応答の時間平均のマクロ時間変化率の評価，および

それのマクロ時間変数についての積分方法に関する改良アル

ゴリズムを示し，提案手法の適用によりマクロ時間応答の解

析計算の安定性が改善することが確認できた．
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