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This paper discusses the subdomain model order reduction for finite element analysis of 

electromagnetic fields. In this method, the original field equations are reduced to small 

equations in a subdomain where the fields are expected to have relatively small influences 

from changes in the design parameters of electromagnetic devices. In this paper, the effect 

of subdomain setting on the accuracy, computational time as well as convergence in 

iterative linear solvers is discussed. 

Key words : Electromagnetic field, Model Order Reduction, Finite Element Method, Method of Snapshots. 

1. はじめに 

 近年，インダクタやモータ，アンテナ等の電磁機器の形

状最適化が広く行われている[1]-[3]．これら電磁機器の形

状最適化には，遺伝的アルゴリズム等の進化論的最適化が

有効である[3]．このような多数の個体を用いる集団的最

適化においては，有限要素法や FDTD 法，モーメント法

等による電磁界解析を多数回行う必要があるため，計算時

間が長大となる．このため，電磁界解析の高速化が強く望

まれている． 

 電磁界解析で広く用いられている有限要素法を高速化

する方法の一つとして，スナップショット法を用いたモデ

ル縮約法がある[4]-[6]．この方法では，まず時間，周波数，

設計変数等を変化させ，電磁界分布を数点サンプリングす

る．つぎに主成分分析をこれらの分布に適用することで，

少数の基底ベクトルを作成する．この基底ベクトルの線形

結合により，元の有限要素方程式の未知数を近似的に表現

する．これより，元の有限要素方程式の未知数は，基底ベ

クトルの数まで縮約されるので，有限要素解析の時間を短

縮することができる． 

 電磁機器の形状最適化にモデル縮約法を適用する場合，

設計変数を変化させて電磁界分布をサンプリングする．し

かし，機器を含む領域(デザイン領域)においては，設計変

数に依存して電磁界分布が大きく変動することが予想さ

れる．そこで，著者らは，デザイン領域の周辺領域(縮約

領域)に対して，モデル縮約法を適用する手法を提案した

[7]．この手法では，場の変動が小さい領域のみについて

モデル縮約を行うため，少数の基底ベクトルにより電磁界

を精度よく表現できると期待できる．実際，デザイン領域

外の空気領域を縮約領域に取ることにより，電磁機器の最

適化を効率的に行えることが示された[7]．しかし，モデ

ル縮約を行う縮約領域の取り方と精度，計算時間の関係に

ついては詳しい検討がなされてこなかった．そこで本稿で

は，静磁界と渦電流場の場合について，これらを検討した

結果について報告する． 

 また，部分領域モデル縮約法では，基底ベクトル数を増

加させた場合や，縮約領域を狭めた場合，ICCG 法の収束

特性が著しく悪化してしまうという問題がある．そこで本

稿では，ICCG 法の収束特性の改善法を提案し，その有効

性を検討する． 
 

2．定式化 

2.1 有限要素方程式 

準静近似の電磁界の支配方程式は 

JAA  )grad(jrot rot  　  (1a) 

  0)grad( jdiv   A   (1b) 

で与えられる[8]．ここで，A, , J, は，磁気ベクト

ルポテンシャル，スカラーポテンシャル，強制電流密度，

角周波数，導電率，磁気抵抗率(透磁率の逆数)である．ま

た，j は，虚数単位である．(1)式において，有限要素行列

が対称となるようにを定義した．(1)式に対して，ガラー

キン法を適用すると，つぎの有限要素方程式が得られる． 
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ここで，Ni, Nkは，それぞれ辺要素ベクトル補間関数，節

点要素スカラー補間関数である．この 2 式を連立して解く

ことにより，解 ai,kを得ることができる． 

2.2 部分領域モデル縮約法 

 磁界解析においては，磁気飽和など材料の非線形特性を

考慮しなければならないことがある．このとき，全解析領

域にモデル縮約法を適用し，時間応答から基底を構成する

と，非線形性が強い領域において，通常の有限要素法によ

り得られた電磁界との誤差が生じる[5]．これは非線形領

域では基底の重ね合わせにより場を表現できないためで

ある．そこでモデル縮約を，線形性を持つ部分領域のみに

適用する部分領域モデル縮約方法が提案された[6]． 

 最適化問題においては，機器形状を変化させながら電磁

界解析を行うため，全領域についてモデル縮約法を適用す

ることは有効でないと考えられる．そこで，機器形状の変

化による影響が少ない周辺領域のみを縮約領域とする方

法が提案された[7]．以下，本法の定式化を行う．まず設

計変数によって方程式が変化するため，(2)式を以下のよ

うに表す． 

)()K( iiii ubxu     (3) 

ここで，K(ui)Cnn, xi, b(ui)Cn, uiは電磁機器の形状を決

定する設計変数，n は(3)式の未知変数の数である．また，

係数行列 K(ui)は， 
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と書くことができる．ここで，K11(ui)Cll, K12Cl(n-l), K21 

C(n-l)l, K21 C(n-l)(n-l) であり，l はデザイン領域を中心と

した非縮約領域1 内の未知変数の数である．K11 は，1

に関する係数行列であり，K22はデザイン領域周辺の縮約

領域2 に関する係数行列である．縮約された空間の基底

を構成するため，様々な設計変数に対して(3)式を解き，

解 xi を求める．この xi を用いて，以下のようなデータ行

列 X を作成する． 

 sxxx 21X    (5) 

ここで，s はスナップショット数である(s<<n)．このデー

タ行列 X に特異値分解を適用する． 

t
sss

tt
vwvwvw   VWX 222111

t  
 (6) 

ここで，iは特異値，wi,viは XXt,XtX の固有ベクトルであ

る．また，行列 W, V は wi，viの並んだ行列，は，特異値

が対角に並んだ行列である．ここで，主要な特異値に対応

する r 個の特異ベクトルが並んだ行列を以下のように構

成する． 
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ここで，Wr1,Wr2 は，領域1，2 に関する行列である．

2のみを縮約すると考えた場合，変換行列 Wrは，以下の

ように書くことができる． 
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この変換行列を用いて，方程式の縮約を行うと，(3)式は 
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の形となる[7]． 

 以上のように縮約方程式が得られるが，Wr2 は W が直

交行列となるように構成されているため，変換行列 Wrの

基底ベクトルは互いに直交していない．このため，1 を

大きく設定した場合や基底ベクトル数を増加させたとき，

ICCG 法の収束特性が著しく悪化してしまう．そこで 

ICCG 法の収束特性を改善するために，変換行列の基底ベ

クトルが正規直交となるようにする．まず，データ行列を

以下のように 2 つの部分に分ける． 
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ここで，X1, X2 はそれぞれ領域1，2 に関する行列であ

る．正規直交基底を作成するために，データ行列 X2に対

してのみ特異値分解を行う． 
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ここで，i' は特異値，wi’,vi’は X2X2
t,X2

tX2 の固有ベクト

ルである．また，行列 W2’, V2’は wi’，vi’の並んだ行列，

2’は，特異値が対角に並んだ行列である．これにより，

領域2 における正規直交基底を作成できる．変換行列(8)

式は，以下のように再定義される． 
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この変換行列を用いて，モデル縮約を行う． 
 

3．数値解析結果 

 Fig.1 の 2 重磁気シールドモデルを例題として考える．

Fig.1 の 3 次元磁気シールドモデルは，四面体メッシュを 



 

用いてモデル化を行った．Fig.1 の左，右の図はそれぞれ

磁気シールドの xy，xz 平面図であり，横縞部が電磁シー

ルド，斜線部がターゲット領域，黒色部がコイルである．

解析領域の未知変数の数は，304,306 である．デザイン領

域は，原点から 90×90×90mm3 の領域とし，デザイン領域

内の未知変数の数は 82,800 である．図中の a, b, c, d, e は，

それぞれ 30，20，20，20，30 の自由度を持っており，ui

の次元は 7,200,000 である．これらの設計変数を変化させ

て，電磁界をスナップショットする．スナップショット数

は，全て共通で s=20 とする．磁性体の線形性を仮定し，

透磁率をr=100 とする．基底ベクトルは，最も大きな特

異値に対応する特異ベクトルから 5，20 個選ぶこととす

る．縮約領域2 の取り方と精度，計算時間の関係を調べ

るために，2 重磁気シールド最適化問題において，Fig.2

のように縮約領域 (reduced region)の大きさを変化させ

る．Fig.2 において，灰色部分が縮約領域，斜線部がデザ

イン領域である．Fig.2(a)では，縮約領域2がデザイン領

域と部分的に重なるように設定している(縮約しない領域

1を原点から 70×70×70 とする)．Fig.2(b)では，縮約領域

2をデザイン領域外の空気領域としている(縮約しない領

域1を原点から 90×90×90 とする)．Fig.2(c)では，縮約領

域2をデザイン領域から遠方の空気領域としている(縮約 

 

しない領域1を原点から 110×110×110 とする)．これらの

3 つの場合について，解析時間，計算時間，ICCG 法の収

束特性がどのように変化するのかを検討する． 

3.1 静磁界の場合 

 まず，周波数が 0Hz の静磁界の場合を考える．このと

き，縮約後の未知数は，それぞれ(a) 25,603，(b)82,800，(c) 

192075 に基底ベクトル数 5，20 を足した数となる． 

3.1.1 解析精度 

 まず，解析精度を調べるために，設計変数を変化させ，

様々な形状において 50 回解析を行った．Fig.3 の(a)，(b)，

(c)は各領域の解析結果を示す．誤差 e は，以下のように

定義した． 

original
ett

MOR
ett

original
ett

e

arg

argarg

B

BB 
   (13) 

ここで，Btarget
original，Btarget

MOR はそれぞれ通常の有限要素

法解析，モデル縮約法により得られた(19.5,19,19)の点の磁

束密度を表す．Fig.3 の縦軸は誤差 e の度数分布を表す．

頻度の評価のために 50 回解析を実施した．(13)式の誤差

の評価の代わりに体積分による誤差を評価した場合でも

同様な結果を得られることを確認した．Fig.3 の

conventional は(8)，present は(12)式により縮約を行った結

果を示す(以下同じ)．Fig.3 より，縮約領域を Fig.2 の(b), (c)

にように取ると，モデル縮約法で構成された基底ベクトル

が設計変数の影響を受けにくいため，解析精度が比較的良

好となる．しかし，(a)のように取ると精度が大幅に悪化

することがわかる．この理由としては，電磁界が大きく変

化すデザイン領域に縮約領域が含まれるので，数十本の基

底ベクトルでは表現できなくなってしまうためと考えら

れる．特異値分解によって得られた 20 個の特異値分布を 

 

Fig. 1. Magnetic shield model(unit [mm]) 

  

(a) Large              (b) Middle 

 

(c) Small  

Fig. 2. Setting of reduced region(). 
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Table 1 Computational time when f=0. 

(a) Large 

Method Conventional Present 

Number of basis vectors r 5 20 5 20 

Computational time[%] 25 75 25 75 

(b) Middle 

Method Conventional Present 

Number of basis vectors r 5 20 5 20 

Computational time[%] 40 100 40 70 

(c) Small 

Method Conventional Present 

Number of basis vectors r 5 20 5 20 

Computational time[%] 75 400 70 195 

 



 

Fig.4 に示す．縮約領域を Fig.2 の(a)のように取った場合 

(large)では，設計パラメータの変更により電磁界が大きな

影響を受けるため，多様な電磁界分布がスナップショット

される．この場合には，特異値がなだらかに減少している．

一方で，Fig.2 の(b)，(c)のように取った場合，一つの主要

な特異ベクトルがあり，他の特異値がほぼ一定なことが見

て取れる．これは(b)，(c)の場合には縮約を行う領域の電

磁界の変化が小さいためと考えられる． 

3.1.2 解析時間 

 つぎに解析時間の議論を行う．通常の有限要素法の解析

時間に対するモデル縮約法の計算時間の比(%表示)を

Table. 1 に示す．これより縮約領域が小さくなればなるほ

ど解析時間が長くなっていることが確認できる．これは縮

約領域を小さくすることで未知数が増加するためと，以下

で述べるように ICCG の収束性が悪化するためである．ま

た提案手法((12)式による縮約)を用いることで計算時間が

短くなっていることが確認できる．しかし，提案手法にお

いても基底ベクトル数の増加により，解析時間が大幅に増

加していることが確認できる．Fig.5 に各解析結果におけ

る ICCG 法の収束特性を示す．Fig.5(b)，(c)において，基

底ベクトルが 20 のとき，提案手法を用いることにより，

ICCG 法の収束特性が改善していることが確認できる．一

方，基底ベクトルの数が 5 のとき，ほとんど収束性に改善

がみられていない．また，Fig.3 の(a)の場合では，基底ベ

クトルの数，手法を変えても，収束回数はほとんど変わっ

ていない． 

3.2 渦電流場の場合 

  つぎに，渦電流場(周波数 f=200Hz)を考える．電磁シー

ルドの導電率は 5×106 S/m と仮定した．また，渦電流を考

慮した有限要素法を用いた場合，スカラーポテンシャル

は，導電率を持った物体の節点に与えられるため，形状を  

Table 2 Computational time with f=200. 

(a) Large 

Method Conventional Present 

Number of basis vectors r 5 20 5 20 

Computational time[%] 69 123 53 78 

(b) Middle 

Method Conventional Present 

Number of basis vectors r 5 20 5 20 

Computational time[%] 78 190 75 116 

(c) Small 

Method Conventional Present 

Number of basis vectors r 5 20 5 20 

Computational time[%] 156 366 127 235 

 

 

(a) Large 

 

(b) Middle 

 
(c) Small 

Fig. 3. Cumulative frequency of error for conventional and 

present method when f=0. 

 

Fig. 4. Singular values obatained from eqs. (6) and (11). 
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変化させたとき，未知変数の数が変化してしまう．そのた

め，スカラーポテンシャルを含めた基底を構成することが

難しい．そこで，本研究ではスカラーポテンシャルは，縮

約領域内に配置されていても縮約を行わないこととする．

このため，縮約後の未知数はそれぞれ， (a) 25,603，

(b)82,800，(c)192,075 に基底ベクトル数 5，20 および磁気

シールドの節点数を足した数となる． 

3.2.1 解析精度 

静磁界解析の場合と同様に，設計変数を変化させ，様々

な形状に対して 50 回解析を行った．Fig.3 の縦軸同様，

Fig. 5の縦軸は 50回解析行ったときの誤差 eの度数分布で  
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Fig. 5. Residual of ICCG method when f=0 Hz 
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(a) Large 

 

(b) Middle 

 

(c) Small 

Fig. 6. Cumulative frequency of error for conventional and 

present method when f=200Hz. 

.  

Fig. 7 Singular values obatained from eqs. (6) and (11). 
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ある．また，解析精度 e は(13) 式から求めた．Fig.6 に縮

約領域の選び方による解析精度の依存性を示す．静磁界の

場合と同様，縮約領域を小さくすることにより，誤差が小

さくなっている．Fig.7 に特異値分布を示す．渦電流問題

の場合には，large と middle の場合に，少数の主要な特

異値があることがわかる． 

3.2.2 解析時間 

Table 2 より，静磁場のときと同様，提案手法を用いる

ことで計算時間を短縮できることが確認できるが，モデル

縮約による計算時間短縮の効果が静磁界の場合と比べて

小さい．特に，計算精度が比較的良好な (b), (c)の場合に

は，モデル縮約法による計算時間短縮がほとんどなされて

おらず，逆に通常の有限要素解析よりも計算時間が増加す

る場合もある．Fig.8 に ICCG 法の収束特性を示す．提案

手法を用いることで，ICCG 法の収束性を改善できること

がわかる．しかし ICCG 法の収束性をさらに改善しなけれ

ばモデル縮約法の有効性は期待できないと思われる． 
 

4．結語 

 本稿では，モデル縮約法を電磁機器の形状最適化へ適用

することを想定し，部分領域を縮約する部分領域モデル縮

約法の効果を検討した．この結果，縮約領域をデザイン領

域の周辺に設定することで，比較的短い計算時間で精度の

高い解を得られることがわかった．一方，デザイン領域の

遠方の比較的狭い部分に縮約領域を取ると，計算時間が増

加する．またデザイン領域に重なるように縮約領域を設定

すると，機器形状の変化の影響を受けるため，計算精度が

劣化する．このことから，縮約領域はデザイン領域を囲む

ように取ることが適切であると考えられる．また，部分領

域モデル縮約法の ICCG 法の収束特性は，提案手法を用

いることで短縮することができた．しかし，特に渦電流問

題の場合には大幅な計算時間の短縮はできておらず，今後

の課題の一つである．今後は，本手法を電磁機器の形状最

適化に適用を行う予定である． 
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Fig. 8. Residual of ICCG method when f=200Hz. 
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