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A new discretisation method with Hdiv scalar product for boundary element methods

is proposed. We show that this method improves the accuracy of boundary element

methods for PMCHWT formulations for Maxwell’s equations. In particular, this method

is effective for low frequency problems in which conventional methods suffer from bad

accuracy. We verify the efficiency of this method through some numerical examples.
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1. 序論

近年, フォトニック結晶 (1) やメタマテリアル (2) といった

周期光学材料がストップバンド性や自然界に存在しない負の

屈折率などの興味深い性質を実現できるとして盛んに研究さ

れている. これらの光学材料は波長に対して微小な構造を数

多く配置するため, そのような電磁波動散乱問題の解を数値

的に高速, 高精度に求めるために境界要素法は有力な解法で

ある.

境界要素法を用いた電磁波動散乱問題の解析に関しては,

既に多くの研究が行われており, 様々な定式化が提案され

ている. 特に波動散乱問題に対しては Poggio-Miller-Chang-

Harrington-Wu-Tsai(3) (PMCHWT)定式化による解法が,見

かけの固有値の影響を受けずに安定して解が得られる数値

解法として知られている. しかしながら電磁波動散乱問題を

様々なパラメータで安定して高速に解ける解法は, 現状では

まだ開発されていないと言える.

電磁波動散乱問題を様々なパラメータで解くことが難しい

原因の一つが低周波問題である. これは周波数 ωの零極限で

Eelectric Field Integral Operator (EFIO)が特異性を持つこ

とに起因する問題であり, PMCHWT定式化においてもこれ

が原因で周波数が小さいときに解の精度が著しく悪化するこ

とが知られている. 低周波問題の解決法はいくつか提案され

ているが (4, 5, 6), いずれの方法も実装が複雑であったり, 問

題の自由度が増加するなど計算量の増加を招いてしまう. そ
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こで本稿では Hdiv 内積を用いた Galerkin法によって積分方

程式を離散化することで, 周波数の値が小さい問題でも精度

よく解が求まる数値解法を提案する. この解法では従来法で

計算する項に加え, 追加の項を計算する必要があるが, この

項は従来法で計算している値を再利用することで容易に求ま

るため, 増加する計算量は非常に小さいことがわかる.

本稿の構成は以下のとおりである. まず 2節で問題とそれ

を解くための積分方程式の定式化を行う. 次に 3節で一般的

に使われている積分方程式の離散化法について述べ, 4節で

新しい Hdiv 内積を用いる離散化法を提案し, その利点を示

す. その後 5 節で数値計算例を示し, 6 節で結論と今後の課

題を述べる.

2. 定式化

Fig. 1に示す様に, 滑らかな境界 Γに囲まれた領域を Ω−,

Ω+ = R3\Ω− とする. 考える問題は, 領域 Ω± 内で Maxwell

方程式

∇×E = iωµ±H,

∇×H = −iωε±E

を満足し, 境界 Γ上で境界条件

m := E+ × n = E− × n,

j := n×H+ = n×H−

を満たすE, H を求めることである. ここにEは電場, H は

磁場, ω は周波数, ε±, µ± はそれぞれ領域 Ω± における誘電
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Fig. 1 Boundary value problems.

率と透磁率, nは境界 Γ上で定義される外向き単位本線ベク

トル, E±, H± はそれぞれ電場と磁場の Ω± から Γ上への極

限値とする. さらに Ω+ において

E = Einc +Esca,

H = H inc +Hsca

として散乱波 Esca, Hsca に遠方での放射条件を課す. ここ

に Einc, H inc は入射波である.

この問題の積分方程式を表すために以下の積分核を導入

する.

Ψkl =

3∑
j=1

ekjl∂jG(x), Φkl =

(
δkl +

1

k2
∂k∂l

)
G(x).

ここに ekjl は三次元の交代記号, δkj は Kroneckerのデルタ,

G(x)は Helmholtz方程式の基本解である. さらに核関数

Pil(x,y) =

3∑
j=1

3∑
k=1

eijknj(x)Ψkl(x− y),

Qil(x,y) =

3∑
j=1

3∑
k=1

eijknj(x)Φkl(x− y),

を定義し, Ψ, Φ, P, Q の四つの核関数に対して, Γ 上での積

分作用素を

(P t)(x) =

∫
Γ

P (x,y) · t(y) dSy x ∈ Γ,

のように同じ記号によって定義する. PMCHWT定式化によ

る境界積分方程式はこれらの記号を用いて以下の様に表さ

れる.

(P+ + P−)m− iω(µ+Q+ + µ−Q−)j = −Einc × n (1)

iω(ε+Q+ + ε−Q−)m+ (P+ + P−)j = −n×H inc (2)

3. 従来の Galerkin法による境界積分方程式の離散化

本節では Galerkin 法による式 (1), (2) の離散化において

広く用いられている方法について述べる.

次の式で定義される関数空間を考える:

Hdiv(Γ) = {t | t ∈ L2
T (Γ), divSt ∈ L2(Γ)}

Hcurl(Γ) = {t | t ∈ L2
T (Γ), curlSt ∈ L2(Γ)}.

ここに L2
T (Γ)は Γ上で定義される接ベクトル場 tで

(t, t)L2
T
(Γ) :=

∫
Γ

|t|2 dS < ∞

を満たす関数の集合,

divSϕ := −(∇× (ϕ× n)) · n

curlSϕ := ∇ · (ϕ× n)

である. 基底関数 ti (i = 1, · · · , N)を Hdiv の要素とすると,

Hdiv, Hcurlの定義より明らかにn× ti ∈ Hcurlである. 式 (1),

(2)の両辺はHdiv(Γ)に属すこと, Hdiv(Γ)とHcurl(Γ)は双対

空間であること (7) に注意すると, 式 (1), (2) を以下の様に

testingするのが自然である.

(n× ti, (P
+ + P−)m− iω(µ+Q+ + µ−Q−)j)L2

T
(Γ)

=− (n× ti, E
inc × n)L2

T
(Γ) (3)

(n× ti, iω(ε
+Q+ + ε−Q−)m+ (P+ + P−)j)L2

T
(Γ)

=− (n× ti, n×H inc)L2
T
(Γ) (4)

さらに式 (3), (4)は

(ti, (Ψ
+ +Ψ−)m− iω(µ+Φ+ + µ−Φ−)j)L2

T
(Γ)

=(ti,E
inc)L2

T
(Γ) (5)

(ti, iω(ε
+Φ+ + ε−Φ−)m+ (Ψ+ +Ψ−)j)L2

T
(Γ)

=− (ti,H
inc)L2

T
(Γ) (6)

と書き換えられる. 未知関数m, j を

m =

N∑
i=1

miti, j =

N∑
i=1

jiti,

と展開し,式 (5), (6)に代入することで線型方程式が得られる.

4. 新しい離散化法

本節では本稿で新しく導入する離散化法について述べる.

4.1. 概要

3節で述べた従来的な離散化法では, HdivとHcurlがL2
T (Γ)

内積によって双対空間となることを用い, Galerkin法を行っ

た. 本稿で提案する新しい離散化法では, 関数空間 Hdiv が

4.2 節で定義する内積によって Hilbert 空間となることを利

用し, その内積による Galerkin法を定式化する. これによっ

て得られる線形方程式は従来法で得られる方程式には含まれ

ない境界積分方程式の法線成分が陽に現れる式となるため,

特に低周波問題において精度が改善することが期待される.



以下, 4.2節で Hdiv 内積を用いた新しい離散化法の具体的

な定式化について述べ, 4.3 節で実際に低周波問題に対して

この手法が有効であることを示す.

4.2. 新しい離散化法の定式化

関数空間 Hdiv(Γ)は内積

(u,v)Hdiv(Γ) := (u,v)L2
T
(Γ) + c(divSu, divSv)L2(Γ)

によって Hilbert空間となる. ここに cは正の定数である. 通

常 (·, ·)Hdiv(Γ) は c = 1によって定義されるが, ここでは数値

計算上の理由から定数 cを導入する. 定数 cの値の決め方に

ついては 4.3節で述べる. この内積を用いて式 (1), (2)を

(si, (P
+ + P−)m− iω(µ+Q+ + µ−Q−)j)Hdiv(Γ)

=− (si, E
inc × n)Hdiv(Γ) (7)

(si, iω(ε
+Q+ + ε−Q−)m+ (P+ + P−)j)Hdiv(Γ)

=− (si, n×H inc)Hdiv(Γ) (8)

と testingすることが考えられる. ここに si ∈ Hdiv(Γ)は

(ti,n× sj)L2
T
(Γ)

を ij 成分とする行列が正則となるような基底であり, ti の双

対基底と呼ばれる (8). 基底 ti と si の選び方としては, 例え

ば ti を Rao-Wilton-Glisson基底 (9) (RWG基底)としたとき

siを Buffa-Christiansen基底 (10) (BC基底)とすればよいが,

後に見るようにこの限りではない.

式 (7), (8)において testingの基底に ti ではなく si を用い

ているのは以下の理由による. 式 (7), (8) では式 (3), (4) と

比較し, testingに用いる関数から n×が脱落した形になって
いる. したがって testing に用いる接ベクトル場が Γ 上の接

平面において 90 度回転しているため, 式 (7), (8) の testing

の基底に ti ではなく, その双対基底 si を用いている. 式 (7),

(8)は

divSP
±u = −k±2

n · Φ±u

divSQ
±u = −n ·Ψ±u

であることに注意すると

(si, (P
+ + P−)m− iω(µ+Q+ + µ−Q−)j)L2

T
(Γ)

+c(divSsi, n · {iω(µ+Ψ+ + µ−Ψ−)j

− (k+2
Φ+ + k−2

Φ−)m})L2(Γ)

=− (si, E
inc × n)L2

T
(Γ) − iωµ+c(divSsi, n ·H inc)L2(Γ)

(9)

(si, iω(ε
+Q+ + ε−Q−)m+ (P+ + P−)j)L2

T
(Γ)

+c(divSsi, n · {−(k+2
Φ+ + k−2

Φ−)j

− iω(ε+Ψ+ + ε−Ψ−)m})L2(Γ)

=− (si, n×H inc)L2
T
(Γ) − iωε+c(divSsi, n ·Einc)L2(Γ)

(10)

と書き換えることができる. この式において 3節で述べた従

来法と同様に, 未知関数m, j を基底 ti で展開することで線

形方程式が得られる.

式 (9), (10)の両辺一項目はそれぞれ積分方程式 (1), (2)の

接線成分に対応し, 定数 cが掛かっている式 (9), (10)の両辺

二項目はそれぞれ式 (2), (1)の法線成分に対応している. し

たがって従来法では積分方程式 (1), (2)の接線成分のみ用い

ていたところを, 新しい離散化法では接線成分, 法線成分の

両方を用いることになる. そのため新しい離散化法では従来

法から新たに積分の計算を行う必要が無いので, 両離散化法

による係数行列構成のための計算時間の差は僅かであると考

えられる.

4.3. 新しい離散化法の利点

本節では 4節で導入した離散化法により, いわゆる “低周

波問題”の精度が改善することを示す.

式 (5), (6) から得られる線型方程式の係数行列において,

最も絶対値の大きい項は対角項である. そこで各作用素から

得られる係数行列の対角項のオーダーを計算すると(
ti,

∫
Γ

∇G× tj dS

)
∼ O(h3) (11)(

ti, ω

∫
Γ

Gtj dS

)
∼ O(ωh3) = O(ωh · h2) (12)(

ti,
1

ω

∫
Γ

∇∇Gtj dS

)
∼ O

(
h

ω

)
= O

(
h2

ωh

)
(13)

となる. ここに hはメッシュの一辺の代表長である. 特に式

(11)における ∇を接線微分と法線微分に分けると接線微分
の項が 0となるため, この∇は実質法線微分であることに注
意すること. 式 (11), (12), (13) より, ωh ≪ 1 のとき式 (13)

の値が式 (11), (12) より大きくなる. 線形方程式 (5), (6) の

左辺の係数行列は式 (11), (12), (13)の左辺の項より成ってい

るため, ωh ≪ 1 のとき, 式 (13) の左辺の項に近い値をとる

ことがわかる. 一方で, 式 (13)中の作用素∫
Γ

∇∇GtdS

は明らかに divSt = 0を満たす任意の関数 tに作用させると

0となるため, この作用素を離散化して得られる式 (13)の左

辺の行列は非正則行列である. したがって ωh ≪ 1のとき, 式

(5), (6)を数値的に解くと精度が悪化することが予想される.

これが従来法に見られる低周波問題である.

一方, 式 (9), (10)から得られる線型方程式の係数行列の対

角項を計算すると, 両式の第一項目は(
si,n×

∫
Γ

∇G× tj dS

)
∼ O(h3) (14)(

si, ωn×
∫
Γ

Gtj dS

)
∼ O(ωh3) = O(ωh · h2) (15)(

si,
1

ω
n×

∫
Γ

∇∇Gtj dS

)
∼ O

(
h

ω

)
= O

(
h2

ωh

)
(16)



となり, 式 (11), (12), (13)と同じ値になるが, 第 2項目は

c

(
divSsi, ωn ·

∫
Γ

∇G× tj dS

)
∼ O(cωh) (17)

c

(
divSsi, ω

2n ·
∫
Γ

Gtj dS

)
∼ O(cω2h2) (18)

c

(
divSsi,n ·

∫
Γ

∇∇Gtj dS

)
∼ O(ch) (19)

となる. 特に式 (14)における ∇と式 (19)における一つ目の

∇ は式 (11) と同様, 実質法線微分であることに注意するこ

と. 式 (14)∼(16) において式 (14) と式 (15) は ωh ≪ 1 のと

き, 式 (16)と比較して微小項と見なすことができるため, 主

要項は式 (16)であると言える. 同様に式 (17)∼(19)の中では

式 (18)が式 (17)と ωhのオーダーで比較すると, 微小項と見

なすことが出きるため, 式 (17) と式 (19) を主要項と見なす

ことができる. これらについて

h2

ωh
= cωh+ ch (20)

を満たすように定数 cを決めることで ωh ≪ 1なる低周波問

題においても精度良く解ける線形方程式が構成できることが

期待される. 式 (20)を cについて解くと

c = c0 :=
1

ω(ω + 1)
(21)

となる.

5. 数値計算例

一辺の長さ 1の立方体形状の散乱体に平面波

Einc = Einc
0 eiω

√
ε+µ+v·x, (22)

H inc = H inc
0 eiω

√
ε+µ+v·x (23)

が入射する問題を考える. v = t(0, 0, 1), Einc
0 = t(1, 0, 0),

H inc
0 = t(0, 1, 0) とする. ε± = µ± = 1 とすると解は入射波

(22), (23)となるので, これを使って様々な値の周波数 ωに対

して数値解の精度を確かめた.

本稿では 4節で導入したHdiv(Γ)内積によって得られる方

程式 (9), (10)を解く解法において定数 cを式 (21)で定義さ

れる c0としたもの, 同じく c = 1としたもの, 3節で述べた従

来的なGalerkin法により得られる方程式 (5), (6)を解く数値

解法について比較を行った. 全ての解法において散乱体表面

を四角形メッシュで分割し, その上で定義される roof top関

数を基底 tiとして用いた. これによって siも roof top関数と

して自然に定義される (11). 線型方程式の解法には許容誤差

10−5 の Generalized minimal residual method (GMRES)(12)

を用い, 右前処理の point Jacobi 法で前処理を行った. また

本稿の数値計算は, 導入した離散化法によって得られる数値

解の精度を確認することが主目的であるため, 簡単のために

係数行列の計算の高速化アルゴリズムを用いなかった. すな

わち線型方程式の係数行列は全ての要素を計算, 保存し, 係

数行列の乗算はこの保存した行列を用いて行った.

Fig. 2, 3は立方体形状の散乱体を, それぞれ 384要素, 1536

要素の四角形で分割したメッシュを用いて, 上記の三解法で

求めた数値解の相対誤差

1

2|Γ|

(∫
Γ

|jc − je|dS/H0 +

∫
Γ

|mc −me|dS/E0

)
を様々な周波数に対してプロットした図である. ここに jc, mc

はそれぞれ j, m の数値解, je, me は解析解, H0 = |H inc|,
E0 = |Einc| である. 計算した周波数域の大部分において

c = c0 のHdiv(Γ)内積による解法が最も良い精度であること

がわかる. 特に周波数が小さい問題において高い精度を示し

ている. c = 1の Hdiv(Γ)内積による解法もある程度良い精

度を示しているが, 周波数の値が小さい問題では, c = c0 の

解法と比較して誤差が大きくなっている. 一方で従来法は特

に周波数が小さい問題において精度が著しく悪化していない

ことがわかる.
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the mesh of 1536 quadrilateral elements.

上記したとおり, 本稿の数値計算では係数行列計算の高速

化を特に行っていないため, 全体の計算時間はほぼ係数行列

の計算に要する時間に一致する. これより各数値解法に要す

る計算時間は周波数にほとんど依存しないと考えられる. 実

際各数値解法の計算時間は入射波によらずほぼ一定の値を示



した. Table 1に周波数 ω = 0.1のときの各数値解法の計算時

間を示す. Hdiv 内積を用いた解法では従来法と比べ, 要する

Table 1 Computational time (s) with ω = 0.1

Number of elements 384 1536

DOF 1536 6144

Hdiv scalar product, c = c0 424.690 6778.867

Hdiv scalar product, c = 1 423.741 6789.911

Conventional method 401.851 6412.467

計算時間がやや多くなっているが, その増加量は自由度 1536

のとき 5.68%, 自由度 6144のとき 5.71%であり, Hdiv 内積を

用いた解法で新しく必要となる項の計算にかかる時間はそれ

ほど多くないことがわかる.

また Table 2には周波数 ω = 0.1のときの各数値解法にお

けるGMRESが要した反復回数を示す. 提案手法の反復回数

Table 2 Iteration number with ω = 0.1

Number of elements 384 1536

DOF 1536 6144

Hdiv scalar product, c = c0 41 81

Hdiv scalar product, c = 1 40 79

Conventional method 66 124

は従来法と比較しやや少ない値を示しており, Hdiv(Γ)内積

を用いることで係数行列の条件が悪化することはないことが

わかる.

6. 結論

電磁波動散乱問題に対する PMCHWT定式化による境界

要素法において, Hdiv(Γ)内積を用いた Galerkin法によって

特に周波数が小さい問題における精度を大きく改善できるこ

とを示した. また数値計算例を通して, 新しい解法では僅か

な計算時間の増加で従来法の解の精度を大きく改善できるこ

とを示した.

今後の課題として,周波数ωが比較的大きい値を持った問題

に対して,本稿で提案したHdiv(Γ)内積を用いた手法の適用可

能性, 特に精度改善の効果があるかを調べることが挙げられ

る. 本稿ではHdiv(Γ)内積中に現れる定数 cを ωh ≪ 1の仮定

の下決定し, ωhの値が小さい問題において提案手法が精度を

改善することのみを確認したが,定数 cの値を適切に変更する

ことで様々な ωに対して効果的な数値解法を構成できること

が期待される. また本稿は, 簡単な例を通して提案手法の効果

を確認するのみに留まった. 今後はFast multipole method(13)

(FMM) や Adaptive cross approximation(14) (ACA) といっ

た高速解法や Calderonの式に基づく前処理 (15) を導入する

ことで計算時間を短縮し, より複雑な問題に対して本稿で提

案した手法が有効であることを示すことが課題である. 特に

高速解法を導入することで, 本稿で扱った数値例よりもさら

にメッシュの一辺の代表長 hの小さい問題を解くことができ

るようになると考えられる. これを用いて, 本稿では扱えな

かった hの提案手法の精度に与える影響を調べることも課題

の一つである.
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