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時間域均質化法を援用した拡張下負荷面モデルを用いた

繰り返し弾塑性解析
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�� はじめに

今日，国内外の鉄道においては，バラスト道床が広く用

いられている．バラスト道床は砕石粒子の集合体であり，ま

くらぎの下に敷設して列車の走行荷重の分散と騒音・振動の

低減に対して安価で有効に機能する．しかし，砕石粒子の集

合体である力学的特性ゆえに，列車の繰り返し走行・通過に

よって沈下等の残留変位が生じるため，バラスト道床部の残

留変位のモニタリングと定量評価は，軌道の維持管理上重視

されている．

これまで，バラスト道床の繰り返し変形挙動を計算力学手

法を積極的に用いて評価する試みはいくつかなされている

が，その多くは不連続変形法 �77�����や個別要素法 �7������

など，バラスト材を粒子集合体としてそのままモデル化する

方法によるものである．粒状体モデルは簡易なモデルでバラ

スト材の力学挙動を評価できる反面，安定に解析計算を進め

るためには大きな計算負荷を伴う欠点を有している．そこで

著者らは，繰り返し塑性変形挙動を表現可能な弾塑性モデル

でモデル化し，バラスト道床に発生する残留変位や応力分布

を有限要素法 �8��� で評価する方法を提案し，その有効性

について検討してきた．その中でも，橋口らが提案した回転

���� 年 � 月 �� 日受付，���� 年 �� 月 �� 日受理

硬化を考慮した拡張下負荷面モデル ��� は，バラスト材・バ

ラスト道床の繰り返し変形挙動を比較的良好な精度で表現し

うることを示した ���．しかし，バラスト道床の残留変位は，

一回の荷重の作用ではわずかしか生じないため，維持管理上

問題となる変位量に到達するまでには非常に多くの荷重の繰

り返し作用が前提となるが，前述の弾塑性モデルでは応力履

歴をもれなく追跡して解析を行う必要がある．そのため，高

サイクル下での残留変位・残留変形を評価するためには増分

解析に要する計算負荷が膨大となることが予想される．

上述のような繰り返し荷重作用時の弾塑性解析の計算負

荷を軽減する方法の一つとして，時間域均質化法の適用が試

みられている．時間域均質化法は，�つの物理現象の中で複

数の時間スケールが存在する場合などのように，評価の物理

応答が長時間の変動成分と短時間の（周期的な）変動成分に

より構成される場合に，長時間の変動成分と短時間の変動成

分とを分離し，各々の応答成分の連成効果を考慮しながら双

方の時間スケール応答を効率的に評価する方法である．8
��

らは，繰り返し載荷を受ける粘弾性体や粘塑性体の変形解

析 ��� に当該の手法・定式化を用いている．また，地盤材料

の繰り返し弾塑性解析への適用は，�1,�,#	�)
*モデルへの適

用を試みた著者ら ��� や，.����
�' ���0	*& モデルを対象とし

た 9	,�� ら �	� らによって試みられているが，拡張下負荷面
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モデルへの適用は試みられていない．

そこで本研究では，拡張下負荷面モデルによるバラスト材

の繰り返し変形解析の効率化を最終的な目標に掲げ，時間域

均質化法の導入を試みる．本論文では，材料の繰り返し変形

挙動を回転硬化を考慮した拡張下負荷面モデルを用いて表現

する場合を対象に，時間域均質化法を援用するための定式化

と解析アルゴリズムを示す．繰り返し三軸試験を想定した簡

単な数値実験を行い，定式化の妥当性と当該手法適用時にお

ける解析結果の誤差の発現傾向について検討する．

�� 回転硬化を考慮した拡張下負荷面モデル

本研究では，回転硬化を考慮した拡張下負荷面モデル ���

を用いて，バラスト材の繰り返し変形挙動を表現する場合に

ついて考える．当該のモデルでは，8
'(�に示すように，古典

的弾塑性モデルにおける降伏曲面を正規降伏面と呼び，これ

と相似で現応力点を通る曲面を下負荷面と定義する．下負荷

面は，塑性負荷・除荷状態の判定に用いられ，塑性ポテンシャ

ルとしての役割も有している．なお，ひずみ硬化として等方

硬軟化と回転硬化を導入する．回転硬化は，地盤材料の強度

の拘束圧依存性と繰り返し載荷時の応力・ひずみ関係とが矛

盾しないように導入されたもので，応力空間の原点周りでの

降伏面の回転でバウシンガー効果を表現するものである．

まず，応力�ひずみ関係を規定する構成関係式について考

える．本研究では，微小変形を仮定し，応力速度 ��はひずみ

速度 ��の加算分解を用いて次式で与える．

�� � � � � ��� ���� ���

ここで， ��� は塑性ひずみ速度であり，弾性係数テンソル �

は次式で定義する．
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なお，�，�はそれぞれ体積弾性係数，せん断弾性係数であ

り，� は 9�
����比，� は材料定数，���� は初期剛性を与え

るための定数，Æ�� は ����&*�&�のデルタである．

次に，等方硬軟化と回転硬化を考慮した場合の正規降伏面

を次式で与える(
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ここで，�，�はそれぞれ等方硬軟化変数，回転硬化変数で

あり，
� は正規降伏面上の応力である．
 は等方硬軟化関

数と呼ばれ，
� はその初期値，�は材料定数である．また，

降伏関数 	 は，
� � ���
�
�，
�� � 
� � 
��，
� � 
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�として，次式で与える．
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なお，� は回転硬化変数，� は材料定数であり，式 ���，�<�

および以降の式においては，� を  階のテンソルとして，

��� � ���，�� � � � ������
�，��� �
�
������ で与え

るものとする．� は  階の単位テンソルである．

下負荷面は，正規降伏面 �;�と相似比 �で相似な曲面と定

義する．このとき，下負荷面および下負荷面上の応力 ��は次

式で表すことができる．
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ここで，	は相似中心応力であり，下負荷面の位置を制御す

る役割を持っている．等方硬軟化変数 �，回転硬化変数 �，

相似中心応力 	，相似比 �の発展則は式 ���で定義する．
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また，式 �������-�の変数は次のように与えられる．
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ここで，�，��，��，��，��，��，�� は材料定数であり，�
，

���， ��，�� は次式で与えられる材料関数である．
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なお，�
，�� は材料定数である．

塑性流動則は，次の関連流動則で与える．
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なお，塑性乗数 ��は次式で与える．
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ただし， �
 � �	���� � �	である．
塑性負荷／除荷状態の判定は，次式の規準に基づき行う．
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�� 時間域均質化法

前節で示した拡張下負荷面モデルを用いた通常の繰り返

し弾塑性解析では，応力履歴をもれなく追跡し，構成則と内

部状態変数の発展則を所定の初期条件の下で積分することに

より応力やひずみ等の物理応答を得る．そのため，本研究で

対象とするバラスト材のように，維持管理上問題となる残留

変位量が観測されるまでには，概ね同程度の振幅を有する外

荷重の多数回の繰り返し作用が必要となる場合には，通常の

弾塑性解析では膨大な計算量を要することとなる．

そこで以下では，この計算負荷の軽減を最終的な目的とし

て，上述の回転硬化を考慮した拡張下負荷面モデルの諸式に

時間域均質化法 ��
 �
 	� を適用し，通常の応力履歴を再現する

ための時間パラメータ（ミクロ時間変数）� と，載荷・除荷

の繰り返し数（マクロ時間変数）�（または  ）の各々に関

する速度形構成式と発展則を導出する．

����  つの時間スケールの初期値問題への分離

対象としている初期値問題を  つの時間スケールの初期

値問題に分離するために，ミクロ時間変数 � とマクロ時間

変数 �を定義する．これら  変数は，スケール比を ! により

� � �
!（! � 	）で関連付けられる．

まず，解析において評価対象となる物理量を 
 で表し，

これが時間に関するツースケール性を有するものとして，


��"� �� � 
�"� �� � �のように表わすものとする．このとき，


� の物質時間微分は次式で与えられる．
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次に，
� をスケール比 ! について漸近展開すると，
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その物質時間微分は次式で表される．
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式 � =�，� !�を構成則や発展則に適用し，! 
 �としたと

きの収束条件を ! の項別に課すことで，満たすべき基本方程

式を導出する．さらに，物理応答 �の ! の �次以上の高次項

を切り捨て，物質時間微分が

�
� �
	

!


���
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���
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で与えられるものとし，
��� が，マクロ時間変数 �にのみ依

存する応答成分 �
と，それ以外の成分 �
によって，次式の

ように分解可能であるものとする．このとき，次式を得る．
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なお，式 �-��を  つの時間変数 �，�でそれぞれ微分すると

次式を得る．
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特に，前述の拡張下負荷面モデルに時間域均質化法を適

用した場合には，%�!���の方程式からはミクロ時間スケー

ルの構成則・発展則を，%�!��の方程式からはマクロ時間ス

ケールの構成則・発展則を，それぞれ導出することができる．

ただし，次小節で示すように，%�!��の構成則・発展則には，

ミクロ時間変数 � に依存する成分も含まれている．そのた

め，この � の依存性を排除するために，導出された式につい

て次式の � についての時間平均をとる．

� � � � 	

��

� ��

�

� #� �- �

ただし，�� はミクロ時間変数の代表長さである．

���� 拡張下負荷面モデルへの時間域均質化法の適用

前小節の手法を用いて，前節で述べた回転硬化を考慮した

拡張下負荷面モデルに基づく繰り返し変形解析に，時間域均

質化法を導入する．

まず，構成則，流動則，発展則を構成する各物理量が，時

間に関するツースケール性を持つものとする．このとき，式

���，���，�  �，� -�は，
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のように表わすことができる．

式 �--���-��を構成する物理量に式 � =�，� !�，�-��を適用

し，得られた %�!���，%�!��のオーダーの諸式について考え

る．このとき，%�!���のオーダーの方程式は，
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のように与えられ，これらはミクロ時間スケールにおける構

成式と発展則，流動則となる．

一方，%�!��のオーダーの方程式は，各式について式 �- �

の時間平均をとると，次式を得る．
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なお，式 �;����;��では，塑性乗数の定義式（�-��最終式）の

%�!��のオーダーの方程式を用いて，塑性乗数 ��，��を予め

消去している．

なお，式 �;����;<�の各式の右辺において，ミクロ時間変数

� に依存する物理量 �&��，�&��� のマクロ時間変数 �に関する時

間微分を含む項について，ミクロ時間変数 � についての時間

平均を評価しなければならないが，実際の解析では容易では

ない．そこで， �&����，�&����� を含む項に平均値の定理を適用す

る．今，閉区間 ��� ��� で連続であり，開区間 ��� ���上に ��，

�� が存在するならば，��� � ����&����� � �，��� � ����&������ � �

となるような場合が必ずある．その結果，� の積分と �の微

分の順序とを入れ替えて，次式を得る．

�����
������&���� � �&������� � ����

����������&����� �����
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���
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�����
�� �&����� � �

���
�� ������&����� �� �

なお，��，�� は次式で定義し， 階テンソルを含むものにつ

いては成分の選択には依存しないものとする．

�� � �� �&���
��&���� �� � �� �&����
��&���� ��-�

式 �;=���� �を式 �;����;<�に代入すると，マクロ時間スケール

における構成式，発展則および流動則が次式で与えられる．
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�� ������&����� �<��

���� 解析アルゴリズム

前小節で示したマクロ・ミクロの各時間スケールでの方程

式は，相互の時間スケールの応答で連成していることから，

文献 ��� を参考に，以下の弱連成アルゴリズムを用いて解析

計算を進める．

�
�  � サイクルまで下負荷面モデルを用いた通常の有限要

素解析を行ない，それ以降のサイクルで時間域均質化

法に移行する．ただし，この解析と並行して，時間域均

質化法解析に必要となる各種時間平均，および式 ��-�

で定義した ��，�� を計算しておく．

�

� ミクロ時間変数 � は１サイクルの荷重の負荷状態を制

御するパラメータとし，� � �� で１サイクルが終了す

るものとする．一方，マクロ時間変数 �はサイクル数

 に定める（すなわち，� �  ）．なお，マクロ時間応

答の評価は，�� � � サイクルに一度実行する．

�


�  � サイクル以降の応答は，時間域均質化法を援用して

求める．* � 	� �� + + + として， �  � � *� サイク

ルでのマクロ時間応答を評価するため， �  ��	�

�*� 	�� サイクルでのミクロ時間応答を式 �-<���-��

を解いて評価する．また，この過程において ��，�� お

よびミクロ時間応答の時間平均も計算する．

�
4� �

� の諸量を用いて，マクロ時間スケールでの方程式

��;���<��を解くことにより， �  �� *� サイクル

でのマクロ時間応答を求める．なお，計算の際に必要

となるミクロ時間平均のマクロ時間変化率 ����� は，次
式の差分近似で与える．

* � 	のとき
� �
��� 
 � �
����� � � �
���

�<��

* � �� �� �� � � � のとき

� �
��� 
 � �
�������	� � � �
�����������	�

� 
�< �

なお，式 �<��，�< � の下添字は，時間平均を評価する

サイクル数を表している．

�4� * � *�	として上記項目 �

�に戻り，�


�� �
4�の過程を

*回繰り返し実行することで， �  �� *� サイク

ルでの応答を評価することができる．


� 解析結果


��� 解析条件

定式化の妥当性，および時間域均質化法の離散化条件が誤

差発現に及ぼす影響を検討するために，当該モデルを用いて，

繰り返し応力作用下での変形解析を行う．応力条件は，バラ

スト材を対象とした石川らの大型繰り返し三軸試験 ���を参考

に設定した．まず，拘束圧を ��� � ��Æ�� � �� � �	 +���9	��引
張を正�で一定とし，���のみを� �+���9	�まで上昇させ，再
び拘束圧の大きさまで除荷することとした．今回の解析で

は，応力のマクロ時間応答 �� を拘束圧で一定かつ等方的に

与える．すなわち，���� � ��Æ��，������ � �������� � �となる．

以下においては，精度等の検討対象は "� 軸方向の直ひず

み &�� とした上で，ミクロ時間解析の初期条件がマクロ時間

解析結果で与えていることを考慮し，残留ひずみを与えるマ

クロ時間応答 �&�� を対象に検討を進める．なお，以下でも説

明するが，時間域均質化法を適用した場合，その離散化条件

が誤差発現に及ぼす影響はサイクル数に対するひずみ &�� の
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変動傾向に左右される．そのため，数値実験においては &��

の異なる変動傾向を作り出すために，応力条件を変えること

なく当該モデルの材料定数値を次の -種類に設定した．

�	�&�$ バラスト材を対象とした石川らの大型繰り返し三軸

試験結果を再現するように定めた材料定数値．

�	�& $ 直ひずみ &�� の残留量が，ある程度の繰り返しサイ

クル数以降ではサイクル数に対して概ね線形に増加す

るように定めた材料定数値．

�	�&-$ 直ひずみ &�� の残留量が，繰り返しサイクル数に対

して増加から減少に転じるように非線形に変化するよ

うに定めた材料定数値．

各 �	�&での通常の弾塑性解析による軸ひずみの解析結果

は，8
'( に示す通りである．また，8
'(-，8
'(;，8
'(�は，そ

れぞれ �	�&�� �	�& � �	�&-における荷重の繰り返しサイクル

数  と軸差応力発生方向の軸ひずみ &�� のマクロ時間応答

�&��との関係を示したものである．時間域均質化法では，均質

化法解析移行サイクル � とミクロ時間・マクロ時間スケー

ルの解析を行うサイクル数間隔� の設定が任意であり，そ

の計算原理から � は可能な限り小さいほど，� は大きい

ほど，解析時の計算負荷を軽減できる．そのため，数値実験

では， � および� の組み合わせを複数設定して解析計算

を行なった．なお，各々の図中実線は時間域均質化法を適用

しないで得られた解析結果を示している．前述のように，マ

クロ時間解析における応力を拘束圧で等方的に与えているた

め，マクロ時間応答は載荷・除荷サイクル終了時の応答に対

応する．よって，図中実線の谷の底の部分（以下，残留ひず

み）とマクロ時間応答との差が小さいほど，マクロ時間応答

の評価精度が高いと判断してよい．


��� 時間域均質化法における解析条件の設定と解析精度

前述のように，本研究では， � サイクルまで通常の有限
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要素解析で行い，それ以降で時間域均質化法を使用している．

時間域均質化法解析移行後は，ミクロ・マクロの  つの時間

スケールでの解析は � サイクル毎に実行される．そのた

め，以下では， � と� の設定が，提案手法を用いて得ら

れた解析結果の誤差発現に及ぼす影響について検討する．

まず，�	�&�では，�回の載荷・除荷サイクル終了時（軸差

応力 � で拘束圧のみが作用する状態）での直ひずみ &�� は，

第 �サイクルでその大部分が発生し，第  サイクル以降では

その変化量がわずかとなっている．そのため， � � 	 と設

定すると � を小さくとっても非常に大きな誤差が発現し

ている．これは，残留ひずみの増加量が第 �サイクルと第  

サイクルとでは大きく異なっているため，残留ひずみを求め

るためのマクロ時間解析において，式 �<�� の差分近似が各

種物理量のミクロ時間平均のマクロ時間変化率を適切に近似

できていないことが理由であると考えられる．なお，時間変

化率を差分近似で適切に評価できない場合には，サイクル幅

� を大きく設定するほど誤差は増大する．一方，第  サイ

クル以降の残留ひずみの増加量は，軸ひずみのマクロ時間応

答 �&�� の増加量と概ね同等となっていることから，塑性ひず

みの累積傾向が大きく変化しない場合では，提案手法により

効率よく残留ひずみを評価できる可能性があることがわか

る．一方， � � � とした場合には，第 - サイクル以降の残

留ひずみの増加量がわずかであることもあり，提案手法のサ
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イクル刻み幅� を変化させても �&�� はほとんど変化せず，

いずれも従来法で評価した残留ひずみと �&�� とがほぼ一致す

る結果を得た．

次に，�	�& の場合の解析結果について，8
'(; をもとに

検討する．�	�&�と同様，時間域均質化法解析への移行サイ

クル � を小さく設定すると，最初の数サイクルでは残留ひ

ずみがサイクル数に対して非線形に増加するため，式 �<��，

�< �で評価されるミクロ時間平均のマクロ時間変化率の近似

誤差が大きく，サイクル幅 � が大きいほど大きな誤差が

生じることがわかる．ただし，移行サイクル � が大きくな

ると，時間域均質化法解析移行後の残留ひずみがサイクル数

に対して概ね線形で推移し，解析で得られるマクロ時間応答

�&�� の各サイクルでの変化量は残留ひずみの変化量と概ね同

等となっている．そのため，この段階では，計算負荷を軽減

するために� を比較的大きくとっても，残留ひずみを精度

よく計算できる．

最後に，�	�&-における解析結果について，8
'(�に基づい

て検討する．�	�&-では，直ひずみ &�� の残留量は，��サイ

クル付近を境に増加から減少に転じる挙動を示し，その後は

サイクル数に対して概ね線形に減少を続ける結果を示してい

る．&�� の残留ひずみに対応するマクロ時間応答 �&�� の解析

精度に及ぼす移行サイクル � と解析サイクル幅� の設定

の影響は，�	�&�� �	�& と同様の傾向を示している．

�� おわりに

本研究では，回転効果を考慮した拡張下負荷面モデルによ

り材料の繰り返し負荷時の変形挙動をモデル化・評価する場

合を対象に，解析時の計算負荷を軽減することを将来的な目

的として，時間域均質化法を適用するための定式化，および

解析アルゴリズムを示し，簡単な数値実験を通してその妥当

性を検証した．数値実験は，鉄道バラスト材の繰り返し三軸

試験 ��� の応力条件に定め，サイクル数に対して残留ひずみ

が異なる変化傾向を示す -種類の材料定数の下で行なった．

その結果，サイクル数に対して残留ひずみが概ね線形に

変化する場合には，弾塑性状態の変化を良好に評価できてお

り，大きなサイクル幅� の下でミクロ・マクロ時間応答の

解析を進めることができることが分かった．一方，それ以外

の場合では，残留ひずみの増加傾向がサイクル間で大きく変

化するほど提案手法による残留ひずみ（ひずみのマクロ時間

応答）の評価精度は低下する．そのため，実際の解析におい

て計算負荷を節約して高い精度で残留ひずみを予測・評価す

るためには，サイクル間で弾塑性状態が急変する場合には，

できるだけ� を小さく設定するか，もしくは従来法で解析

を進め，状態の変化がサイクル間で概ね一様である場合には

大きな � に設定して解析を進めるのが合理的である．特

にバラスト材では，高サイクル下では残留ひずみはサイクル

数に概ね線形に累積する ��� ことから，後者をベースに � 

を調整することで精度を確保する方法を模索したい．

今後は，弾塑性状態の変化の度合いに合わせた� の自

動設定法や，マクロ時間解析の多段型積分アルゴリズムの開

発などに取り組み，解析精度の向上を図ることとしたい．
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