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This paper presents a convolution quadrature time-domain boundary element method for

two-dimensional wave scattering problems in general anisotropic solids. The formulation

of our proposed method is based on the non-hypersingular traction boundary integral

equations derived from conservation law of elastodynamics. Galerkin method for space

discretization, and convolution quadrature method for time discretization are used in our

proposed method. As numerical examples, time variations of elastic wave scattering by a

crack and aligned cracks are shown to validate the presented method.
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1. はじめに

本論文では，2次元問題を対象に，異方性媒質中のき裂に

よる入射波の散乱解析に対する演算子積分時間領域境界要素

法を提案し，その有効性を検討する．

境界要素法は物体境界の離散化のみで近似解が得られ，無

限・半無限領域を容易に取り扱うことができる．そのため，

波動解析に対して有効な解析手法として知られている．近

年，Lubichによって提案された演算子積分法 (1) を時間領域

境界要素法に適用した新しい境界要素法である演算子積分時

間領域境界要素法が，注目を集めている．演算子積分時間領

域境界要素法は，影響関数の計算に Laplace像空間における

基本解を用いる．そのため，従来の時間領域境界要素法では

取り扱うことのできない粘弾性体や飽和多孔質弾性体を対

象とした問題に対しても時間領域の解析が可能となる (2, 3)．

また，演算子積分時間領域境界要素法は，従来の時間領域境

界要素法と比較して，時間増分が小さい場合においても安定

に解を求めることができる．

境界要素法を用いてき裂に関する問題を取り扱う場合，き

裂開口変位 (き裂の上下面の相対変位) を未知量とする表面

力境界積分方程式に基づく定式化が一般的である．このと
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き，変位に関する境界積分方程式に Hooke の法則を適用す

ることで得られる表面力境界積分方程式は，積分核に超特異

性が生じるため，何らかの正則化処理が必要となる．これに

対して西村らは，超特異核の応力関数表示を用いた正則化手

法を提案している (4)．また，Zhang は，動弾性問題の保存

則から導出される積分核に超特異性を含まない表面力境界積

分方程式を用いた定式化を提案している (5)．

異方性弾性波動問題に対する演算子積分時間領域境界要

素法の適用例としては，Zhangによる横等方性材料の面外波

動問題の解析 (6) や，著者らのグループによる 2次元および

3次元問題を対象とした異方性媒質中の空洞による入射波の

散乱解析 (7, 8) が報告されている程度であり，これまでほと

んど行われていない．

そこで本論文では，著者らのこれまでの研究を踏まえ，2

次元問題を対象に，演算子積分時間領域境界要素法を用いた

異方性媒質中のき裂による入射波の散乱解析を行う．なお，

定式化には，Zhangが提案した動弾性問題における保存則か

ら導出される積分核に超特異性を含まない表面力境界積分

方程式を用い，空間に関する離散化には Galerkin 法を採用

する．以下では，まず，定式化に用いる積分核に超特異性を

含まない表面力境界積分方程式を導出し，演算子積分時間領

域境界要素法による定式化および離散化について説明する．



Fig. 1 An infinite anisotropic solid with a crack.

その後，いくつかの数値解析例を示し，本手法の有効性を検

討する．

2. 対象とする問題と解析手法

2.1. 対象とする問題

Fig.1に示す無限領域 Ωに存在するき裂によって，入射波

が散乱する問題を考える．このとき，媒質を均質で異方性を

有する線形弾性体とすると，運動方程式は次式で与えられる．

σij,j(x, t) + ρpi(x, t) = ρüi(x, t) (1)

ここに，ui(x, t)，σij(x, t)は位置 x，時刻 tにおける変位お

よび応力成分を表す．また，pi(x, t)は物体力成分，ρは媒質

の密度である．なお， ˙( )および ( ),i は，それぞれ時間 tお

よび空間 xi に関する微分を表す．線形弾性体では，以下に

示す Hookeの法則が成り立つ．

σij(x, t) = Cijkluk,l(x, t) (2)

ここに，Cijkl は媒質の弾性定数を表す．また，領域 Ω内で

は，以下に示す重ね合わせの原理が成り立つ．

ui(x, t) = uin
i (x, t) + usc

i (x, t) (3)

ここに，ui(x, t) は全変位，uin
i (x, t) および usc

i (x, t) は，入

射波および散乱波の変位を表す．対象とする問題の初期条件

は，以下に示す静止過去の条件とする．

ui(x, 0) = u̇i(x, 0) = 0 (4)

また，き裂表面 Γにおける境界条件は，次式で与える．

ti(x, t) = σij(x, t)nj = 0, x ∈ Γ (5)

ここに，ti(x, t)は表面力成分，ni はき裂表面 Γ上の外向き

法線ベクトルを表す．

2.2. 積分核に超特異性を含まない表面力境界積分方程式の

導出

ここでは，積分核に超特異性を含まない表面力境界積分方

程式を導出し，数値計算を行う上で取り扱い易い形式に積分

方程式を変形する．

Fig.1に示す均質な線形弾性体において，動弾性問題の保

存則は次式で与えられる．∫
Γ

[
1

2
(σmn ∗ um,n + ρüi ∗ ui)δjk − σij ∗ ui,k

]
njdΓ

− ρ

∫
Ω

pi ∗ ui,kdΩ = 0 (6)

ここに，δij はKroneckerデルタであり，∗は畳み込み積分を
表す．式 (2)で示した Hookeの法則，式 (3)で示した重ね合

わせの原理および式 (6)に示す保存則を用い，さらに物体力

成分 pi をゼロと仮定すると，以下に示す積分核に超特異性

を含まない表面力境界積分方程式を得る．

Cpqkln
+
q (x)

[
ersterlj

∫
Γ+

Σijk(x,y, t) ∗ ∆ui,t(y, t)n+
s (y)dΓ(y)

+ ρ

∫
Γ+

Uik(x,y, t) ∗ ∆üi(y, t)n+
l (y)dΓ(y)

]
= tinp (x, t) (7)

ここに，tinp (x, t)は入射波によってき裂表面に生じる表面力

成分を，Uik(x,y, t)および Σijk(x,y, t)は，2次元異方性弾

性波動問題の時間領域基本解および対応する応力成分を表

す．なお，eijk は交代記号，n+
i はき裂上面 Γ+ における外向

き法線ベクトルを表す．また，∆ui(y, t)はき裂開口変位であ

り，き裂の上面 Γ+ と下面 Γ− の相対変位として次式で与え

られる．

∆ui(y, t) = ui(y ∈ Γ+, t) − ui(y ∈ Γ−, t) (8)

式 (7)の左辺 [ ]内の第 2項に含まれる畳み込み積分は，畳

み込み積分の性質である

d

dt
{g(t) ∗ h(t)} = ġ(t) ∗ h(t) + g(0)h(t) (9)

と式 (4)に示す静止過去の条件を考慮することで，以下の様

に変形できる．

Uik(x,y, t) ∗ ∆üi(y, t) = Üik(x,y, t) ∗ ∆ui(y, t) (10)

式 (7)に式 (10)を代入し，重み関数を ψ(x)とする Galerkin

法を適用すれば，次式を得る．∫
Γ+

ψ(x)Cpqkln
+
q (x)ersterlj

·
∫

Γ+
Σijk(x,y, t) ∗ ∆ui,t(y, t)n+

s (y)dΓ(y)dΓ(x)

+

∫
Γ+

ψ(x)Cpqkln
+
q (x)ρ

·
∫

Γ+
Üik(x,y, t) ∗ ∆ui(y, t)n+

l (y)dΓ(y)dΓ(x)

=

∫
Γ+

ψ(x)tinp (x, t)dΓ(x) (11)

本論文では，式 (11) を解くべき境界積分方程式とし，この

積分方程式に対して時間および空間に関する離散化を行う．

従来の時間領域境界要素法では，式 (7)に示すき裂開口変位

の加速度成分 ∆üi(y, t)を含む形式の積分方程式を直接取り

扱っており，∆üi(y, t)を含む畳み込み積分の計算は，時間に

関する形状関数を適切に設定することで処理されてきた (5)．

しかしながら，本論文では，式 (10)を用いて，基本解の加速

度成分 Üik(x,y, t) を含む形式の積分方程式に変形すること

で，後述する演算子積分法を適用する．

2.3. 演算子積分法

演算子積分時間領域境界要素法では，式 (11)の時間に関

する離散化に演算子積分法を用いる．ここでは，演算子積分

法による畳み込み積分の離散表現について説明する．



演算子積分法は，Lubich によって提案された畳み込み積

分 f(t) ∗ g(t)の離散近似手法であり，その近似式は次式で与

えられる (1)．

f(n∆t) ∗ g(n∆t) '
n∑

k=0

ωn−k(∆t)g(k∆t) (12)

ここに，∆tは時間増分を表し，ωm(∆t)は演算子積分法にお

ける重み関数を表す．重み関数 ωm(∆t)は，複素平面におい

て |z| = Rを積分経路とする周回積分で表現され，数値計算
では積分区間を L 分割した台形積分公式を用いて，次式で

与えられる．

ωm(∆t) ' R−m

L

L−1∑
l=0

f̂

(
γ(zl)

∆t

)
e−2πi ml

L (13)

ここに，iは虚数単位，f̂(s)は関数 f(t)の Laplace変換を表

し，複素数 zl は zl = Re2πil/L で与える．Rは演算子積分法
のパラメータであり，目標とする精度 εを用いてR = ε1/(2L)

で表現される．なお，γ(zl)は線形多段法における生成多項

式の商であり，後退差分公式を用いて次式で表現される．

γ(z) =

k∑
i=1

1

i
(1 − z)i (14)

ここに，k は近似に用いる差分公式の次数を表し，通常，A

安定として知られる k = 1, 2 の差分近似を用いる．以上よ

り，演算子積分法による畳み込み積分の離散化近似式は，関

数 f(t)の Laplace変換 f̂(s)を用いて表現される．また，上

述の通り，式 (11)の左辺第 2項には，時間の 2階微分を含む

関数の畳み込み積分が存在する．この形式に対応する演算子

積分法の離散化近似式は次式で表現される．

f̈(n∆t) ∗ g(n∆t) '
n∑

k=0

Ωn−k(∆t)g(k∆t) (15)

ただし，重み関数 Ωm(∆t)は次式で与えられる．

Ωm(∆t) ' R−m

L

L−1∑
l=0

[
γ(zl)

∆t

]2

f̂

(
γ(zl)

∆t

)
e−2πi ml

L (16)

式 (16) の導出には，Laplace 変換の性質である L[f̈(t)] =

s2f̂(s)を用いた．以上より，式 (11)の左辺第 1項に含まれる

畳み込み積分 Σijk(x,y, t) ∗ ∆ui,t(y, t)には式 (12)を，左辺

第 2 項に含まれる畳み込み積分 Üik(x,y, t) ∗ ∆ui(y, t) には

式 (15) の形式の演算子積分法を適用することにより，畳み

込み積分を精度良く，安定に計算することができる．

2.4. 積分方程式の離散表現

式 (11)に示す境界積分方程式の時間および空間に関する

離散化を行う．時間に関しては上述した演算子積分法を，空

間に関してはGalerkin法を用いて離散化する．このとき，式

(4)に示す初期条件を考慮すると，第 nt ステップにおいて，

以下に示す離散化された表面力境界積分方程式を得る．

Nn∑
J=1

[
A

(0)
IJ;pi + B

(0)
IJ;pi

]
∆u

(nt)
J;i

= DIJ t
in(nt)
J;p −

nt−1∑
kt=1

Nn∑
J=1

[
A

(nt−kt)
IJ;pi + B

(nt−kt)
IJ;pi

]
∆u

(kt)
J;i (17)

ここに，Nn は節点数，∆u
(kt)
J;i および t

in(kt)
J;p は，離散表現さ

れたき裂開口変位および入射波によってき裂表面に生じる表

面力成分を表す．また，A
(kt)
IJ;pi，B

(kt)
IJ;pi，DIJ は影響関数であ

り，次式で表現される．

A
(kt)
IJ;pi =

R−kt

L

L−1∑
lt=0

e−2πi
ktlt

L

[
Cpqklersterlj

∫
Γ+

I

φI(x)n+
q (x)

·
∫

Γ+
J

∂φJ(y)

∂yt
n+

s (y)Σ̂ijk(x,y, slt)dΓ(y)dΓ(x)

]
(18)

B
(kt)
IJ;pi =

R−kt

L

L−1∑
lt=0

s2
lte

−2πi
ktlt

L

[
ρCpqkl

∫
Γ+

I

φI(x)n+
q (x)

·
∫

Γ+
J

φJ(y)n+
l (y)Ûik(x,y, slt)dΓ(y)dΓ(x)

]
(19)

DIJ =

∫
Γ+

I

φI(x)φJ(x)dΓ(x) (20)

ここに，slt = γ(zlt)/∆tであり，φI(x)は空間に関する形状

関数を表す．本論文では，形状関数 φI(x) をすべて区間線

形の関数で与え，Galerkin法の重み関数 ψ(x)は，この形状

関数 φI(x) に等しく，すなわち ψ(x) = φI(x) で与える．式

(18)，(19)より，演算子積分時間領域境界要素法では，影響

関数 A
(kt)
IJ;pi，B

(kt)
IJ;pi の計算に，2次元異方性弾性波動問題の

Laplace像空間における基本解 Ûik(x,y, slt)および対応する

応力成分 Σ̂ijk(x,y, slt)を用いることが確認できる．

2次元異方性弾性波動問題の Laplace像空間における基本

解 Ûik(x,y, slt)は，次式で与えられる．

Ûik(x,y, slt) = US
ik(x,y) + ÛD

ik(x,y, slt) (21)

ここに，US
ik(x,y)，ÛD

ik(x,y, slt)は基本解の静的部分および

動的部分を表す．基本解の静的部分 US
ik(x,y) は，次式で与

えられる (9)．

US
ik(x,y) =

1

π
Im

[
3∑

m=1

Aik(ηm)

∂ηD(ηm)
ln χm

]
+ Rik (22)

ただし，

Rik = − 1

4π2

∫
|n|=1

Γ−1
ik (n1, n2) ln |n1|dl(n) (23)

である．Γik(n1, n2)は Christoffelテンソルを表し，媒質の弾

性定数 Cijkl および単位円周を表すベクトル nの x1, x2 方向

成分 n1, n2 を用いて

Γik(n1, n2) = Cijklnjnl (24)

で与えられる．なお，Aik(η)，D(η)は Γik(1, η)の余因子行

列および行列式を表し，r = x− y，χm = r1 + r2ηm および

∂η = ∂/∂η である．ただし，r1, r2 はベクトル rの x1, x2 方

向成分を表す．また，ηm (m = 1, 2, 3)は

D(ηm) = 0, Im[ηm] > 0 (25)

を満たす解である．一方，基本解の動的部分 ÛD
ik(x,y, s)は，

文献 (10) に示されている時間領域基本解を Laplace変換する



Fig. 2 Numerical integration over the unit circle (|n| = 1).

ことで次の様に得ることができる．

ÛD
ik(x,y, s) =

1

8π2

∫
|n|=1

3∑
m=1

dm
i dm

k

ρc2
m

LD
mdl(n) (26)

ただし，

LD
m =2 ln |n · r| + e

s
|n·r|
cm E1

(
s |n·r|

cm

)
+ e

−s
|n·r|
cm

{
E1

(
−s |n·r|

cm

)
+ iπ

}
(27)

である．ここに，E1(z)は指数積分，cm は媒質中を伝播する

波動の位相速度，dm
i は位相速度 cm で伝播する波動の振動

方向を表す．一般に，異方性媒質中には，位相速度 cm が異

なる 3種類の波動が存在する．これらの波動のうち，最も速

度の速い波動は疑似 P波 (qP波)，その他の 2種類の波動は

疑似 S波 (qS波)と呼ばれる．さらに，疑似 S波は，qS1波，

qS2波と呼ぶことで，お互いを区別する．そのため，2次元

異方性弾性波動問題の基本解では，3種類の波動の面内全周

方向への伝播を考慮する意味で位相速度 cm および振動方向

dm
i の決定とともに，Fig.2に示す単位円周 (|n| = 1)上の積分

を実行する手順が含まれている．本論文では，数値計算にお

いて，この単位円周 (|n| = 1)上の積分を Gaussの数値積分

を用いて評価する (7)．なお，基本解の応力成分 Σ̂ijk(x,y, s)

は，式 (2)に示す Hookeの法則から導くことができる．

3. 数値解析例

以下に数値解析例を示す．はじめに，等方性パラメータを

用いて，本手法の計算精度の確認を行い，その後，異方性媒

質中に存在するき裂による入射波の散乱解析を行う．なお，

異方性媒質中のき裂による入射波の散乱解析では，単一のき

裂による散乱問題の解析例と複数のき裂による散乱問題の解

析例を示す．

3.1. 等方性パラメータを用いた計算精度の確認

本手法の妥当性を検証するため，等方性パラメータを用い

た計算精度の確認を行う．これまでの定式化には，弾性定数

Cijkl を含んでいる．したがって，弾性定数 Cijkl に対して，

等方性媒質に対する値を用いれば，等方性媒質に対する波動

解析を実行することができる．そこで，等方性媒質の弾性定

数を用いた本手法による解析結果と，等方性媒質に対する

基本解を用いた定式化によって得られた解析結果の比較を行

う．なお，2次元等方性弾性波動問題の Laplace像空間にお

Fig. 3 Analysis model for verifying the accuracy of the pro-

posed method.

ける基本解は，次式で与えられる．

ûG
ik(x,y, s) =

1

2πµ

[
K0(sT r)δik − 1

s2
T

{
K0(sT r) − K0(sLr)

}
,ik

]
(28)

ただし，sL = s/cL，sT = s/cT であり，cLおよび cT は，縦波

および横波の速度を表す．また，µはせん断弾性定数 (Lamé

の第二定数)，K0(·)は 0次の第 2種変形 Bessel関数である．

解析対象として，Fig.3 に示す均質な線形弾性体中に存

在する長さ 2a の直線形状のき裂に，入射角 θ で平面波が

入射する問題を考える．媒質の密度を ρ = 1，Poisson 比

を ν = 0.25，弾性定数を Lamé 定数 λ，µ を用いて Cijkl =

λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)で与えた．入射波 uin
i (x, t)は縦波

とし，以下に示す単調増加する関数を用いた．

uin
i (x, t) = U0di

cT

a
hH(h) (29)

ただし，

h = t − x1 + a

cL
sin θ − x2

cL
cos θ (30)

である．ここに，U0は入射波の振幅を表し，H(·)はHeaviside

関数である．また，di は入射波の振動方向を表し，縦波の場

合は d = [sin θ, cos θ]T となる．

き裂の全長 2a を 20 個の要素に分割し，総時間ステップ

を nt = L = 8，時間増分 ∆tを cT ∆t/a = 0.1で与え，入射

角を θ = 0とした場合のき裂開口変位の時刻歴を Fig.4に示

す．Fig.4 において，丸印は本定式化によって得られたき裂

開口変位，実線は式 (28) に示す等方性弾性波動問題の基本

解 ûG
ik(x,y, s) を用いた定式化によって得られたき裂開口変

位を表す．き裂開口変位は，入射波の振幅の増大とともに大

きな値を示す．いずれの時刻においても両者の値は良く一致

しており，本手法によってき裂による入射波の散乱問題の数

値解を精度よく計算できることが確認された．

3.2. 単一のき裂による入射波の散乱解析

次に，異方性パラメータを用いた場合のき裂による入射

波の散乱解析を行う．解析対象は，前節の計算精度の確認に

用いた Fig.3に示すモデルと同様とする．ここでは，解析結



Fig. 4 Crack opening displacements at several times.

果を解析を行う媒質の群速度曲線と比較することで，その妥

当性を検討する．異方性媒質中を伝播する波動の群速度 gjm

は，任意の伝播方向 l = [l1, l2]
T に対して，

gjm =
1

ρcm
Cijkld

m
i dm

l lk, m = qP, qS1, qS2 (31)

で与えられる．式 (31) をもとに得られる群速度を全周方向

にプロットすることによって，群速度曲線を求めることがで

きる．群速度曲線を用いることで，伝播方向によって異なる

位相速度 cm および振動方向 dm
i を有する波動の干渉によっ

て生じる複雑な波面を把握することができる．

本論文では，単斜晶系異方性材料であるグラファイトエポ

キシを用いた場合の解析結果を示す．グラファイトエポキシ

の密度は ρ = 1600kg/m3 であり，Voigt表記による弾性定数

Cpq は次式で与えられる．

Cpq =


95.5 28.9 4.03 0 0 44.7

25.9 4.65 0 0 15.6
16.3 0 0 0.54

4.4 −1.78 0
Sym. 6.45 0

32.7

 (32)

ただし，単位は GPaである．なお，Voigt記号による弾性定

数 Cpq は，例えば文献
(7) でみられる様に，容易に通常の弾

性定数 Cijkl へと変換できることに注意する．グラファイト

エポキシの群速度曲線を Fig.5に示す．同図に示すグラファ

イトエポキシの群速度曲線において，疑似 P 波および疑似

S1波は面内方向にのみ偏向し，疑似 S2波は純に面外方向に

偏向する．そのため，本論文に示す解析結果には，疑似 P波

および疑似 S1波が現れる．なお，面外成分と面内成分がカッ

プリングする場合，本手法を用いた解析結果には，カップリ

ングする波動の面内成分のみが現れ，面外成分による波動の

干渉を取り扱うことができない点に注意する．また，入射波

は無限遠方から伝播する平面波とし，次式で与える．

uin
i (x, t) = U0di

1

2

[
1 − cos

(
2πcin

a
h

)] {
H(h) − H

(
h − a

cin

)}
(33)

ただし，

h = t − x1 + a

cin
sin θ − x2

cin
cos θ (34)
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Fig. 5 Group velocity curves for graphite-epoxy.

Crack

qP-wave

qS1-wave

Fig. 6 Time history of |u|/U0 around a crack in graphite-

epoxy at several times.

である．ここに，cin は入射波の位相速度を表す．入射波は

疑似 P波とし，入射角は θ = 0で与えた．き裂の全長 2aを

20個の要素に分割し (11)，総時間ステップを nt = L = 64と

した．また，時間増分 ∆tは cin∆t/a = 0.1で与えた．

Fig.6にグラファイトエポキシ中のき裂による入射波の散

乱解析結果を示す．ただし，ここでは全変位の絶対値 |u|を
入射波の振幅 U0 で正規化した値 |u|/U0 の時間変化を示して

いる．Fig.6より，き裂によって散乱される疑似 P波および

疑似 S1 波が確認できる．また，cint/a = 2.2, 2.9 において，

き裂の先端近傍で散乱される波動は，群速度曲線の特徴を良

く再現できていることが確認できる．

3.3. 複数のき裂による入射波の散乱解析

最後に，異方性媒質中に複数のき裂が存在する場合の入射

波の散乱問題の解析結果を示す．解析モデルとして，Fig.7

に示す均質で異方性を有する線形弾性体中に長さ 2aの直線

形状のき裂が 4つ存在する問題を考える．入射波は，3.2節



Fig. 7 Analysis model for wave scattering by aligned

straight cracks.

Crack

Fig.8 Time history of |u|/U0 around aligned straight cracks

in graphite-epoxy at several times.

と同様に平面疑似 P波とし，式 (33)，(34)で与え，入射角は

θ = 0とした．

4つのき裂はそれぞれ 20個 (計 80個)の要素に分割し，総

時間ステップを nt = L = 64，時間増分 ∆tを cin∆t/a = 0.1

で与えた．なお，解析対象とする異方性媒質は 3.2節と同様

にグラファイトエポキシとした．

解析結果として，全変位の絶対値 |u| を入射波の振幅 U0

で正規化した値 |u|/U0 の時間変化を Fig.8に示す．き裂が複

数存在する様な，より複雑な問題に対しても，本手法の適用

が可能であることが示された．

4. おわりに

本論文では，異方性媒質中のき裂による入射波の散乱問

題に，演算子積分時間領域境界要素法を適用した．定式化に

は，積分核に超特異性を含まない表面力境界積分方程式を用

い，空間に関する離散化には Galerkin 法を用いた．本手法

の妥当性を検討するため，はじめに，等方性パラメータを用

いた計算精度の確認を行い，その後，異方性媒質中の単一の

き裂による入射波の散乱解析を行った．解析結果は，群速度

曲線と調和的であり，異方性媒質特有の波動散乱の様子を再

現することができた．また，複数のき裂による入射波の散乱

問題に対しても本手法の適用が可能であることを示した．

今後は，本論文では取り扱わなかった様々な異方性媒質に

対して本手法を適用するとともに，大規模問題への適用に向

けた計算時間の短縮を図る．具体的には，MPIや GPUを用

いた並列化および高速多重極法を用いた計算効率の向上を行

う予定である．
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