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3次元輻射輸送方程式の境界値問題の数値計算とその応用

NUMERICAL CHALLENGES TO THE THREE DIMENSTIONAL

STATIONARY RADIATIVE TRANSPORT EQUATION
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We discuss numerical treatments of the Dirichlet problem of the radiative transport

equation in the three dimensions for high-accurate numerical simulations of near-infrared

ray propagation in a human head. The diffusion approximation has been used to reduce

computational resources, though it has disadvantages in treatments of a scattering phase

function and measurements by optical fibers. An upwind scheme and the composite

trapezoidal rule are used in our discretization, and its computational time is also shown.
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1. 輸送方程式

本論文は，体内での光伝播の高信頼数値シミュレーション

を目的とし，輻射輸送方程式の数値計算の必要性と実現可能

性の 2点を論じる．従来，取り扱いの容易さから輻射輸送方

程式に対する拡散近似が広く利用されてきたが，計算機の

性能向上により，輻射輸送方程式の直接的取り扱いが可能と

なってきた (3)．そこで本論文では，拡散近似では不充分で

あった光子の散乱の方向依存性および入受光ファイバの扱い

が，輻射輸送方程式の直接数値計算において可能であること

を示す．本研究が念頭に置く 3 次元の生体への応用において

は，その数値計算は本質的に 5次元の大規模問題となり，計

算資源が問題となる．これに対し，頭部 MR 画像をもちい

る場合に現実的な時間で計算可能であることを示す．

近年，人体に対する被曝のない非侵襲測定法として近赤外光

の利用が研究されており，そのひとつに頭部の断層情報の取得

が挙げられる．X線 CT が X線の直進性を利用して断層画像

を構成するのに対して，近赤外光は人体内部で必ずしも直進し

ないことから，拡散光トモグラフィとよばれる (1, 10)．そこで

は体内の近赤外光の伝播の数理モデルとして輻射輸送方程式

(Radiative Transport Equation)がもちいられる．これは光の

伝播を光子の立場から扱うもので，x = (x1, x2, x3) ∈ Ω ⊂ R
3

において ξ ∈ S2 = {ξ ∈ R
3 ; |ξ| = 1} の速度をもつ光子密度

I(t, x, ξ) に対して

1

c

∂I

∂t
= −ξ·∇xI−(μs+μa)I+μs

∫
S2

p(x; ξ, ξ′)I(t, x, ξ′)dσξ′+q

(1)
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で与えられる．ただし ∇x =
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

)
, dσξ は S2 の

面積要素である．本研究では領域の大きさに比して光子が充

分に高速であると仮定し，次の Dirichlet 境界値問題の数値

計算を考える．

−ξ · ∇xI − (μs + μa)I + μs

∫
S2

p(x; ξ, ξ′)I(x, ξ′)dσξ′ + q = 0,

in Ω × S2, (2a)

I(x, ξ) = I1(x, ξ), on Γ−. (2b)

ここで n(x)を ∂Ωの外向き単位法線としてΓ− =
{
(x, ξ); x ∈

∂Ω, n(x) · ξ < 0
}
とする．さらに q = q(x, ξ) は内部粒子源，

μs = μs(x) は散乱係数，μa = μa(x) は吸収係数，p(x; ξ, ξ′)

は散乱の位相函数である．位相函数は x ∈ Ω における散乱

で，粒子の速度が ξ′ から ξ に変化する条件付き確率に対応

する確率密度函数であり，

p(x; ξ, ξ′) ≥ 0 かつ
∫

S2
p(x; ξ, ξ′)dσξ′ = 1

を満たす．さらに，p は ξ, ξ′ のなす角度に依存し，ξ, ξ′ の

各々に依存しないものとする．

2. 輻射輸送方程式の拡散近似

本節では RTE の近似として広く利用されている拡散近似

(Diffusion Approximation) (1) について述べる．

RTE (1) の解 I に対して x ∈ Ω における粒子密度と流束

Φ(t, x) =

∫
S2

I(t, x, ξ)dσξ,

Ji(t, x) =

∫
S2

I(t, x, ξ)ξi dσξ, i = 1, 2, 3,



により，I の ξ についての 1次近似

I(t, x, ξ) ≈ 1

4π
Φ(t, x) +

3

4π
J(t, x) · ξ

を仮定する．ただし J = (J1, J2, J3), ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) であ

る．位相函数 p が十分滑らかで，内部粒子源 q について∫
S2 q(t, x, ξ)ξi dσξ = 0 ならば，(1) により Φ と J は

1

c

∂Φ

∂t
= −∇ · J − μaΦ + Q,

1

c

∂J

∂t
= −1

3
∇Φ − (μa + μ′

s)J

を満たす．ここで

D =
1

3(μa + μ′
s)

, μ′
s = μs(1 − g),

g =

∫
S2

p(ξ, ξ′)ξ · ξ′ dσξ′ , (3)

Q(t, x) =

∫
S2

q(t, x, ξ)dσξ

とした．さらに |∂J/∂t| � c，すなわち Fick の法則として

J = −D∇Φ を仮定することにより，Φ の関係式として次を

得る．

1

c

∂Φ

∂t
(t, x) = ∇ · (D∇Φ(t, x)

) − μaΦ(t, x) + Q(t, x).

このとき対応する境界値問題は次で与えられる．

∇ · (D∇Φ(x)
) − μaΦ(x) + Q(x) = 0, in Ω, (4a)

Φ(x) =

∫
S2

I1(x, ξ)dσξ, on ∂Ω. (4b)

DA における (4) は，RTEの境界値問題 (2) に比して解析

的にも数値的にも取り扱いが容易であり，広く利用されてい

る．しかしながら，RTE に現れる位相函数 p は DA におい

てはパラメータ g としてのみ現れ，p の他の情報に依存しな

い．また DA において導入された Φ の数値解から，ある速

度の粒子密度 (の近似)を求めることも困難であることに注

意する．

3. 3次元輸送方程式の離散スキーム

本研究では RTE の境界値問題 (2) に対し，上流差分と台

形則により離散化をおこなう (7, 3)．正数 Δx1, Δx2, Δx3 お

よび正整数 Mφ, Mθ をとり，Δθ = π/Mθ, Δφ = 2π/Mφ, さ

らに θm = mΔθ, φn = nΔφ とする．空間に格子点 xijl =

(iΔx1, jΔx2, lΔx3) を，また S2 上に，極座標により ξmn =

(ξmn,1, ξmn,2, ξmn,3) = (sin θm cos φn, sin θm sin φn, cos θm)を

配し，I(xijl, ξmn) 相当値を Iijl,mn と書く．このとき，

AΔIijl,mn = −ξmn,1
Ii+1,j,l,mn − Ii−1,j,l,mn

2Δx1

+ |ξmn,1|Ii+1,j,l,mn − 2Iijl,mn + Ii−1,j,l,mn

2Δx1

− ξmn,2
Ii,j+1,l,mn − Ii,j−1,l,mn

2Δx2

+ |ξmn,2|Ii,j+1,l,mn − 2Iijl,mn + Ii,j−1,l,mn

2Δx2

− ξmn,3
Ii,j,l+1,mn − Ii,j,l−1,mn

2Δx3

+ |ξmn,3|Ii,j,l+1,mn − 2Iijl,mn + Ii,j,l−1,mn

2Δx3
,

Table 1 Setting of the Mie Scattering Kernel (6)

Radius of Scatterer 1260 [nm]

Refractive Index of Scatterer 1.504

Refractive Index of Medium 1.530

Wave Length in Vacuum 1310 [nm]

ΣΔIijl,mn =
(
μs(xijl) + μa(xijl)

)
Iijl,mn,

KΔIijl,mn

= μs(xijl)ΔθΔφ
∑

1≤μ<Mθ
0≤ν<Mφ

p(xijl; ξmn, ξμν)Iijl,μν sin θμ

の離散化により，連立一次方程式

(AΔ − ΣΔ + KΔ)Iijl,mn = −q(xijl, ξmn), in X, (5a)

Iijl,mn = I1(xijl, ξmn), on Γ− (5b)

を得る．適当な仮定のもとで離散解は一意に存在して (2) の

厳密解への収束性を有するとともに，連立方程式に対する

Gauss-Seidel 法が収束する (3, 4)．以下では q = 0 とする．

4. 位相函数と拡散近似

RTE の位相函数 p は粒子の散乱の様子を表すが，上述の

とおり DA にはパラメータ g のみが現われるため，p が異

なる場合にも g の値が同一であればその差異は DA で現れ

ないという問題点がある．本節ではこれを数値例により検証

する．なお本節の例は，近赤外光が人体内の伝播で示す特徴

のひとつである前方散乱を考慮したものである．

→
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Fig. 1 The Mie Scattering Kernel p(ξ, ξ′) with Parameters

in Table 1 and ξ′ = (1, 0, 0)

計算例として，Ω = (0, 51.2)3, μs = 1.09, μa = 0.08 の立

方体において，位相函数として Table 1 で与えられる Mie
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Fig. 2 The Mie Kernel with Parameters in Table 1 and

the Henyey-Greenstein Kernel with g = 0.968, Logarithmic

Scale for the Radial Direction

核 (6, 8) を考える．この Mie 核 p(ξ, ξ′) を，ξ′ をひとつ固定

して，動径方向に p(ξ, ξ′) の大きさを, 角度方向に ξ と ξ′ の

なす角をとる極座標で Fig. 1 および Fig. 2 に示す．ただし

Fig. 2 は，動径方向に対数軸としている．この Mie 核に対

しては g ≈ 0.967935 であった．境界値は，λ ∈ R
3 \ {0} をひ

とつ固定して，

Ĩ1(x, ξ; λ) =
1√
2πσ

exp

(
− τ 2

2σ2

)
,

ただし σ = 0.2, τ は ξ と λ のなす角度

によって

I1(x, ξ) =

⎧⎨
⎩

Ĩ1

(
x, ξ; (1, 0, 0)

)
, x = (0, 12.8, 12.8);

0, otherwise

とした．離散化パラメータを Δxi = 0.4, Δθ = Δφ = 3[deg]

として数値計算をおこない，x3 = 12.8 における Φ(x) =∫
S2

I(x, ξ)dσξ の計算結果を Fig. 3 に示す．

一方，生体内の光伝播の解析では，位相函数として主に

Henyey-Greenstein 核

p(x; ξ, ξ′) =
1

4π

1 − g2

(1 − 2g ξ · ξ′ + g2)3/2

が利用される (5)．ここに現れる g の値は (3) と等しい．上

述の Mie 核と同じ g = 0.968 をもつ Henyey-Greenstein 核

を Fig. 2 に，同様の設定での計算結果を Fig. 4に示す．さら

に，この g の値での DA による計算結果を Fig. 5 に示す．

数値計算結果から，g の値が等しい Mie 核と Henyey-

Greenstein 核での計算結果に顕著な違いがあることがわか

る．一方，DAはそのいずれの近似にもなっておらず，DA を

RTE の近似として扱う際には注意を要することがわかる．
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Fig. 3 Numerical Results Φ(x) on x3 = 12.8 by the Mie

Kernel
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Fig.4 Numerical Results Φ(x) on x3 = 12.8 by the Henyey-

Greenstein Kernel with g = 0.967935

5. RTE における光ファイバの指向性と開口数の取り扱い

光ファイバをもちいる光学測定においてはその指向性と開

口数 (Numerical Aperture) を考慮することが重要であるが，

DA においては各点における粒子密度が議論の対象であり，

これらファイバの特性は反映されない．本節では，RTE に

おいて粒子の速度 ξ が現れることに着目したファイバの指向

性と開口数の扱いを提案し，数値計算例によってその有効性

を示す．

点 C ∈ R
3 をとる．点 P に先端があり，C を向いた開口

数 NA の光ファイバを考える (Fig. 6)．このファイバでは P

におけるすべての光子，すなわち Φ(P ) を測定することはで

きず，光ファイバに向かう光子のみが捕えられる．精確には，

このファイバで捕捉される点 P での光子は，その速度 ξ が

∠
(
ξ,
−−→
CP

) ≤ π

2
かつ sin ∠

(
ξ,
−−→
CP

) ≤ NA

を満たすと考えられる．ただし ∠
(
ξ,
−−→
CP

)
はベクトル ξ と

−−→
CP のなす角である．これを満たす ξ の全体を S2(

−−→
CP, NA)
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Fig. 5 Numerical Results Φ(x) on x3 = 12.8 by Diffusion

Approximation with g = 0.967935
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Fig. 6 Optical Fiber and Numerical Aperture

とすると，光ファイバに進入する光子数は

Φ̃(P,
−−→
CP, NA) =

∫
S2(

−−→
CP,NA)

I(P, ξ)dσξ (6)

であり，ファイバによって観測される光強度は Φ̃ に比例する

と考えられる．また入光における指向性は，例えば Ĩ1 では

λ によって表すことができる．

入光のファイバの角度を変えながら，異なる開口数の受

光ファイバをもちいて光強度を観測することを想定し，以

下の設定の数値計算により Φ̃ を求める．計算領域を Ω =

(0, 128) × (0, 256) × (0, 256)とし，点 C = (128, 128, 128) と

して半球 B = {x ∈ Ω; |x−C| < 128} を考える (Fig. 7)．位相

函数は Table 1 の Mie 核とし，B では μs = 1.09, μa = 0.08,

Ω \ B では μs = μa = 0 とした．

入光ファイバの角度の変更を扱うため，点D = (0, 128, 128) ∈
∂B ∩ ∂Ω において，方向 ξα = (cos α, sin α, 0), 0 ≤ α ≤ π/4

に粒子を入射することを想定し，境界条件を次で与える．

I1(x, ξ) =

⎧⎨
⎩

Ĩ1(x, ξ; ξα), x = D;

0, x ∈ ∂Ω \ {D}.

領域 B の境界を，外向き法線方向に進行する光強度を受

光ファイバで観測することを想定して，∂B の近傍の点 P =

(3, 158, 128) と Q = (3, 98, 128) において，Φ̃(P,
−−→
CP, NA) お

よび Φ̃(Q,
−−→
CQ, NA) を求めた結果を Fig. 8 に示す．ただし

NA = 0.22または 0.44とした．このとき |P−D| = |Q−D| ≈
30.1, |P −C| = |Q−C| ≈ 128.5，すなわち P, Q /∈ B である．

ここで離散化のパラメータをΔxi = 1, Δθ = Δφ = 3[deg] と

した．
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Fig. 8 Intensity (6) with Directivity and NA Depending on

Input Angle

得られた計算結果では，入射の角度 α および開口数が Φ̃

に反映されており，Φ̃ は光ファイバの特徴をいかした値とし

て妥当であることがわかる．一方，DA ではこの差を扱うこ

とはできない．

6. ヒト頭部 MR 画像をもちいた場合の計算時間

以上により，光ファイバによる入受光を考慮した精密な光

子伝播の数値シミュレーションには 3次元 RTE の数値計算

が必要であることが示されたが，その離散問題 (5) は，S2 の

離散化を含めると 5次元の大規模問題となる．本節では，脳

科学で利用されるヒト頭部における近赤外光伝播シミュレー

ションを念頭におき，MR 画像から得られる情報を利用する

数値計算が現実的な計算資源で実行可能であることを示す．

本研究では，Fig. 9 に示す 181 × 217 × 181 ボクセルか

らなるMR 画像を利用した．各ボクセルは 1 辺が 1mm の

立方体であり，その頂点に離散問題 (5) の差分法でもちい

る格子点を配する．各ボクセルにおける光学特性値は対応

する組織の生体光学特性値 (9) を利用し，格子点における

光学特性値はその点を頂点とするボクセルの平均値とした．

各辺に沿った座標軸を適当に定め，位相函数は g = 0.9 の

Henyey-Greenstein 核とした．境界条件は，頭頂付近の境界



Fig. 9 3D MR Image of Human Head

にあたる x = (90, 122, 6) において，λ = (0, 0, 1) を鉛直方向

として Ĩ1

(
x, ξ; λ

)
とし，他では 0 とした．

このとき Δxi = 1 であり，頭部に含まれると判定された

空間方向の格子点数は約 406 万個であった．角度方向の離

散化パラメータを Δθ = Δφ = 3.75[deg] もしくは 3[deg] と

した場合，離散問題の未知数はそれぞれ 183 億個，287 億

個であった．ここで 3.75[deg] は Mθ = 48 に対応しており，

Mθ ≤ 44 では離散問題 (5) の係数行列が狭義優対角となら

なかった (3)．

数値計算結果を Fig. 10 に，計算時間を Table 2 に示す．

ここでは Gauss-Seidel 法をもちい，最大値ノルムでの残差

Table 2 Computational Time Using 3D MRI Information

#Procs Δθ = Δφ = 3.75[deg] Δθ = Δφ = 3[deg]

512 645 [min] Not Available

1024 443 1156 [min]

2048 201 669

が 10−14 以下となったときに反復を停止した．数値計算は

Opteron 6238 (2.50GHz) で倍精度浮動小数点演算をもちい，

MPI 並列計算をおこなった．もちいたプログラムで MPI の

プロセス数が 512 の場合，離散化パラメータを Δθ = Δφ =

3[deg] とするとメモリが不足した．一方，同様の設定のもと

で g = 0.9 とする DA の数値計算結果を Fig. 11 に示す．

Fig. 10 においては数値解が 10−32 以上の範囲を，Fig. 11

においては 10−60 以上の範囲の値を示しているが，ほとん

どの領域において解が表示されておらず，数値解がそれぞれ

Fig. 10 3D RTE Results Using MRI Information

10−32, 10−60 未満となっていることを示している．これは，

RTE および DA の数値解が入光点から離れるに従って指数

的に減少していることを示している．

これら解の値が小さい範囲においては丸め誤差の影響を

考慮する必要がある．これには多倍長計算が有効であるが，

RTE においてはメモリ量の問題から適用は困難であった．そ

こで DA に対して，倍精度演算で Gauss-Seidel 法での最大

値ノルムで残差が 10−13 未満となる数値解 Φdouble
ijl と，多

倍長計算環境 exflib (2) により 10 進 100 桁の精度で残差

が 10−95 未満となる数値解 Φ100digits
ijl を比較した．100 桁で

の数値解が Φ100digits
ijl ≥ 10−60 の範囲では両者の相対誤差∣∣∣Φ100digits

ijl − Φdouble
ijl

∣∣∣/Φ100digits
ijl は 0.081 未満であり，丸め誤

差の影響は見られなかった．この結果から RTE の数値計算

結果における丸め誤差の影響を論じることはできないもの

の，RTE の数値解においてその影響を無視できると考えら

れる 10−16 以上の値をとる領域での RTE と，対応する領域

での DA の違いは顕著であり，光の伝播のシミュレーション

としての扱いに際しては注意を要する．また計算結果から，

RTE の数値解は，頭皮および頭骸に対応する領域で減衰し，

吸収係数が小さい脳脊髄液に相当する領域を伝播する様子が

見られる．これより，頭部の 3次元構造を考慮した数値計算

の必要性がわかる．

これらは近赤外光の伝播シミュレーションを念頭において

いるものの，3次元輻射輸送方程式および拡散近似の数値計

算の結果であることに注意する．本研究で得られた RTE の

数値計算法を統合してファントム実験の結果と比較検討し，

光伝播の高精度かつ高信頼な数値シミュレーションを実現す

ることが今後の課題である．



Fig. 11 3D Diffusion Approximation Using MRI Informa-

tion Computed by 100 Decimal Digits
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