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We use the two relaxation time (TRT) collision operator in the calculation by the im-

mersed boundary-thermal lattice Boltzmann method (IB-TLBM) to reduce the temper-

ature distortion around the boundary. In the linear collision operator of the TRT, we

decompose the distribution function into the symmetric and antisymmetric components,

and define relaxation parameters for each part. The Chapman-Enskog expansion indi-

cates that one relaxation time for the antisymmetric component is related to the thermal

conductivity. The rigorous analysis for the heat transfer between two plane plates shows

that the other relaxation time for the symmetric part controls the temperature distortion

at a high relaxation time (high thermal conductivity). In the numerical calculation of

natural convection between a hot circular cylinder and a cold square enclosure, the nu-

merical results of streamlines, isotherms, and Nusselt numbers show good agreement with

those of the previous studies.

Key Words : Thermal Lattice Boltzmann Method, Immersed Boundary Method, Two

Relaxation Time, Thermal-Hydraulics

1. はじめに

直交デカルト格子系を用い非圧縮性 Navier-Stokes (NS)

方程式が計算される格子ボルツマン法 (Lattice Boltzmann

Method, LBM) (1) に，任意形状の境界条件の設定が可能な

埋め込み境界法 (Immersed Boundary Method, IBM) (2) が

適用された Immersed Boundary-Lattice Boltzmann Method

(IB-LBM)が多数提案されている (3)．IB-LBMでは，緩和時

間が増大すると境界近傍で流速分布に歪が発生する問題があ

る (3)．林らは IB-LBMに Two Relaxation Time (TRT) (4)

を適用することにより，流速の歪が取り除かれることを示

した (5)．IBMを適用した熱流動格子ボルツマン法 (6) (Im-

mersed Boundary-Thermal Lattice Boltzmann Method, IB-

TLBM)においても，緩和時間が大きくなると温度分布に歪

が発生することが指摘されている (7)．一般に，緩和時間に

は τ < 1 の条件が用いられるが，マルチグリッド法が適用

された LBMでは緩和時間は空間刻み幅に反比例する (8)．1
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より大きい緩和時間に対する IB-TLBM の特性を調べるこ

とで，歪の発生原因が特定され，従来の境界条件に対する

スキーム (9) と同様に，IB-LBMに対しても柔軟に緩和時間

を設定できることが期待される．本論文では，TRTの適用

による IB-TLBMの温度分布の歪の除去の可能性を検討し，

IB-TLBMの自然対流解析への適用性を検証する．

2. 計算手法

TLBMでは離散速度 ck に対応する分布関数 gk(x, t) が，

gk(x + ckδt, t + δt) − gk(x, t) = −g+
k (x, t) − g

+(eq)
k (x, t)

τ+
c

−g−
k (x, t) − g

−(eq)
k (x, t)

τ−
c

+ qk(x, t), (1)

に従い時間発展する．ここで，δtは無次元時間刻み幅，kは離

散速度方向を示すインデックス，τ±
c は緩和時間，g

±(eq)
k (x, t)

は平衡分布関数，qk はソース項である．離散速度 ck に対し



Fig. 1 Schematic diagram of the IB-TLBM.

逆向きの離散速度 ck̄ に対応する分布関数 gk̄ を用い，

g±
k =

gk ± gk̄

2
, g

±(eq)
k =

g
(eq)
k ± g

(eq)

k̄

2
, (2)

によって，対称成分 g+
k と非対称成分 g−

k が定義される
(4)．

D2Q9モデルに対する平衡分布関数 g
(eq)
k とソース項 qk は，

g
(eq)
0 = −2ρT

3

u · u
c2

, (3)

g
(eq)
1,2,3,4 =

ρT

9

[3

2
+

3ck · u
2c2

+
9(ck · u)2

2c4
− 3u · u

2c2

]
, (4)

g
(eq)
5,6,7,8 =

ρT

36

[
3 +

6ck · u)

c2
+

9(ck · u)2

2c4
− 3u2

2c2

]
, (5)

q0 =
4ρQ

9
, q1,2,3,4 =

ρQ

9
, q5,6,7,8 =

ρQ

36
, (6)

で与えられる．ここで，ρは密度，T は温度，uは流速，cは

離散速度の大きさ，Qは熱源である．Chapman-Enskog展開

により，式 (1)から温度方程式が導出される．

∂ρT

∂t
+ ∇ · (ρTu) = χ∇2(ρT ) + ρQ. (7)

熱拡散率は χ = 2
3
(τ−

c − 1
2
)c2δt で与えられる．温度は，

T =
1

ρ

8∑
k=0

gk, (8)

で定義される．IBMでは，Fig. 1 の白丸で示されるように，

境界面は点の集合体として近似される．この境界上の点 xb

に適切な熱源 Q を発生させることで，流体は構造体の影響

を受ける．熱源は Direct forcing methodにより，

Q(xb) =
T d(xb) − Tb(xb)

δt
, (9)
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Fig. 2 Temperature distributions calculated by the IB-

TLBM.

で与えられる．ここで，T d は構造体の温度，Tb は熱源を

Q = 0とした温度方程式 (7)を満足する温度である．IBMで

は，式 (9)から求められる xb 上の Q(xb)を補間し，Fig.1の

黒丸で示されるデカルト座標上の点 xf における値 Q(xf )を

導出する．補間された Q(xf )を温度方程式 (7)に代入し，構

造体と流体との連成問題が解かれる．Fig.1の黒丸で示され

たデカルト座標 xf 上の値は，

Q(xf ) =

N∑
b=1

Q(xb)D(xf − xb)∆s, (10)

により求められる．ここで，D(x) はディラックのデルタ関

数を平滑化した関数，N は境界を構成する点の総数，∆sは

各点に対する単位面積を表し，構造体が半径 R の円の場合

∆s = 2πRδx/N，長さ Lの平板の場合は ∆s = Lδx/N で与

えられる．D(x)は次式で与えられる．

D(xf − xb) = δ(xf − xb)δ(yf − yb), (11)

δ(r) =

{
1
2d

(
1 + cos

(
π|r|

d

))
|r| ≤ d

0 |r| > d
. (12)

式 (9)に代入する境界上の温度 Tb(xb)を求めるためには，
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Fig.3 Comparison of the analytical and numerical solutions

for the IB-TLBM with TRT.

格子点 xf 上の温度 T (xf ) から，境界上の値 Tb(xs) を導出

する必要がある．この導出に対しても，式 (11)，(12)の関数

D(x)が用いられる．境界上の値は，

Tb(xb) =
∑

f

T (xf )D(xf − xb)δ
2
x, (13)

により求められる．式 (13) から得られた Tb(xb) を，式 (9)

に代入することで，境界上の熱源が求められる．IB-TLBM

のアルゴリズムは，以下のようになる．

Step 1. 構造体の温度T d(xb)と，初期条件ρ(1)(xf )，u(1)(xf )，

T (1)(xf )，Q = 0を与える．式 (3)-(5)から，g
(1)
k =

g
(eq)
k とし，分布関数の初期条件 g

(1)
k を与える．

Step 2. 式 (2) により，分布関数の対称成分と非対象成分

g
±(n)
k ，g

±(eq)(n)
k を求める．

Step 3. 式 (1)より，g
(n+1)
k を計算し，定義式 (8)からT (n+1)(xf )

を求める．

Step 4. 式 (13)を用い，T (n+1)(xf )から境界上の温度T
(n+1)
b (xb)

を求める．

Step 5. 式 (9)より，境界上の熱源 Q(n+1)(xb)を求める．

Step 6. 式 (10)より，デカルト座標上のQ(n+1)(xf )を求める．

Step 7. Step 6で求めたQ(n+1)(xf )を式 (6)に代入する．式

(3)-(5)から，g
(eq)
k を求める．

Step 8. 1タイムステップ δt 進め Step 2に戻る．

3. 数値計算

3.1. 温度歪みの解析

IB-TLBMで発生する温度の歪みに対するTRTの影響を検

証するため，Fig. 1に示す対称な温度境界を設定する．計算領

域に 200×200の格子点数を用い，y = 50δx，y = 150δxの位

置に，IBMにより，T = 1，T = −1の温度を設定する．境界

間の格子点数 h = 100である．式 (12)において d = 2δx とす

る．流速 u = (u, v)に対し u = v = 0，ρ = const.，dT/dt = 0

の条件を用いる．Le et al. (3) や He et al. (10) が用いた手法

を適用し，解析解を導出する．y 座標を示す添え字 j を gk，

T，Qに付加し，式 (1)を陽に記述すると，次式のように示

せる．

gj
0 =

4τ+
c δtρQj

9
, (14)

1

2

( 1

τ+
c

+
1

τ−
c

)
gj
1 +

1

2

( 1

τ+
c

− 1

τ−
c

)
gj
3 =

ρTj

6τ+
c

+
δxρQj

9
, (15)

1

2

( 1

τ+
c

+
1

τ−
c

)
gj
3 +

1

2

( 1

τ+
c

− 1

τ−
c

)
gj
1 =

ρTj

6τ+
c

+
δxρQj

9
, (16)

gj
2 =

{
1 − 1

2

( 1

τ+
c

+
1

τ−
c

)}
gj−1
2 − 1

2

( 1

τ+
c

− 1

τ−
c

)
gj−1
4

+
ρTj−1

6τ+
c

+
δxρQj−1

9
, (17)

gj
4 =

{
1 − 1

2

( 1

τ+
c

+
1

τ−
c

)}
gj+1
2 − 1

2

( 1

τ+
c

− 1

τ−
c

)
gj+1
4

+
ρTj+1

6τ+
c

+
δxρQj+1

9
, (18)

gj
5 =

{
1 − 1

2

( 1

τ+
c

+
1

τ−
c

)}
gj−1
5 − 1

2

( 1

τ+
c

− 1

τ−
c

)
gj−1
7

+
ρTj−1

12τ+
c

+
δxρQj−1

36
, (19)

gj
6 =

{
1 − 1

2

( 1

τ+
c

+
1

τ−
c

)}
gj−1
6 − 1

2

( 1

τ+
c

− 1

τ−
c

)
gj−1
8

+
ρTj−1

12τ+
c

+
δxρQj−1

36
, (20)

gj
7 =

{
1 − 1

2

( 1

τ+
c

+
1

τ−
c

)}
gj+1
7 − 1

2

( 1

τ+
c

− 1

τ−
c

)
gj+1
5

+
ρTj+1

12τ+
c

+
δxρQj+1

36
, (21)

gj
8 =

{
1 − 1

2

( 1

τ+
c

+
1

τ−
c

)}
gj+1
8 − 1

2

( 1

τ+
c

− 1

τ−
c

)
gj+1
6

+
ρTj+1

12τ+
c

+
δxρQj+1

36
. (22)

温度の定義式 (8)と，式 (14)-(22)を用いることにより，

0 = χ
Tj+1 − 2Tj + Tj−1

δ2
x

+ Qj

+
3τ−

c + 2τ+
c − 4τ+

c τ−
c

6
(Qj+1 − 2Qj + Qj−1), (23)

が得られる．Fig. 1の白丸で示される IBMによる境界が設

定された y 座標の位置を j0 で表す．位置 j0 における熱源を



(a.1) SRT (τ−
c = τ+

c = 1) (a.2) TRT (τ−
c = 1, τ+

c = 0.75)

(b.1) SRT (τ−
c = τ+

c = 2) (b.2) TRT (τ−
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c = 0.75)

(c.1) SRT (τ−
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c = 5) (c.2) TRT (τ−
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c = 0.75)

Fig. 4 Temperature distributions between two concentric

cylinders.

Q0 とすると，式 (10)より，

Qj0 =
Q0

2
, Qj0±1 =

Q0

4
, Q|j−j0|≥2 = 0, (24)

となる．式 (24)を式 (23)に代入すると，

Tj0 − Tj0+1 =
Q0δ

2
x

χ

(1

4
− 3τ−

c + 2τ+
c − 4τ+

c τ−
c

24

)
, (25)

Tj0+1 − Tj0+2 =
Q0δ

2
x

χ

(1

2
− 3τ−

c + 2τ+
c − 4τ+

c τ−
c

24

)
, (26)

Tj−1 − Tj =
Q0δ

2
x

2χ
, for j > j0 + 2, (27)

が得られる．式 (27)が全領域で成り立てば，j0 と j0 + 2に

おける温度は，

T̄j0 =
Q0δ

2
x

2χ

h

2
, (28)

Tj0+2 =
Q0δ

2
x

2χ

(h

2
− 2

)
, (29)

となるはずである．式 (25)，(26)，(29)より，

Tj0 =
Q0δ

2
x

χ

(h

4
− 1

4
− 3τ−

c + 2τ+
c − 4τ+

c τ−
c

12

)
, (30)
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Fig. 5 Relative error of the temperature between the two

concentric cylinders.

Tj0±1 =
Q0δ

2
x

χ

(h

4
− 1

2
− 3τ+

c + 2τ−
c − 4τ+

c τ−
c

24

)
, (31)

が得られる．式 (13)に式 (30)，(31)を代入すると，

Tb =
Tj0

2
+

Tj0+1

4
+

Tj0−1

4

=
Q0δ

2
x

χ

(h

4
− 3

8
− 3τ−

c + 2τ+
c − 4τ+

c τ−
c

16

)
, (32)

のように境界上の温度 Tb が得られる．式 (9) より，Q0 =
T d−T b

δt
であるから，構造体の温度 T d は，

T d = T b + δtQ0

=
Q0δ

2
x

χ

(h

4
− 17

24
− τ+

c

8
+

23τ−
c

48
+

τ+
c τ−

c

4

)
, (33)

となる．式 (30)から式 (28)を引くと，温度の歪は，

T s
j0 = Tj0 − T̄j0 =

Q0δ
2
x(4τ−

c τ+
c − 3τ−

c − 2τ+
c − 3)

12χ
, (34)

と求まる．T s
j0 = 0とするためには，τ−

c に対し，τ+
c が，

τ+
c =

3(τ−
c + 1)

4τ−
c − 2

, (35)

の関係を満足する必要がある．式 (30)，(33)，(34)から，j0

における温度の値，温度の歪は次式で与えられる．

Tj0

T d
=

h
4
− 1

4
− τ−

c
4

− τ+
c
6

+
τ+

c τ−
c

3

h
4
− 17

24
+ 23τ−

c
48

− τ+
c
8

+ τ+
c τ−

c
4

, (36)

T s
j0

T d
=

− 1
4
− τ−

c
4

− τ+
c
6

+
τ+

c τ−
c

3

h
4
− 17

24
+ 23τ−

c
48

− τ+
c
8

+ τ+
c τ−

c
4

. (37)
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Fig. 6 Natural convection between a hot circular cylinder

and a cold square enclosure. (a) Streamlines; (b) Isotherms.

δx = δt = c = 1とした IB-TLBMによって計算した温度分

布について，半分の計算領域に対する結果を Fig. 2に示す．

ここで，収束判定条件はmax|T (n+1) −T (n)| ≤ 10−8 とした．

τ−
c = τ+

c の場合，式 (1)は Sigle Relaxation Time (SRT) に

相当する．Fig. 2 (a)に示されるように，SRTでは，τ−
c = 1

において数値解は厳密解と一致するが，τ−
c が増加するにつ

れ，温度分布に歪が生じる．式 (35)の τ−
c と τ+

c の関係式を

満足する TRTによる計算結果を Fig. 2 (b)に示す．式 (35)

の関係式を満足することで，TRT では τ−
c が増加しても温

度の歪が発生しない．境界における温度の値と温度の歪に関

して，Fig. 2から得られた計算結果と式 (36)，(37)の解析解

とを Fig. 3に示す．Fig. 3において計算結果と理論解とが良

く一致しており，式 (36)，(37)の解析解の妥当性が実証され

た．Fig. 3 (a)において TRTで計算された境界値には誤差が

生じるが，TRTは τ−
c が大きい場合に発生する温度の歪の除

去に有効であることが Fig. 3 (b)から分かる．

次に，二重円筒管内の 2次元熱伝導問題に対する TRTの

有効性を検証する．計算領域は 100δx ×100δx，内円の半径は

Ri = 22.5δx，外円の半径はRo = 35δx，内円の温度は Ti = 1，

外円の温度は To = 0とする．領域の中心からの半径 Rに対

する温度方程式の厳密解 T̄ は，

T̄ (R) =
To log(R/Ri) − Ti log(R/Ro)

log(Ro/Ri)
, (38)

で与えられる．2次元問題に対しては，T s
j0 = 0とする τ+

c の

値は不明なため，τ+
c = lim

τ−
c →∞{(3τ−

c + 3)/(4τ−
c − 2)} =

3/4 を用いる．Fig.4 に計算結果を示す．τ−
c = 1 に対し，

SRT，TRT ともに厳密解とほぼ等しい結果を示している

が，SRT では τ−
c = 2 に対し温度分布に歪が発生するこ

とが Fig.4(b.1) から分かる．Fig.4(c.1)，(c.2) に示されるよ

うに，τ−
c = 5 に対し，SRT では温度分布の歪が増大する

が，TRT では歪は発生しない．ただし，Fig.2(b) の結果と

同様に，TRTでは温度が厳密解と比較し小さくなるという

欠点がある．Fig.4 で示された計算結果から得られた誤差

Error =
√∑

x(T (x) − T̄ (x))2/
∑

x T̄ (x)
2 を，Fig.5 に示す．

τ−
c < 1において TRTと SRTの精度に差はないが，TRTは

SRTと比較し，温度の歪が発生しないため，τ−
c が大きくなっ

ても誤差は小さい．TRT では歪が発生しないが，Fig. 4 か

ら明らかなように， τ−
c の増加とともに温度の値が厳密解よ

り小さくなる．そのため，τ−
c = 15 において，TRT の誤差

は SRTよりも大きくなる．

3.2. 自然対流の数値解析

TRTを適用した IB-TLBMを用い円柱周りの自然対流解析

を行い，ヌセルト数，流れ関数，温度分布を検証する．壁面を

T = 0に設定した正方領域内の中心に T = 1の円柱を設定す

る．浮力はブシネスク近似Gy = βg(T−Tm)により与える．β

は体積膨張率，gは重力加速度の大きさ，Tmは基準温度を表

し，Tm = 0.5とする．正方領域の境界条件には，非平衡分布

関数に対するバウンスバック・スキーム (11)を，円柱には IBM



Table 1 Comparison of surface-averaged Nusselt number.

Ra R/L Present Ref.[12] Ref.[13]
0.1 2.207 2.071 2.08

104 0.2 3.469 3.331 3.24
0.3 5.832 5.826 5.40
0.1 4.063 3.825 3.79

105 0.2 5.298 5.08 4.86
0.3 6.738 6.212 6.21
0.1 6.669 6.107 6.11

106 0.2 9.862 9.374 8.90
0.3 13.17 11.62 12.00

を用いる．レイリー数 Raと，計算領域の幅 Lと円柱半径 R

の比R/Lによる平均ヌセルト数，流れ関数，温度分布への影

響を検証する．格子点数と代表速度 U0 は，Ra = 104 に対し

151×151，U0 = 0.2c，Ra = 105に対し 201×201，U0 = 0.5c，

Ra = 106に対し 251×251，U0 = 0.1cとする．プラントル数

は Pr = 0.71である．NS方程式の計算には TRTを適用した

IB-LBM (5)を用いる．緩和時間は τ+
v = 3U0L

√
Pr/Ra+0.5，

τ−
c = 1.5U0L/

√
PrRa + 0.5 で与え，τ−

v = τ+
c = 0.75 とす

る．Fig. 6に示されるように，本手法で計算された流れ関数

および温度分布は，Moukalled (12) や Shu (13) の計算結果と

よい一致を示している．なお，Moukalled (12) は 42 × 35の

格子点を，Shu (13) は Ra = 104 に対し 31 × 21，Ra = 105

に対し 41 × 21，Ra = 106 に対し 69 × 39の格子点を用いて

いる．円柱表面平均ヌセルト数 N̄uと流れ関数の最大値を，

表 1，表 2に示す．表 1，表 2において，本計算結果は参照

解 (12, 13) と良い一致を示しており，本手法が自然対流解析

に適用可能であることが示された．

4. おわりに

IB-TLBMにTRTを適用することにより，境界近傍で発生

する温度分布の歪が除去されることが明らかになった．円柱

周りの自然対流解析において，平均表面ヌセルト数，流れ関

数，温度分布は，参照解 (12, 13)と良い一致を示し，本手法の

自然対流解析に対する適用性が実証された．なお，τ−
c < 1で

あるため，TRTによる自然対流解析に対する歪の除去の影響

は観察出来なかった．今後，TRTの温度の値が低くなる問題

を解決する予定である．本研究は科学研究費（No.23560190）

の支援のもとで行われた．ここに謝意を表する．
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