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スポット像を用いた収差逆解析の安定性
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We have developed the aberration retrieval method using the spot images. In this paper,

we study the stability of the present aberration retrieval method using the spot images.

At first, the present aberration retrieval method is explained. Secondly, the stability

indicator for the present aberration retrieval method is proposed. Finally, the stability

indicators are calculated with changing the some conditions like the cell size of the imaging

device, the number of the spot images, the analytical region and the term number of the

Zernike coefficients.
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1. はじめに

デジタルカメラに代表される光学機器の普及に伴い，結像

レンズをはじめとする光学部品が我々の身近なものとなって

きている．またレーザーの出現に伴い，非侵襲，非破壊な検

査を目的とした光学計測や，切断や溶接などの加工技術など

が発展し，ますます光学部品は重要となってきている．この

ような光学部品の普及に伴い，その検査技術もまた重要性を

増している．これら光学部品の中でも結像レンズの役割は大

きく，その性能を評価するために収差を計測することは重要

である．

一般的な収差計測手法は干渉計を用いる方法である (1, 2)．

干渉計による収差計測手法は従来から信頼されており，光学

部品の品質管理基準として広く用いられている．しかし，干

渉計測に用いる参照光の作成には多くの労力を要する．また，

干渉縞は空気の乱れや振動の影響を受けやすい．さらに，干

渉計は多数の精密な光学部品で構成されるため高価である．

一方で Shack-Hartmann センサー (3)は，装置の微調整を

必要とせず高効率に収差を計測することが可能である．しか

し Shack-Hartmannセンサーは，干渉計と比べて収差の同定

精度が悪く空間分解能が低いなどの問題がある．また，マイ

クロレンズアレイなどの特殊な光学素子を用いるため装置が

高価である．

以上の収差計測手法の問題点を克服するために，これま

で我々はスポット像を用いた収差逆解析手法を開発してきた

(4, 5, 6)．本手法では，撮影したスポット像を逆解析すること
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により収差を同定する．スポット像は簡便な光学系で撮影で

きるため装置は安価であり，複雑な光学系を微調整する必要

もなく効率的な計測が可能である．また，干渉計と同程度の

精度を得らることが実験により確かめられている．本手法で

は，逆解析に用いるスポット像のデフォーカス距離，デフォー

カス像の枚数，解像度など様々な解析条件が存在するが，現

状ではこれらの条件を経験により決定している．計測の高精

度化，安定性の向上のためにも，これらの解析条件を合理的

に決定することが求めらる．

本研究では，スポット像を用いた収差逆解析手法の安定性

について検討する．すなわちまず，スポット像を用いた収差

逆解析手法について説明する．次に計測画像の変動に対する

収差係数の変動を，本手法の安定性の指標として導入する．

最後にデフォーカス像の枚数，解像度，解析領域，Zernike項

数に対して導入した指標を計算し，要求精度に対して必要な

条件について検討する．

以上の検討により，スポット像を用いた収差解析手法にお

ける条件の選択に有用な指標を与えることができる．また，

導入した安定性指標はデフォーカス距離などの計測条件の最

適化などへの応用が期待される．

2. スポット像を用いた収差逆解析手法

2.1. スポット像の数理モデル

収差計測のための光学系の構成図及び座標系の定義を図

1に示す．光学系はレーザー，3枚のレンズ（Lens A，Lens

B，Lens C），撮像素子から構成される．撮像素子面上に x-y

平面を取り，それに直交する軸を z 軸とする．波長 λのレー
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Fig. 1 The set up of the optical system for the aberration

measurement and the definition of the coordinate system.

ザー光を Lens Aに入射し，Lens Bで再び平行光に戻す．こ

のときの実効的な開口数を a′とする．Lens Bを測定基準位

置 d0からピエゾアクチュエータで z方向に dだけ移動させる

ことにより，Lens Cへの入射光に既知の位相変調を与える．

このような簡便な光学系により容易にデフォーカスの位相変

調を与えることができる．様々な移動量 dで計測を行うこと

により，逆解析における情報量を増やし適切化する (7, 8)．収

差逆解析の結果得られる収差は，光学系全体の収差である．

予め，検査対象となる光学系以外の収差を計測しておき，そ

の収差を計算により除去することで，検査対象の光学系の収

差を得ることができる．

光学系全体の瞳関数 g(ξ, η) と入射光に既知の位相変調

h(ξ, η; d)を与えたスポット像の複素振幅分布 f(x, y; d)との

間の関係は次式のように表される (9)．

f(x, y; d) =

∫ 1

−1

∫ √
1−ξ2

−
√

1−ξ2
g(ξ, η)h(ξ, η; d)

e−i2π a
λ

(xξ+yη)√
1 − a2(ξ2 + η2)

dηdξ.

(1)

ここで，aは像側開口数である. また，位相変調 h(ξ, η; d)は

次式で与えられる (10).

h(ξ, η; d) = exp

[
i2π

d

λ

√
1 − a′2(ξ2 + η2)

]
. (2)

ここで， a′は物体側開口数である．

次に，瞳関数 g(ξ, η)を Zernike 多項式 (11) を用いて表現

する．振幅成分を低次の (M + 1)項，位相成分を 0次成分を

除く低次の N 項を用いて次式のように展開する．

g(ξ, η) = A(ξ, η)ei2πΦ(ξ,η), (3)

A(ξ, η) =
M∑

i=0

αiZi(ξ, η), (4)

Φ(ξ, η) =

N∑
i=1

βiZi(ξ, η). (5)

ここで，関数 Zi(ξ, η)は Zernike基底関数である．また，α =

{αi}，β = {βi}は Zernike係数である．通常，Zernike係数

は Fringe Zernike多項式の順に並べる．Zernike係数の添え

字 iと収差の関係を表 1にまとめる．

Table 1 Relation between the Fringe Zernike index and the

aberrations.

Index i Aberration

0 Piston

1 X-Tilt

2 Y-Tilt

3 Defocus

4 3rd Astigmaism 0 degree

5 3rd Astigmaism 45 degree

6 3rd Coma 0 degree

7 3rd Coma 90 degree

8 3rd Spherical

以上の定式化により，瞳関数を表す Zernike係数 α，βを

仮定すれば，入射光に既知の位相変調 h(x, y; d)を与えたス

ポット像，

I(x, y; d) = ||f(x, y; d)||2 , (6)

が計算される．

2.2. 撮像素子の数理モデル

これまでの定式化により撮像素子面上におけるスポット像

の強度分布 I(x, y; d)が計算される．実際の撮像素子ではこ

の強度分布が各セル毎に積分された値，

Ii,j(d) =

∫∫ ∞

−∞
I(x, y; d) u(2)

(xi − x

s
,
yj − y

t

)
dxdy, (7)

が得られ，さらに所望のサンプリング間隔になるように電子

的にリサンプリングされる．ここで，u(2)(x, y) = u(x)u (y)

（u(x)は矩形関数）である．リサンプリングでは電気的な信

号処理などが含まれるが，ここでは第一近似として画像の線

形補間モデルを用いる．すなわち，

I ′
i′,j′(d) =

∑
i,j

Ii,j(d)w(x′
i′ − xi + δx, y′

j′ − yj + δy) + c, (8)

w(x, y) =

∫∫ ∞

−∞
u(2)

(
x′

s
,
y′

t

)
u(2)

(
x − x′

s′
,
y − y′

t′

)
dx′dy′.

(9)

ここで，(s, t)は撮像素子のセルサイズ，(s′, t′)はリサンプリ

ングの間隔，(xi, yj)は撮像素子の各セルの中心位置，(x′
i′ , y

′
j′)

はリサンプリング時の各画素の中心位置，w(x, y)はリサン

プリングの窓関数である．また，(δx, δy)はリサンプリング

時の中心のシフト量，cは暗電流により発生する画像のオフ

セットであり，本手法では Zernike係数 α，βに加え，これ

らの量 δx，δy，cも逆解析における未知量とする．
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Fig. 2 The basic concept of the hyperellipsoid and its pro-

jection.

2.3. 逆問題の定式化

撮影した画像から収差係数を推定する逆問題を定式化する．

コリメータの変位 d = dk における撮影画像の画素値を並べ

たベクトル Ik と計算により得られる画像の画素値 I ′
i′,j′(dk)

を並べたベクトル Ik の二乗残差 J は次式である．

J(γ) =
∑

k

||(Ik(γ) − Īk)||2. (10)

ここで，γ = {αT, βT, δx, δy, c}T
は本収差逆解析における未

知量を成分とするベクトルであり，本問題における未知量の

数は M + N + 4である．式 (10)を最小化することで，収差

係数を成分とするベクトル βを含むベクトル γ の最小二乗

解 γ?が得られる．

γ? = arg min
γ

J(γ). (11)

この最小二乗問題は，Gauss-Newton法やLevenberg-Marquardt

法などの非線形最小二乗法 (12) により解くことができる.

3. スポット像を用いた収差逆解析における安定性指標

本収差逆解析手法の安定性指標 κとして，計測画像 I =

{I0
T, I1

T, · · · }T
の変動 ||δI||に対する未知量ベクトル γ の

変動 ||δγ||を導入する．条件数が計測量 I の相対誤差に対す

る解 γの相対誤差であるのに対し，ここでは計測量 Iの絶対

誤差に対する解 γの絶対誤差を安定性指標として用いる．す

なわち，γ から I への線形化行列 A(γ) = ∂I/∂γ を用いて，

κ = sup
γ

lim
ε→0+

sup
||δI||≤ε

||δγ||
||δI|| = sup

γ

√∣∣∣∣(ATA)−1
∣∣∣∣. (12)

ここで，本収差逆解析手法は非線形逆問題であるため，線形

化行列 Aが γ の関数であり，その上限を見積もる必要があ

ることに注意されたい．γTATAγ < ε2 は解空間の超楕円体

を表し，未知量ベクトル γはこの超楕円体の大きさに基づき

変動する．この超楕円体の概念図を図 2に示す．式 (12)で定

義される安定性指標 κは未知量ベクトル γ 全体の変動を表

すが，本手法における未知量ベクトル γには振幅係数ベクト

ル αや撮像素子のモデルパラメータ δx, δy, cが含まれる．本

手法は収差解析が目的であるため，収差係数ベクトル β の

Table 2 Range of the unknown vector γ for the study of

the stability of the aberration retrieval method (L : Low-

resolution, H : High-resolution) .

Unknown quantity L H

α0 90∼110 22∼42

αi(i 6= 0) –10∼ 10 –10∼10

β1, β2 0 0

βi(i 6= 1, 2) – 1∼ 1 – 1∼ 1

δx, δy – 1∼ 1 –

c 13∼ 17 13∼17

Table 3 List of the conditions for calculating the stability

indicator (L : Low-resolution, H : High-resolution) .

Cell size (L) 1.85, 2.467, 3.7, 7.4

s [µm] (H) 14.8, 29.6, 44.4, 59.2

Number of images (L) 1, 3, 5, 7, 9, 11

K (H) 1, 2, 3

Analytical reigion (L) 10, 15, 20

R [µm] (H) 971, 1144, 1404

Zernike term number (L) 8, 15

M = N (H) 8, 15

変動が最も重要である．そこで，未知量ベクトル γの解空間

の (M + N + 4)次元超楕円体を収差係数 β の N 次元超平面

に射影した N 次元超楕円体に着目する．すなわち，β = Pγ

を満たす射影行列 P ∈ RN×(M+N+4) とすると，

κβ = sup
γ

√∣∣∣∣P (ATA)−1 P T
∣∣∣∣, (13)

が収差係数 β の変動を表す．ノルムとして 2-ノルムを採用

すれば，

κβ = sup
γ

√
λmax

(
P (ATA)−1 P T

)
. (14)

ここで，λmaxは行列の最大固有値を表す．本研究では κβ を

指標とし，本収差逆解析の安定性について検討する．

4. スポット像を用いた収差逆解析の安定性の検討の代表例

4.1. 安定性指標の計算

本節では，収差逆解析において低解像度スポット像を用い

る場合と高解像度スポット像を用いる場合に対して安定性指

標 κβ を計算する．安定性指標 κβ の計算においてスポット

像の測定条件，収差逆解析の条件を変更し，本収差逆解析手

法における適切な測定条件，解析条件について検討する．
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Fig. 3 The stability indicator κβ using the low-resolution images in the case of R = 15 with respect to the cell size s and the

number of the images K.
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Fig. 4 The stability indicator κβ using the low-resolution

images in the case of R = 15 with respect to the number of

the images K.
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Fig. 5 The stability indicator κβ using the low-resolution

images in the case of s = 7.4, K = 11 with respect to the

analytical reigion R.

4.2. 計算条件

レーザーの波長を 650[nm]，光学系の物体側開口数，すな

わち a′を 0.36，像側開口数，すなわち aを低解像度の場合で

0.09，高解像度の場合で 0.0018とする．撮像素子のセルサイズ

は s[µm]×0.858s[µm]であり，これを画素サイズ s[µm]×s[µm]

にリサンプリングした画像が得られる．ただし，スポット像

の解像度が高高い場合，撮像素子によるサンプリングの影

響は極めて小さい．そこで，撮像素子によるサンプリング

の計算は行わず，スポット像の強度分布をサンプリング間隔

s[µm]×s[µm]でサンプリングする計算を行う．

入射光に位相変調を与えるためのコリメータレンズの測定

基準位置からの移動量 dは，低解像度の場合で d = ±(20000−
500k) (k = 0, 1, · · · , K)，高解像度の場合で d = ±(20000−
2500k) (k = 0, 1, · · · , K)とする．解析領域はR[µm]×R[µm]

の正方形領域とする．安定性指標 κβ の計算では，未知量ベ
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Fig. 6 The stability indicator κβ using the high-resolution images in the case of R = 1144 with respect to the cell size s and

the number of the images K.

クトル γに対する上限を評価する必要がある．本検討では γ

をランダムに変更し 1000回計算を行ってその最大値を評価

する．このとき，γは一様乱数で与える．未知量ベクトル γ

の与え方を表 2にまとめる．以上の条件のもと，画素サイズ

s，画像枚数K，解析領域 R，Zernike項数M, N を変更しな

がら安定性指標 κβ を計算する．

変更する条件の一覧を表 3 にまとめる．

4.3. 計算結果

図 3は低解像度の場合の解析領域 R = 15における画素サ

イズ s及び画像枚数Kに対する安定性指標 κβ を，図 4は低

解像度の場合の解析領域 R = 15における画像枚数 K に対

する安定性指標 κβ を，図 5は低解像度の場合の画素サイズ

s = 7.4，画像枚数K = 11における解析領域Rに対する安定

性指標 κβ を示している．図 6は高解像度の場合の解析領域

R = 1144における画素サイズ s及び画像枚数Kに対する安

定性指標 κβを，図 7は高解像度の場合の解析領域 R = 1144

における画素サイズ sに対する安定性指標 κβ を，図 8は高

解像度の場合の画素サイズ s = 29.6，画像枚数 K = 1にお

ける解析領域 Rに対する安定性指標 κβ を示している．

計算結果より，画素サイズ sが小さくなるほど，画像枚数

K が増えるほど，解析領域 Rが大きくなるほど安定性指標

κβは小さくなり，安定性が増していることが確認できる．一

方で，未知量の数M = N が増えると安定性指標 κβ は大き

くなり，安定性が悪くなることが確認できる．

4.4. 安定性指標の利用例

安定性指標の利用例として，s = 7.4，R = 15，M = N = 8，

低解像度のケースにおいて必要な画像枚数 K について検

討する．δI の標準偏差を σI，長さを Lとする．このとき，

δI ≈ σI

√
Lとなる．よって，推定される収差係数の変動 δβ

の標準偏差 σβ は，σβ ≈ σIκβ

√
L/N である．

δI の標準偏差を σI = 0.707とした場合の画像枚数 K に

対する収差係数の変動 δβ の標準偏差 σβ の変化を図 9に示
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Fig. 7 The stability indicator κβ using the high-resolution

images in the case of R = 1144 with respect to the cell size

s.
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Fig. 8 The stability indicator κβ using the high-resolution

images in the case of s = 29.6, K = 1 with respect to the

analytical reigion R.
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Fig. 9 The standard deviation σβ using the low-resolution

images in case of s = 7.4, R = 15, M = N = 8 with respect

to the number of the images K.

す．図 9より，要求精度が 0.02[λ]であれば K = 1で十分で

あることがわかる．要求精度が 0.015[λ]であれば K > 9が

要求されることがわかる．

5. おわりに

本研究では，これまで我々が開発してきたスポット像を用

いた収差逆解析手法の安定性について検討した．本稿ではま

ず，スポット像を用いた収差逆解析手法について説明した．

次に本手法の安定性の指標として，計測画像の変動に対する

収差係数の変動を導入した．デフォーカス像の枚数，解像度

に対して導入した指標を計算し，要求精度に対して必要なデ

フォーカス像の枚数，解像度について検討した．

以上の検討により，スポット像を用いた収差解析手法にお

ける条件の選択に有用な指標を提示した．また，導入した安

定性指標はデフォーカス距離などの計測条件の最適化などへ

の応用が期待される．
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