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定常動弾性問題のトポロジー最適化
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This paper presents a technique for topology optimization of three-dimensional elastic solids under

time-harmonic loads by means of a level-set method and the boundary element method. Level set

function is used to control the shape and topology of the solid. In order to update the distribution

of the level-set function, a reaction diffusion equation that involves the topological sensitivity of the

Lagrangian is solved. The topological sensitivity is evaluated by the strains of the original state and

the adjoint state both of which are calculated by BEM. We present the topology optimization based

on the level set method that can represent boundaries clearly and controls complexity of optimal

configuration. The proposed method can obtain the optimal configuration that minimizes the dis-

placement on a part of boundary. Finally, some numerical examples are shown to demonstrate the

validity of the proposed topology optimization method.
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1. 緒言
センサー等の計測機器における計測精度や，自動車等の乗

り物における快適性の向上のために，構造物の振動を抑制・
遮断することがこれらの機器設計上の重要な課題となってい
る．すなわち，静剛性や強度等の静的な特性に加えて，固有
値解析，周波数応答解析等の機械製品の動的な解析とその特
性評価が，付加価値の高い製品の開発に必要不可欠な技術と
なっている．
これらの課題を解決し高性能な機械製品の設計に有用な

手段として，トポロジー最適化 (1) の適用が考えられる．ト
ポロジー最適化は構造最適化問題を固定設計領域内の材料
配置問題に置き換えることにより，大幅な形状変更を可能と
した最も設計自由度の高い構造最適化手法であり，Bendsøe

と Kikuchi(1) によって均質化法に基づくトポロジー最適化と
して，初めて工学分野への適用が提案された．その後，密度
法 (2)，レベルセット法に基づく形状最適化手法 (3, 4)等の様々
な手法が提案され，定常動弾性問題に対しても適用されてい

2012 年 2 月 23 日受付，2012 年 4 月 9 日受理

る．Maら (5) は均質化設計法を用いて，二次元構造物に対し
て，特定の周波数区間内における動弾性平均コンプライアン
スを最小化する方法を提案した．Minら (6) は均質化設計法
を用いて，三次元における動弾性平均コンプライアンスを最
小化する方法を提案し，Jog(7) は密度法を用いて，二次元に
おける動弾性平均コンプライアンスを最小化する方法を提案
した．また，Shuら (8) はレベルセット法に基づく形状最適化
手法を用いて，特定の点における応答変位を最小化する方法
を提案した．しかしながら，均質化設計法，密度法に基づく
場合，最適化問題の正則化に起因して，構造領域と空洞領域
の中間領域であるグレースケールを含む部分構造を最適構
造として許容する問題を持つ．特に，動的特性を最適化の指
標にする場合や，構造の柔軟性を積極的に利用した構造を創
成設計する場合においては，グレースケールの問題が顕著に
現れることが知られている．レベルセット法に基づく形状最
適化では，グレースケールを本質的に排除することを可能と
するが，基本的には形状最適化の方法であるため，初期構造
などの設定パラメータに最適化結果が大きく依存する．その



結果，適切に最適化を行うためには，多くの試行錯誤を必要
とする．さらに，いずれの方法も固定設計領域に対する有限
要素法に基づき目的関数を計算している．すなわち，空洞領
域に対して弱い材料を配置し，境界近傍においては滑らかに
材料が変化する仮定の下，近似的な取り扱いを行っているた
め，実際の構造に対応する領域に対して計算すべき目的関数
の値を定量的且つ正確に評価することが困難である．
そこで本研究では，三次元定常動弾性問題において，目的

関数を正確に評価することが可能なトポロジー最適化法を開
発する．すなわち，最適化の過程において逐次要素分割を行
いながら，形状とトポロジーの変更を行うことが可能な三次
元定常動弾性問題の構造最適化手法の開発を行う．なお，数
値解析手法には，波動の取り扱いに優れ，要素生成が容易な
境界要素法を用いる．トポロジー最適化手法は，Yamadaら
(9, 10) が提案した方法を用い，境界要素法と逐次要素分割を
組み合わせることにより，最適構造の外形形状が明瞭且つ滑
らかで，最適構造の幾何学的な複雑さを同時に設定可能な構
造最適化手法を開発する．

2. 境界要素法
境界 Γu で変位規定，境界 Γt で表面力が規定された，等方

線形弾性体で構成された領域 Ω について考える．弾性体が
一定角振動数 ω を持つ調和加振力を受け，定常状態が達成
されたと仮定すると，支配微分方程式と境界条件は次のよう
に書ける．

Ci jkluk,li +ρω2u j = 0 in Ω (1)

ui = ūi on Γu (2)

ti = t̄i on Γt (3)

ただし，ui，ti はそれぞれ変位と表面力の複素振幅，Ci jkl は
弾性定数テンソル，ρ は密度，̄ は既知関数であることを表
す．繰り返し用いられる添字は総和規約に従い，カンマの後
の添字はその座標成分による偏微分を表すものとする．
式 (1) の基本解を用いると，変位 ui(y) の積分表現が次式

のように得られる．

u j(y) =
∫

Γ
Ui j(x,y)ti(x)dΓ(x)−

∫
Γ

Ti j(x,y)ui(x)dΓ(x), y ∈ Ω

(4)

ただし，Γは Γu ∪Γt を，Ui j，Ti j はそれぞれ基本解とそれに
関係づけられる表面力を表す．三次元問題の場合，Ui j と Ti j

は以下の様になる．
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ただし，C1 と C2 は，それぞれ縦波と横波の伝播速度，r は
点 x，y間の距離，ni は点 xにおける単位法線ベクトル， ∂ r

∂n

は点 xにおける rの法線方向微係数である．また，α と β は
次のように与えられる．
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ただし，iは虚数単位，k1 = ω/C1，k2 = ω/C2 である．
式 (4)は，静弾性問題の Somiglianaの式に対応するもので

あり，点 y ∈ Ωの点 y ∈ Γへの極限をとると，次のような境
界積分方程式が得られる．

Ci jui(y) =
∫

Γ
Ui j(x,y)ti(x)dΓ(x)−

∫
Γ

Ti j(x,y)ui(x)dΓ(x), y ∈ Γ

(8)

ただし，Ci j は点 yが置かれている境界の形状に依存する定
数であり，境界がなめらかな場合は Kroneckerのデルタ記号
を用いて Ci j = (1/2)δi j とかける．
境界積分方程式 (8)を離散化すると，変位と表面力の節点

値からなるベクトル {u}, {t}，変位と表面力の節点値の係数
マトリクス [H]，[G]からなる，次のような代数方程式が得ら
れる．

[H]{u} = [G]{t} (9)

さらに，境界条件を適用して節点の未知量を左辺，既知量を
右辺に移項して整理すると，式 (9)は次式に帰着する．

[A]{X} = {Y} (10)

ここで，{X}は未知節点値ベクトル，{Y}は既知量を右辺に
移項して整理して得られるベクトルである．式 (10) の代数
方程式を解くと境界上の変位，表面力がすべて求められる．
また，領域内の変位は Somiglianaの公式により与えられ，境
界積分方程式の場合と同様にして，離散化することにより計
算することができる．

3. レベルセット法に基づく形状表現
固定された設計領域 D (以下，固定設計領域)において，物

体領域 Ωと空洞領域を考える．物体領域と空洞領域の境界
∂ Ωをレベルセット法を用いて表現する．すなわち，レベル
セット関数 φ を導入し，次式に示すように，物体領域では上
限値 1 の正の値，空洞領域では下限値 −1 の負の値をとり，
物体境界上においてゼロをとる関数 φ を用いて形状表現を
行う．Fig. 1に，レベルセット関数 φ と，レベルセット関数
φ により表現される二次元の形状を示す．

0 < φ(x) ≤ 1 for ∀x ∈ Ω\∂ Ω

φ(x) = 0 for ∀x ∈ ∂ Ω

−1 ≤ φ(x) < 0 for ∀x ∈ D\Ω

(11)



上記のレベルセット関数を用いて，物体の有無を表現する特
性関数を次のように定義する．

χφ (x) =

{
1 if φ(x) ≥ 0

0 if φ(x) < 0
(12)

Fig.1 The level set function in two dimensions

4. トポロジー最適化
4.1. 変位最小化問題
体積制約付きの変位最小化問題のトポロジー最適化は次

のように定式化することができる．

inf
φ

F(χφ ) =
∫

Γ0

1
2

uiu∗i dΓ (13)

subject to I = Re
[∫

D
v j(Ci jkluk,li +ρω2u j)χφ dΩ

]
= 0 (14)

G(χφ ) =
∫

D
χφ dΩ−Gmax ≤ 0 (15)

ここで，Γ0 は変位の最小化対象とする境界，vi は随伴変数，
∗ は複素共役，Gmax は許容される体積の上限値である．
次に，目的汎関数 F のラグランジアン F̄ を導く．ラグラン

ジアン F̄ はラグランジュ乗数 λ を用いて次式のようになる．

F̄ = F + I +λG(χφ ) (16)

上記のラグランジアン F̄ が最適解となる為の必要条件は，次
式で表されるカルーシュ・キューン・タッカー条件 (KKT 条
件)を満たすことである．〈dF̄

dφ
,Φ
〉
= 0, I = 0

λG(χφ ) = 0, λ ≥ 0, G(χφ ) ≤ 0 (17)

なお，
〈 dF̄

dφ ,Φ
〉
はラグランジアン F̄ の Φ方向へのフレッシェ

微分を表す．
4.2. Tikhonovの正則化
特性関数 χφ は至る所で不連続性を許容する関数であるた

め，トポロジー最適化は不適切問題である．したがって，均

質化設計法や密度法等の方法により設計空間の緩和を行う必
要があるが，物体領域と空洞領域を明確に識別する場合，そ
れらの方法を適用することができない．そこで Yamadaらの
方法に従い Tikhonovの正則化 (12)を行うと，正則化された目
的汎関数のラグランジアン F̄R は次式のようになる．

F̄R = F̄ +
∫

Ω

1
2

τφ,iφ,i dΩ (18)

なお，τ は正則化係数である．正則化係数 τ の値によって，得
られる最適形状の複雑さが設定可能となる．詳細は文献 (9)

を参照されたい．
4.3. 感度解析
式 (13) で用いられるような境界積分は，次のように境界

で定義される ui や ti からなる関数 g(ui, ti)を積分したものと
して表現でき，F + I は次のように書くことができる．

J ≡ F + I =
∫

Γ
g(ui, ti)dΓ+Re

[∫
Ω

v j

(
Ci jkluk,li +ρω2u j

)
dΩ
]

(19)

式 (19)は部分積分により，次のように弱形式を含む形に変形
できる．

J =
∫

Γ
g(ui, ti)dΓ

+Re
[∫

Γ
v jt j dΓ−

∫
Ω

v j,iCi jkluk,l dΩ+
∫

Ω
v jρω2u j dΩ

]
(20)

半径 ε をもつ微小球の空洞が物体領域に配置されたとき，J

は次式のように変化する．

J +δJ =
∫

Γ∪Γε

(
g(ui, ti)+

∂ g
∂ui

δui +
∂g
∂ ti

δ ti

)
dΓ

+Re
[∫

Γ∪Γε
v j(t j +δ t j)dΓ−

∫
Ω\Ωε

v j,iCi jkl(uk,l +δuk,l)dΩ

+
∫

Ω\Ωε
v jρω2(u j +δu j)dΩ

]
(21)

ただし，Ωε は微小球の空洞領域，Γε は境界を表す．また，境
界 Γε における境界条件は表面力が既知とする．式 (20)を式
(21)に代入すると次式のような，δJ を表す式が得られる．

δJ = Re
[∫

Γε
v jt j dΓ+

∫
Ωε

v j,iCi jkluk,l dΩ−
∫

Ωε
v jρω2u j dΩ

+
∫

Γu

(
∂g
∂ ti

+ vi

)
δ ti dΓ+

∫
Γt∪Γε

(
∂g
∂ui

−ηi

)
δui dΓ

+
∫

Ω\Ωε

(
Ci jklv j,kl +ρω2vi

)
δui dΩ

]
(22)

なお，ηi は随伴変数 vi に対応する表面力を表す．ここで，随
伴方程式と境界条件を次式のように決める．

Ci jklvk,li +ρω2v j = 0 in Ω (23)

vi = −∂g
∂ ti

on Γu (24)

ηi =
∂g
∂ ui

on Γt ∪Γε (25)

上式の境界値問題の解を随伴変数の値として用いると，式
(22)は次式に帰着する．

δJ = Re
[∫

Γε
v jt j dΓ+

∫
Ωε

v j,iCi jkluk,l dΩ−
∫

Ωε
v jρω2u j dΩ

]
(26)



Γε は微小球の境界であるので，式 (26)の右辺第 1項は次の
ように見積もることができる．∫

Γε
v jt j dΓ =

∫ 4π

0
v0

j σ
0
i jniε2 dξ = v0

j σ
0
i jε

2
∫ 4π

0
ni dξ = 0 (27)

ここで，ξ は立体角を，上付きの 0は微小球の中心での物理
量であることを示す．式 (26)の右辺第 2項，第 3項も同様に
次のように評価できる．∫

Ωε
v j,iCi jkluk,l dΩ =

4
3

πε3v0
j,iCi jklu

0
k,l (28)∫

Ωε
v jρω2u j dΩ =

4
3

πε3v0
j ρω2u0

j (29)

よって，J のトポロジー導関数を J′ とすると次式のように
なる．

J′ = Re
[
v0

j,iCi jklu
0
k,l − v0

j ρω2u0
j

]
(30)

4.4. 設計変数の更新
仮想的な時間 t を導入し，レベルセット関数の更新をレベ

ルセット関数の時間発展として表現する．レベルセット関数
の変動の駆動力は，ラグランジアンの勾配に比例するものと
仮定すると，

∂φ
∂ t

= −K
dF̄R

dφ
(31)

ここで，K は比例定数である．上式に式 (18)を代入すれば次
式が得られる．

∂φ
∂ t

= −K
(dF̄

dφ
− τφ,ii

)
(32)

式 (32)の dF̄
dφ に，式 (30)で得られたトポロジー導関数を用い

ると，レベルセット関数を更新するための微分方程式（時間
発展方程式）が次のように得られる．

∂φ
∂ t

= −K
{

Re
[
v0

j,iCi jklu
0
k,l − v0

jρω2u0
j

]
χφ −λ − τφ,ii

}
(33)

式 (33)中の u0
j，u0

k,l および v0
j，v0

j,i は，境界要素法により計
算することができる．式 (33)は，レベルセット関数を更新す
るための方程式となっている．レベルセット関数は，固定設
計領域 D で定義されているので，更新に際して解析領域の
変化は生じない．したがって式 (33)については，固定設計領
域 Dをボクセルで離散化することにより，有限要素法できわ
めて効率的に解くことができる．

5. 最適化アルゴリズム
最適化のフローチャートを Fig. 2に示す．最初に，適当な

初期構造を示すレベルセット関数 φ を与える．レベルセット
関数 φ は，構造格子で要素分割された有限要素の各節点で定
義し，物体領域は 1，空洞領域は-1，その境界は 0を与える．
与えたレベルセット関数 φ の初期値より，マーチングキュー
ブ法 (11) に基づいた境界要素生成を行う．境界要素法生成の
アルゴリズムについては文献 (13) を参照されたい．そして，
境界要素法を用い，変位 uと表面力 tを解析する．次に，得
られた変位 u が境界条件となる随伴方程式を境界要素法を
用いて解析する．得られた変位 u，表面力 t，随伴変数 vを用
いて，目的汎関数と設計感度を計算する．このとき計算する

Fig.2 Flow chart of optimization procedure

設計感度を，有限要素の各節点において計算する．なお，境
界上又は境界と有限要素の節点の距離が最近接の境界要素長
以内の場合，有限要素の節点に最も近い境界値を代入して計
算される．ここで，目的汎関数が収束していれば，最適解が
得られたとして最適化を終了する．収束していなければ，有
限要素法を用いて時間発展方程式を解くことにより，レベル
セット関数 φ を更新し，境界要素を生成するステップに戻る．
なお，初期体積が体積制約Gmaxと異なる場合，数十ステッ

プをかけ線形に体積制約に近づくように設定する．

6. 数値解析例

Fixed design domain D

0.04m
Fi
x
e
d

Fi
x
e
d

0
.3
m

0.8m

Fig.3 Fixed design domain and the boundary conditions

簡単な三次元の数値解析例を示し，本提案手法の妥当性を
確認する．Fig. 3に固定設計領域と境界条件を示す．Fig. 3に
示すように，固定設計領域は，0.8m×0.6m×0.04mの直方体
領域とし，境界条件として，両端の面で完全変位拘束，下面
中央 Γ0 において垂直方向に調和加振力 P0cosωt を作用させ



(a) Case 1 (b) Case 2

Fig.4 Optimal configurations

る．この調和加振力の角振動数を ω = 500 [rad/sec]，振幅を
P0 = 1.0×108 とする．なお，本研究では，工学的観点から振
幅 P0 を設定したが，線形問題であるため，最適構造には影
響を与えないことを注記しておく．また，固定設計領域の格
子分割数は 80×60×4とする．すなわち，レベルセット関数
を定義する有限要素は，要素長 1.0×10−2mの六面体一次要
素の構造格子（自由度 12555）である．また，許容される体
積の上限値 Gmax を固定設計領域の 70%とし，レベルセット
関数の初期値はいずれの場合も，固定設計領域の全領域にお
いて φ = 1とする．すなわち，固定設計領域が物体により占
められている形状とする．材料は縦弾性係数 2.16× 1010Pa，
質量密度 7.9×103kg/m3，ポアソン比 0.3の等方線形弾性体と
する．
正則化係数 τ として 1.0×10−3,1.0×10−4 を選択し，それ

ぞれ Case 1，Case 2とする．このとき，得られた最適形状を
Fig. 4 に示す．Fig. 4 に示すとおり得られた最適形状の境界
は滑らかで，また正則化係数 τ の設定値により最適形状の幾
何学的な複雑さが変化していることがわかる．Case 1におけ
る目的汎関数 F は 7.6× 10−11，Case 2 では 7.3× 10−11 であ
り，より複雑な形状が表現できる Case 2の方が良い値を示し
ている．
次に本提案手法のメッシュ依存性を調べる．上記の数値解

析例 Case 2 と，同一条件でメッシュ120× 90× 6 とした場合
を Case 3 とし両者を比較する．このとき得られた最適形状
を Fig. 5に示す．Fig. 5に示すとおり，同じ形状が得られた．
しかしながら，形状の滑らかさという観点からすると，メッ
シュが細かい Case 3の方が良い結果が得られている．正則化
係数が小さな値の場合，メッシュが粗いと形状が正確に表現
できない可能性があり注意が必要である．

7. 結　言
本研究は，ステップ毎にレベルセット関数に基づき境界要

素生成を伴う，三次元境界要素法を用いたトポロジー最適化
を定常動弾性問題に適用した．本研究で得られた結果を以下
に示す．

(1) レベルセット法による形状表現を用いたトポロジー最
適化法に基づいて，三次元境界要素法を用いた体積制
約付変位最小化問題の定式化を行った．

(2) 数値解析例により，本提案手法の妥当性，有効性を検
証した．その結果，明瞭な形状が得られることがわかっ
た．また，本研究における定常弾性問題のベンチマー
クテストにより，メッシュ生成を行いながらの三次元
境界要素法を用いたトポロジー最適化を適切に行うこ
とが可能であるとわかった．
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