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In this research, a large scale multiple scattering problem with several hundread thousand unknowns

per time step is solved by a time-domain fast multipole boundary element method based on the

convolution quadrature method (FM-CQBEM). After the FM-CQBEM formulation is described,

some numerical and MPI (Message Passing Interface) parallelization techniques for implementing

a large scale wave analysis by the FM-CQBEM are discussed. As numerical examples, large scale

multiple scattering fields around many cavities obtained by the FM-CQBEM are shown with the

discussion of parallelization efficiency.
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1. はじめに

本論文では,波動伝搬問題のための演算子積分時間領域高

速多重極境界要素法を,並列処理や数値計算上の注意点を踏

まえた上で,特に大規模な多重散乱問題に適用する.

近年, Lubichにより提案された演算子積分法 (CQM: Convo-

lution Quadrature Method)(1)を時間領域境界積分方程式の畳込

み積分の離散化に用いる演算子積分時間領域境界要素法に関

する研究が行われてきた. 現在までに,スカラー波動問題 (2)

や弾性波動問題 (3)へ適用した例が報告されている. また,演

算子積分時間領域境界要素法の計算時間や記憶容量を削減

するために,高速多重極法を適用する方法についても検討さ

れ,弾性波動問題 (4)や,粘弾性波動問題 (5)への応用等が行わ

れてきた. Lubichの演算子積分法を境界要素法に適用すれば,

時間増分が小さい場合の解の安定性を保つことができる.ま

た,時間領域基本解を直接に利用するのでなく,代わりにラプ

ラス変換域における基本解を用いることができる.そのため,

各ステップ毎の計算は,周波数領域の解法とほぼ同様の手順

で扱えることとなる.また,粘弾性波動問題のような時間領域

で閉じた基本解を求めることが困難な問題でさえも,容易に
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時間領域の解を導くことができる (5).

一方で,近年の計算機ハードウェアの発達は目覚ましく,比

較的容易に並列化計算を実行できる環境が整ってきた.特に

OpenMPやMPI (Message Passing Interface)は,科学技術計算に

特化したプログラミング言語である Fortranを用いたとして

も,十分に性能を発揮し,扱える状況にある. このような状況

を考えれば,演算子積分時間領域境界要素法についても並列

化を施し,いくつかの数値計算上の工夫を取り入れた上で,よ

り大規模な問題を解析できるようにすることは自然な流れで

あると考えられる.

そこで,本研究では,面外波動の散乱問題を例に取り,並列

化された演算子積分時間領域高速多重極境界要素法を,各時

間ステップあたりの未知数が数十万以上の大規模多重散乱問

題へと適用する. 以下では,まず,支配方程式,境界積分方程

式,演算子積分法について簡単に説明した後,面外波動問題に

おける演算子積分時間領域境界要素法の定式化,および高速

多重極法の適用方法について簡単に説明する.そして,実際に

演算子積分時間領域高速多重極法を大規模多重散乱問題へ適

用する場合の,並列化の具体的な方法,数値計算上の注意点に

ついて検討し,数値解析例を示す.最後に,結論,今後の課題等

について述べることとする.



x
1

x
2

incident wave
scattered wave

scatterer

D

S

u
in

D

Fig.1 SH wave scattering by cavities.

2. 面外波動の散乱問題

2.1. 支配方程式

以下では, 2次元直交直線座標系に関する点 xの座標成分

を xi(i = 1, 2)で表現する.さて, Fig.1のような均質で等方な

無限弾性体 D̄ 中における,散乱体 D による面外波動の散乱

問題について考える.入射波 uin が散乱体Dの表面 S に到達

するまで,境界上の面外変位 u(x, t),表面力 p(x, t) (以下,単

に変位や表面力と呼ぶ) は静止過去の条件を満足する. つま

り,時刻 t = 0において,初期条件

u(x, 0) = 0, p(x, 0) = µ
∂u(x, 0)

∂n
= 0 in D̄ (1)

を満足すると仮定する.ここに, ∂/∂nは法線方向微分を表し,

µはせん断弾性定数である.また,変位 uに対する波動方程式

は,時刻 tにおいて以下のように書ける.

∇2u =
1

c2
∂2u

∂t2
in D̄ (2)

u = û on S1, p = p̂ on S2, S2 = S\S1 (3)

ここで cは波速を表し, û, p̂はそれぞれ,変位および表面力に

対する与えられた境界条件を表している.

2.2. 時間領域境界要素法

この散乱問題の解は,次の時間領域境界積分方程式を解く

ことで求まる.

C̄(x)u(x, t) = uin(x, t)+

∫
S

G(x,y, t) ∗ p(y, t)dSy

−
∫
S

T (x,y, t) ∗ u(y, t)dSy (4)

ここで, ∗は時間に関する畳込み積分を表す. また, C̄ は境界

形状に依存するいわゆる自由項 (6)を表し,境界 S を一定要素

で離散化する場合は C̄ = 1/2となる.一方, G(x,y, t)および

T (x,y, t)は 2次元面外波動問題における基本解 (6)および対

応する二重層核である.

通常の時間領域境界要素法では,式 (4)に対して,時間・空間

に適切な離散化を施し,逐次的に第一ステップから解を求め

ていくが,本論文では,式 (4)の畳込み積分の離散化に, Lubich

により提案された演算子積分法を用いる.

3. 演算子積分時間領域境界要素法

3.1. 演算子積分法 (CQM)

演算子積分時間領域境界要素法の定式化を示す前に, Lubich

の方法について簡単にまとめておく.詳しい条件や証明につ

いては文献 (1)等を参照されたい.

　 Lubichは,畳込み積分 f(t) ∗ g(t)を,関数 f(t)のラプラス

変換を用いて離散化近似する手法を提案した.一般的に,畳み

込み積分は次のように表される.

f(t) ∗ g(t) =
∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ, t ≥ 0 (5)

Lubichの方法を用いれば,式 (5)は,時間 t を時間増分 △t を

用いて N ステップに分割することで,次のように近似するこ

とができる.

f(n△t) ∗ g(n△t) ≃
n∑

j=0

ωn−j(△t)g(j△t),

　　　　　　　　　　 (n = 0, 1, . . . , N) (6)

ただし, ωj(△t)は重み関数であり,畳み込み積分の積分核 f(t)

のラプラス変換

f̂(s) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt (7)

により次のように表される.

ωn(△t) ≃ R−n

L

L−1∑
l=0

f̂

(
δ(ζl)

△t

)
e

−2πinl
L (8)

ここで, iは虚数単位である.また, f のラプラス変換 f̂ の存在

を保証するためには,引数の実部が正のときに正則でなけれ

ばならない.一方,式 (8)の δ(ζl)は線形マルチステップ法（差

分法）における生成多項式の商であり,引数 ζl は半径R < 1

の円周上の L等分点を考え, ζl = Re2πil/L によって表される.

そして, Rは目標とする精度 ϵによって決定されるパラメー

タであり,

R =
√
ϵ

1
L (9)

により決定することができる.

3.2. 演算子積分時間領域境界要素法の定式化

式 (6)を用いて,時間領域境界積分方程式 (4)に現れる畳込

み積分を離散化近似する. 以下では,境界上の変位 u や表面

力 pが,各境界要素上で一定の値を取る場合について説明す

る.境界 S をM 個の境界要素で離散化し,選点を各境界要素

中央に取り,式 (4)の畳込み積分を,式 (6)を用いて離散化近

似すれば,第 nステップに関して,次の離散化された境界積分

方程式を得ることができる.

1

2
u(x, n∆t) = uin(x, n∆t)

+

M∑
α=1

n∑
k=1

[
An−k(x,yα)pα(k∆t) − Bn−k(x,yα)uα(k∆t)

]
(10)

ここで,右上添字 αは,点 y に関しての指標を表す.また, Am

および Bm は基本解および二重層核に関する影響関数であ



り,次のように表わされる.

Am(x,y) =
R−m

L

L−1∑
l=0

[∫
S

Ĝ(x,y, sl)dSy

]
e−

2πiml
L (11)

Bm(x,y) =
R−m

L

L−1∑
l=0

[∫
S

T̂ (x,y, sl)dSy

]
e−

2πiml
L (12)

式 (11), (12)において, sl は sl = δ(ζl)/∆tで定義される.また,

δ(ζl)の定義はいくつか考えられるが,本研究では,

δ(ζ) = (1− ζ) +
(1− ζ)2

2
(13)

と定義する. 一方, Ĝ(x,y, s) および T̂ (x,y, s) はラプラス変

換域における 2次元面外波動問題における基本解および対応

する二重層核であり

Ĝ(x,y, s) =
1

2πµ
K0(sr) (14)

T̂ (x,y, s) = µ
∂

∂ny
G(x,y, s) = − s

2π
K1(sr)

∂r

∂ny
(15)

で表される. ただし, Kn は n 次の第二種変形ベッセル関数,

∂/∂ny は点 yにおける法線方向微分であり, r = |x− y|を示
している.また,式 (14), (15)において,以降の表記を簡単にす

るために s = s/cとしている.影響関数 (11), (12)の積分核は,

式 (6), (8)の演算子積分法を用いたことにより,もはや時間領

域ではなく,ラプラス変換域の積分核であることに注意する.

式 (10)において,第 nステップにおける変位 uα(n∆t)や表面

力 pα(n∆t)に関する項を左辺に移行すれば,次の式を得る.

1

2
u(x, n△t)

+

M∑
α=1

[
B0(x,yα)uα(n△t)−A0(x,yα)pα(n△t)

]
=uin(x, n△t)

+

M∑
α=1

n−1∑
k=1

[
An−k(x,yα)pα(k△t)−Bn−k(x,yα)uα(k△t)

]
(16)

式 (16)において, 右辺は境界既知量のみで構成されること

から,初期条件により,第一ステップから順番に,最終ステッ

プまで逐次的に解を求めることが可能である. 具体的に,式

(16)の右辺第二項の
∑M

α=1

∑n−1
k=1 [A

n−k(x,yα) pα(k△t)] を

uRA,n =
∑M

α=1

∑n−1
k=1 [A

n−k(x,yα)pα(k△t)]として行列表示

すると,次の式を得る.

uRA,1

uRA,2

uRA,3

uRA,4

:

uRA,n


=



0

A1p1

A2p1 + A1p2

A3p1 + A2p2 +A1p3

· · · · · · · · · · · ·
An−1p1 + An−2p2 · · · · · ·+A1pn−1


(17)

ここで, pm, uRA,m は,それぞれ pα(m△t), uRA,m に関するベ

クトル表示を表わし, Am は,対応する影響関数から成る小行

列を表している.当然,
∑M

α=1

∑n−1
k=1 [B

n−k(x,yα)uα(k△t)]に

ついても同様に計算することができる.

4. 演算子積分時間領域高速多重極境界要素法

演算子積分法に高速多重極法を適用する場合,式 (17)の行

列ベクトル積の計算に高速多重極法を用いて計算を高速化す

る.ここでは,紙面の都合上,高速多重極法の構成に必要な,い

くつかの式について列挙する. 定式化の詳細は,例えば文献
(2)を参照されたい.

2次元面外波動問題における基本解 (14)の多重極展開は,

点 y近傍に多重極点 y0 を設け,点 y0 から見た x,yの極座標

成分をそれぞれ (r, θ), (ρ, ϕ)とすれば,次の式で表される.

Ĝ(x,y, s) =
1

2πµ

∞∑
n=−∞

Kn(sr)In(sρ)e
in(θ−ϕ)

=
1

2πµ

∞∑
n=−∞

MG
n Kn(sr)e

inθ (18)

ここでMG
n は,基本解に対する多重極モーメントであり,

MG
n = In(sρ)e

−inϕ (19)

で表される.また, In は n 次の第一種変形ベッセル関数であ

る. 一方,二重層核に対する多重極モーメントMH
n はMH

n =

∂MG
n /∂ny で求められる.

高速多重極法を構成する上で必要な M2M, M2L, L2L 等の

移動公式は,それぞれ次の通りである.

M ′
n =

∞∑
m=−∞

MmIn−m(sρ)e−i(n−m)ϕ : (M2M) (20)

Ln =
1

2πµ

∞∑
m=−∞

(−1)mMmKm+n(sρ)e
i(m+n)ϕ : (M2L)

(21)

L′
n =

∞∑
m=−∞

(−1)n−mLmIn−m(sρ)ei(n−m)ϕ : (L2L) (22)

ただし Ln は局所展開係数, M ′
n, L′

n はそれぞれ M2M, L2L に

よって得られる新しい多重極点,局所展開点における多重極

係数,局所展開係数であり,この場合の ρ, ϕは新しい展開点か

ら見た元の展開点の極座標成分を示している.

なお,多重極係数や式 (20), (21), (22)等の各種展開公式は,

次節で述べるような数値計算上の要因で引数の値に応じてス

ケーリングすることができるが (2),本論文ではその詳細は割

愛する.

5. 大規模波動問題に対する数値計算上の注意点

以下では,これまで述べた定式化の下, 1ステップ当たりの

未知数が数十万となるような大規模波動問題に対して,演算

子積分時間領域高速多重極境界要素法を実行する際の数値計

算上の注意点をいくつか示しておく.

5.1. M2Lの切り捨ての検討

前論文 (2)(4)において,変形ベッセル関数 In や Kn の引数

の値に応じて,多重極係数や局所展開係数をスケーリングす
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る方法について述べた. スケーリングを施した理由は,変形

ベッセル関数 In やKn の値が,それらの引数の値によって,非

常に大きく,または小さくなるために,数値計算で扱える範囲

を超えてしまうことが要因であった.実際,例えば基本解 (14)

は, Kn の引数の実部 ℜ[sr]が大きい場合,

Ĝ(x,y, s) =
1

2πµ
K0(sr) ≃

1

2πµ
e−sr (23)

となるため,特に大規模な問題を解析する場合は r の値が大

きくなることにより, Kn がアンダーフローを起こす.前論文

では,高速多重極法を構成する上での近傍セル内に存在する

点 yからの直接計算について,数値計算で必要な 10進桁数を

β とした

ℜ[sr] > β log 10 (24)

を直接計算の切り捨て条件として採用し,引数が大きい場合

に切り捨てを行った. 本論文では,これに基づき,より大規模

問題を解析するために,高速多重極法におけるM2L の計算に

ついても切り捨てを検討する. 以下では,高速多重極法にお

いて,第 1近傍を遠方セルとして考慮した場合について説明

する.

第 1近傍を利用した場合の M2L における各セルの位置関

係は Fig.2のようになる. Fig.2中の中央の黒セル (cell A)を注

目セルとする. cell Aに対して近傍がグレーのセルであり,無

色のセルが遠方セルにあたる.このとき,例えば cell Aと Fig.2

における無色の cell Bとの M2L 関係について考えると,それ

ら cell A, cell B内に存在するソース点 (source)と観測点 (field)

のうち,起こり得る両点の最小距離 (cell間最少距離)の例は,

Fig.2のような状況の場合であり,この時が,同一の s に対し

て基本解 (23)が最大値を取る.よって,この場合のソース点と

観測点との距離,すなわち cell間最少距離を閾値として, cell

A, cell B内における他のソース点と観測点との影響関数の計

算を切り捨てることを考えれば, M2Lにおける切り捨てアル

ゴリズムは次のように定められる.

1. M2L の対象となるセル同士の cell間最少距離を計算

する

2. 1で求めたセル間最少距離を rとし,予め設定した β, s

に対し,式 (24)を計算する

3. 式 (24)が成り立てば, M2Lを切り捨てる.成り立たない

場合は通常通り M2L を実行する.

実際の計算では,引数 srは sr = δ(ζ)r/(c∆t)である. Fig.3に

式 (13)で表わされた引数 δ(ζ)をR = 0.9の場合について,複

素平面上にプロットしたものを示す. Fig.3より, δ(ζ)はおよ

そ 0 < ℜ[δ(ζ)] ≤ 4 程度の値で推移する. 仮に c∆t を要素長

程度の値になるように設定したとしても,解析対象領域がそ

の数 10倍以上におよぶ場合,引数 sr の値は相当に大きくな

り切り捨ての対象となる.

5.2. MPIによる並列化

論文冒頭でも述べたように,近年では,大規模問題において

は,なんらかの並列化手法を併用することが必須であると思

われる.ここでは,演算子積分時間領域高速多重極境界要素法

に MPI並列化を施す場合の方法について述べる.

PWTDアルゴリズムを用いた場合の時間領域境界要素法

についての並列化では,大谷ら (7) は例えば,解くべき問題の

領域をいくつかに分割し, MPIで計算する方法を取っている.

演算子積分時間領域高速多重極境界要素法では,空間に対し

ては高速多重極法を適用するが,各時間ステップにおいて,そ

れらは L回実行する必要がある.演算子積分法の利用は解の

安定性を増す利点を備えるので,時間ステップを通常の時間

領域境界要素法よりも多く取ることができる. そのため,式

(11),(12)の計算に FFTを利用した場合,通常 L = N とするた

め,総時間ステップ数 N が大きければ, 1ステップ当たりの高

速多重極法の実行回数も必然的に増加する.そこで,本研究で

は,解くべき領域を分割し MPI で並列化するのではなく,各

ステップにおいて L 回実行する高速多重極法の計算を MPI

で並列化する.

演算子積分時間領域高速多重極境界要素法で MPI並列化

をする部分を明確にするために,式 (16)の右辺第二項を具体

的に書き直すと,

M∑
α=1

n−1∑
k=1

[
An−k(x,yα)pα(k△t)−Bn−k(x,yα)uα(k△t)

]

=

n−1∑
k=1

Rn−k

L

L−1∑
l=0

M∑
α=1

(∫
S

Ĝ(x,yα, sl)p
α(k△t)dSy

　　　　　　　−
∫
S

T̂ (x,yα, sl)u
α(k△t)dSy

)
e−

2πi(n−k)l
L

]

(25)

となる.式 (25)の実線部分がMPIで並列化される部分である.

つまり,各 lについての実線部分の計算を MPIで並列化する.

MPI並列化を施した場合,各プロセスにおける式 (25)の実線

部分の計算結果は,一度プロセスゼロへとギャザされ, l につ

いての総和を計算することとなる. しかしながら,ここで式

(25)の点線部分は高速フーリエ変換の形で表されていること

に注意する.そのため,もし L = N とした場合は,ギャザされ



Fig.3 δ(ζ) on the complex plane whenR = 0.9.

た L 個の高速多重極法による計算結果の組をプロセスゼロ

において FFTすることで,式 (25)の点線部分についての計算

を高速に実行することができる.こうして FFTを施すことで

得られる L個の計算結果の組は,それぞれ第 k ステップにお

いて,第 k − 1ステップでの境界未知量 pk−1 と小行列An−k

との行列ベクトル積等に他ならない. つまり,例えば,式 (17)

の n = 2ステップ目の計算にて,これらMPI並列化を施し,さ

らにプロセスゼロでギャザした後に FFTより得られる L 個

の計算結果は,それぞれ式 (17)における右辺の 2つの点線で

囲まれたうちの,左側の L個の小行列とベクトル積の結果を

表していることに他ならない.実際の数値計算上では,式 (17)

の左辺に対応する配列を予め用意しておき,第 1ステップか

ら最終ステップまで順番に,境界値が求まり次第,求まった境

界値を用いて高速多重極法を MPIで計算し,その結果をプロ

セスゼロで FFTすることによって各小行列との積の結果を順

次用意した配列に加算していくこととなる.

5.3. 対称性を考慮した影響関数の計算

影響関数の計算 (11), (12)では,パラメータ sl(l = 0, . . . , L−
1)についての計算をそれぞれ実行しなければならない.しか

しながら,式 (11), (12)を,全ての l に対して直接計算するこ

とは, 計算効率の点で好ましくない. そこで, 引数 δ(ζ) の対

称性を考慮することで,影響関数の計算を削減する. Fig.3よ

り,引数 δ(ζ)は, ℜ[δ(ζ)] > 0の範囲内で, l = 0において原点

付近から,反時計周りに l = L/2 で実軸を横切り l = L − 1

まで歪んだ円形の軌跡を描く. このとき,複素平面上の虚部

ℑ[δ(ζ)] > 0 に対応する l > L/2 の部分は実軸に関して対

称であり, ℑ[δ(ζ)] < 0 に対応する l < L/2 の部分と複素共

役の関係にある. したがって, 影響関数を計算する際, まず,

l = 0 . . . L/2について,式 (11), (12)の [ ]内の値を計算してお

き,残りの L/2+ 1から, L− 1についての計算は,引数の対称

性を考慮し, l = 1 . . . L/2 − 1の結果の複素共役を取れば,自

動的に求まることとなる.

6. 数値解析例
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Fig.4 Speedup.

以下,数値解析例を示す. 以下では,離散化された各境界上

の変位 uや表面力 pは一定として計算を行い,空洞の半径を a,

総時間ステップ数とパラメター Lとの関係を N = L,時間増

分を c∆t/a = 0.05とする. また,式 (9)において, ϵ = 1.0e−10

として計算された Rを用いる. M2L の切り捨てについては,

式 (24)で β = 18 とした. 計算は倍精度で行っているが, 切

り捨ての影響ができる限り計算結果に影響を与えないよう,

β = 18と設定している. また,多重極展開や局所展開の無限

和の打ち切り項数は p = 10とした.

6.1. MPI計算効率の確認

はじめに,簡単に MPIを適用した場合の並列化効率を確認

しておく. Fig.4は 1つの空洞を 256要素, 512要素で分割し,

MPI並列化における CPU数 (プロセス数)を変化させた場合

の並列化効率 (Speedup)を示している. ただし,総時間ステッ

プ数を N = 256 とし, CPU数が n 倍になれば計算速度は n

倍となる理想的な状態を Fig.4の実線で示している. 使用す

る CPU数の増加に伴い,プロセス間の通信コスト等が増大す

るため,理想的な状態に一致することはないが,概ね,並列化

による高速化が実現できていることがわかる.

6.2. 大規模多重散乱解析

次に, Fig.5に示すような 1000個の円形空洞による面外波

動の大規模多重散乱解析を行った結果を示す.ただし,空洞は

150.0a × 60.0aの長方形領域にランダムに配置した. 各空洞

は 128個の境界要素に分割した.したがって,全境界要素数は

128, 000,総時間ステップ数を N = 1024 としたため,トータ

ルでは, 128, 000 × 1024 = 131, 072, 000の未知数を求める問

題となる.また,入射波は x2 軸に沿って伝搬する平面波とし,

次のように与えた.

uin(x, t) = u0(1− cos 2πα)

α =


c

λ

(
t− x2 + 30.0a

c

)
for (0 ≤ α ≤ 1)

0 for　 otherwise

(26)

ここで u0 は入射波の変位振幅, λは波長を表している. ただ

し λ/a = 2.0とした. また,並列化については, Fig.6で示され

るように, 1プロセスあたり 1ノードを占有するよう MPIで

8並列を施し,さらに各 MPIプロセス中において, OpenMPに
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Fig.5 Multiple scattering analysis model with 1000 cavities.
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Fig.6 MPI parallelization with OpenMP.

よる計 16スレッドの並列化を行い,合計 8× 16 = 128並列で

計算を行っている. OpenMPは式 (25)における MPIで処理す

る lの内側に存在する近傍セル内の要素に対する直接計算等

で存在する,いくつかのループについて行っている.

Fig.7-(a),(b),(c)は, それぞれ時刻 ct/a = 6.0, ct/a = 23.0,

ct/a = 40.0のときの空洞群周辺の面外波動場を示している.

Fig.7-(a)より,入射波に向かって前面側に存在する空洞による

散乱波を確認することができる. Fig.7-(a),(b),(c)と入射波が,

空洞により散乱されながら,伝搬していく様子が再現されて

いる. 本解析では京都大学学術情報メディアセンターの大型

計算機 Thin SMPクラスタを用い,境界値問題を解くのに要し

た計算時間はおよそ 24時間であった.

7. 結論および今後の展望

本論文では,演算子積分時間領域高速多重極境界要素法を

用いて, 1ステップあたりの未知数が数十万規模となる大規

模多重散乱解析を行った.定式化を示し,実際の数値計算を行

う上でのいくつかの工夫点について紹介した.今後は,並列化

による計算効率についてより詳細に検討すると共に, GPUを

用いた並列化について検討する予定である.
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