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不規則にdangling bondを含む誘電体ハニカム型ボンド構造内で

のレーザ発振現象の有限要素解析
FINITE ELEMENT ANALYSIS FOR LASER ACTION IN HONEYCOMB PHOTONIC
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This paper presents finite element analyses of laser action in honeycomb structures with

randomly positioned dangling bonds for the first time. Lasing phenomena in honeycomb

photonic crystals with random dangling bonds and that without dangling bonds are sim-

ulated. Population inversion of optically active medium, introduced to hexagonal hollows

of honeycomb structures, is modeled by negative imaginary part of relative permittivity.

The ratio of radiative power of amplified light waves and that of non-amplified light waves

are computed as amplification factor. In order to compare properties of those lasing phe-

nomena each other, distributions of electric field amplitudes of lasing states and radiation

directions are investigated. Giant amplifications of the energy of light waves flowing out

from the systems, that is, lasing phenomena are observed in both structures. Random

lasing phenomena occur in honeycomb photonic crystals with random dangling bonds.
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1. はじめに
フォトニック結晶 (1, 2) を共振器として用いたフォトニッ

ク結晶レーザはバンド端周波数で光の郡速度が零になること
利用し，発振閾値の小さいレーザ発振を起こすことが可能で
ある．一方で誘電体不規則構造内でのレーザ発振はランダム
レーザ (3, 4) と呼ばれ，広い周波数帯でのレーザ発振，広角
への発光等，特徴的な性能を有している．ランダムレーザは
誘電体不規則構造内でのフィードバック機構，例えば多重散
乱と干渉効果により起こる光のアンダーソン局在やコヒーレ
ント後方散乱によって起こり得る．ランダムレーザの先行研
究は 2次元の場合は誘電体ロッド，3次元の場合は誘電体の
粒子によって構成される結晶構造内でのレーザ発振に関する
研究が多くを占めている．これらの先行研究では誘電体の位
置，サイズ，誘電率，形など，様々な種類の不規則さを含む
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誘電体構造内でのレーザ発振を対象としている．
誘電体不規則構造を扱った研究の一つに Florescuらによる

ハニカム構造（ハニカムネットワーク）内の誘電体の壁（誘
電体リンク）を不規則に取り除いた構造のバンド構造に関す
る研究がある (5)．この構造はハニカム構造内の隣り合う六
角形中空部分の間の誘電体リンクを取り去り，不規則に中空
部分を連結した構造であり，これまで研究されてきた不規則
構造の不規則さとは異なる新しい不規則構造である．このよ
うなハニカム構造内に不規則に dangling bondを含む系内で
はランダムレージングが起こる可能性があるが，それに関
する研究はまだ見あたらない．そこで，本研究では不規則に
dangling bondを含んだハニカム構造内で起こる TMモード
でのレーザ発振の解析を有限要素法を用いて行った．また，
比較対象として通常のハニカム構造内と全てのリンクを取り
除いた構造内で起こるレーザ発振も解析した．



2. 解析モデル
本研究で解析したハニカムフォトニック結晶の解析モデル

を Fig. 1に示す．中心から半径方向に 10周期（10a）を有し，
ハニカムの六角形中空部分の総数は 331，取り除くことがで
きる誘電体リンクの総数は 930である．取り除かれる誘電体
リンクの形状は直方体であり，Fig. 1の拡大図内に着色され
た直方体として示す．中空部分の中心から誘電体リンクへの
最短距離 LH は Fig. 1 の拡大図内の着色された三角形内で
誘電体充填率が 30%となるように決めた（LH = 0.36228a）．
構造の中心から外向きのベクトルと x 軸との方向のなす角
度を θとし，反時計周りを正とする．解析モデルを作成する
ために必要となるパラメータを Table 1に示す．光学利得媒
質を充填する六角形中空部分の領域を Ωact，誘電体によるハ
ニカム構造の領域を Ωd，ハニカム構造外の開領域を Ωout と
定義する．本研究では開領域での散乱を解析するため PML

吸収境界条件 (6) を実装し，ヘルムホルツ方程式に対して最
適化された吸収関数 (7) を用いる．
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Fig. 1 A honeycomb structure.

Table 1 Parameters to create analysis models.

Parameter 意味 Value

a 周期長（代表長） 1

f 誘電体充填率 0.3

Rout 円 Cout の半径 11a

Lall 解析モデル全体の幅 26a

LPML PML層の幅 a

dangling bondを含む解析モデルの 1つをFig. 2(a)に示す．
本研究では取り除く誘電体リンクが異なる 5つの解析モデルで
計算を行い，得られた結果が共通の現象であるか確認を行って
いる．取り除く誘電体リンクの数は試験的に 100とする．取り
除くリンクは 2つの整数 (IH, IL)（1 ≤ IH ≤ 331, 1 ≤ IL ≤ 6）
を用いて決定する．Fig. 1のハニカム構造内の最上段左端の
六角形中空部分に整数 IH = 1を振り，整数 IH を左から右へ
1ずつ増加させながら各中空部に振っていく．その後，最上
段右端の中空部に与えられた IH に 1を加えた整数を上から
2段目の左端の中空部に与え，2段目の右端の中空部まで同

(a) A honeycomb structure with 100

removed dielectric links (sample 1).

(b) A honeycomb structure with no

dielectric link.

Fig.2 A honeycomb structure with removed dielectric links

様の手順で整数を振って行く．この作業を繰り返し，最下段
右端の六角形の中空部分には整数 IH = 331が振られる．整
数 IH が振られた六角中空部を囲む誘電体リンクに，中空部
中心から右上の誘電体リンクから時計回りに整数 IL を振る．
このようにして，2 つの整数 (IH, IL) の組み合わせにより，
取り除く誘電体リンクを決定する．ただし，決定された誘電
体リンクが既に取り除かれていた場合は取り除かれた誘電
体リンクとしては数えず，再び整数 IH，IL を決め直す．ま
た，六角形の中空部分に光学利得媒質を充填することを想定
し，一番外のリンクは取り除かないものとする．さらに，リ
ンクを取り除いた結果，ハニカム構造から完全に独立した誘
電体が生じた場合，その誘電体は取り除くこととする．IH，
IL は rand関数（0から 1の間の正規分布疑似乱数を生成す
る Fortran 関数）により以下のように決定する．

[IH, IL] = [ Int (331 ∗ RH + 1) , Int (6 ∗ RL + 1) ] (1)

ここで，RH，RL は rand関数によって生成される疑似乱
数，Int (R)は実数Rの整数部を意味する．ただし，IH = 332，
IL = 7となった場合は再度乱数を生成する．本研究では不規
則な構造内でのレーザ発振を解析対象とするため，複数のモ
デルを解析し共通の現象を確認する必要がある．rand 関数
に与える種を変更することで，式（1）において異なる乱数
RH，RL を発生させ，取り除かれた誘電体リンクの配置が異
なるハニカム構造を作成することができる．本研究では誘電
体リンクの配置が異なる 5つのハニカム構造を解析する．

Fig. 3 に本研究で用いた解析モデルの有限要素分割を示
す．節点間距離が周期長をおよそ 40分割する程度の要素分
割モデルを用いた．また，Figs. 1，2(a)，2(b) に示される解
析モデルの節点数はそれぞれ 1042498，1050868，884917，要
素数はそれぞれ 2073954，2090694，1758792 である．

Fig. 3 Finite elements.



3. 電磁波散乱問題の基礎式
本研究では電磁場の調和振動を仮定し，TMモードでの解

析を行った．系の中心 r0 に光源として角周波数 ω で振動す
る分極を仮定し，系の外への放射パワーを計算した．マクス
ウェル方程式から，位置 r = (x, y)の電場 E(r)に関する以下
の方程式を導出することができる．

∇× [∇× E(r)] − ω2

c2
ε(r)E(r) =

ω2

ε0c2
Ddδ(r − r0), (2)

ここで，ε(r) は比誘電率，Dd は分極ベクトル，c は真空中
の光速，ε0 は真空中の誘電率，δ(r)はディラックのデルタ関
数である．
電場 E(r)は場における全ての電場の重ね合わせであるた

め，散乱体が無い場合の電場 Ei(r)と散乱によって生じる電
場 Es(r)の和の形で電場 E(r)を以下のように表す．

E(r) = Es(r) + Ei(r), (3)

ここで，Ei(r)は誘電体が無い場での電場であるため，以下
の方程式を満たす．

∇× [∇× Ei(r)] −
ω2

c2
εoutEi(r) =

ω2

ε0c2
Ddδ(r − r0), (4)

ここで εout は開領域 Ωout の比誘電率であり定数である．
本研究では電場 E(r) が z 方向成分をもつ TM モード，

E(r) = [0, 0, Ez(r)]
T，について数値解析を行った．TMモード

の場合，式 (2)のDdも同様に z成分をもつDd = (0, 0, Dz)
T

で表される．このとき方程式 (4)を満たすグリーン関数は以
下のように表される．

Ei(r) =
ω2

ε0c2
Dd

i

4
H

(1)
0

(ω

c

√
εout |r − r0|

)
, (5)

ここで，iは虚数単位，H
(1)
0 は 0次の第 1種ハンケル関数で

ある．式（3）を式（2）に代入し，さらに式（4）を代入する
ことにより以下の散乱波 Es(r)と光源からの光波 Ei(r)の関
係式を導くことができる．

∇×[∇×Es(r)] −
ω2

c2
ε(r)Es(r)=

ω2

c2
[ε(r)−εout]Ei(r). (6)

上記の方程式から Es(r) を求め，式（3）に代入することで
電場 E(r)を求める．
3.1. 光学利得媒質の反転分布と比誘電率
光学利得媒質の反転分布密度は比誘電率の負の虚部でモ

デル化することができる．本研究ではハニカム構造内の六角
形中空部分を利得媒質で満たした系を想定し，Fig. 1の拡大
図の領域 Ωact の比誘電率に負の虚部 −γ (γ > 0)を与える．
ハニカム構造内の中空部分の領域 Ωact，誘電体領域 Ωd，開
領域 Ωout の比誘電率は以下のように与える．

ε(r) =


1.0 + i(−γ) r ∈ Ωact

4.0 r ∈ Ωd

1.0 r ∈ Ωout

. (7)

ここで，パラメータ γ は光学利得媒質の反転分布密度と比例
関係にあるため，小さい γ で起こるレーザ発振は発振閾値の

低いレーザ発振，つまり利得媒質の反転分布密度が小さくと
も発振可能なレーザ発振である．
3.2. 計算すべき物理量
本研究ではレーザ発振をシミュレートするために系外へ流

出する光の放射パワーの増幅を計算する．電場と磁場の調和
振動を仮定しているため，ポインティングベクトルは時間平
均した以下の形で求める．

〈S〉 = Re

(
E × H∗

2

)
.

利得媒質による光増幅のある場合（γ > 0）と光増幅の無い
場合（γ = 0）の系の外への放射パワーの比を増幅率 Aとし
て，以下のように定義する．

A =

∫
Cout

〈S〉 · nout dl |γ≥0∫
Cout

〈S〉 · nout dl |γ=0
. (8)

ここで，Cout は Fig. 1に示されているハニカム構造全体を
囲む円，nout は円 Cout に対する外向き単位法線ベクトルで
ある．この増幅率は系内の利得媒質が励起された場合に系外
に流出する光のエネルギーの増幅率を表している．

4. 計算結果
4.1. レーザ発振周波数の特定
ハニカム構造内，dangling bond を不規則に含む構造内，

全ての誘電体リンクを取り除いた構造内でのレーザ発振の発
振周波数を調べる．無次元化周波数 0.1 ≤ ωa/2πc ≤ 1.0 の
範囲において，反転分布密度に比例する γ を 0.002，0.005，
0.010に固定して増幅率 Aを計算し，結果を Fig. 4に示す．
ハニカム構造内では γ = 0.002において 0.790 ≤ ωa/2πc ≤

0.820の範囲で他の周波数域に比べ増幅率が大きくなってい
る．Fig. 5に平面波展開法で計算されたハニカム構造のバン
ド構造と Γ − K間において低周波数側から 3，4，5番目のバ
ンドの単位格子内での電場強度分布を示す． Fig. 4 の発振
周波数と Fig. 5のバンド図を比較すると，5番目のバンドが
それぞれM − Γ，Γ − K方向において ωa/2πc = 0.80付近で
バンド端になっており，郡速度が零になっている．また，本
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Fig. 4 Spectrum of the amplification factor in the range

0.1 ≤ ωa/2πc ≤ 1.0 for γ = 0.002, 0.005, and 0.010. The

number of computation points are 10001 for ωa/2πc axis.



Fig. 5 The band structure of the honeycomb structure and

the distributions of electric field intensity, in a unit cell, of

3rd, 4th, and 5th lowest bands on wave vector k = (π/3a, 0).

(a) Real part. (b) Imaginary part. (c) Structure.

Fig. 6 Anti-symmetrical electric field distributions of 4th

band on wave vector k = (π/3a, 0) with respect to the Γ-K

direction. The number of expanded plane waves is 10201.

研究ではハニカム構造の六角形中空部分を利得媒質で満たし
た系を想定しており，5番目のバンドの単位格子内の電場強
度はその中空部分で高くなっている．これらの結果から，5

番目のバンドが励起されて Fig. 4 で示されるように発振を
起こしていると考えられる．
光増幅が無い系（γ = 0）においては保存則が成り立つた

め，光源を囲む微小円上での放射パワーと円 Cout 上での放
射パワーは等しくなるが，周波数帯 0.648 ≤ ωa/2πc ≤ 0.680

では保存則が成り立っていない．4番目のバンドが Γ − K方
向の伝搬において非結合モードであり，また Γ − L方向（L

は K − M間の点）の伝搬において，伝搬方向を軸として非
対称な電場の分布となり，それらによって上記の周波数帯に
おいては Fig. 4 の最上段のハニカム構造内での増幅率の計
算精度が大きく低下している．Γ−M方向の透過が見られな
いことは，その方向に節点が整然と並んでいないため，厳密
に Γ − M方向を有限要素分割で表現できていないことが原
因であると考えられる．4番目のバンドの Γ − K方向を軸と
して反対称な電場の実部と虚部の分布を Fig. 6に示す．
一方で不規則に dangling bond を含むハニカム構造では

γ = 0.002 においては目立った光増幅は見られない．しか
し，γ = 0.005では 0.625 ≤ ωa/2πc ≤ 0.695および 0.800 ≤
ωa/2πc ≤ 0.835においては他の周波数域に比べ増幅率が大
きくなっている．すべての誘電体リンクを取り除いたモデル
の解析ではいくつかの増幅率のピークは見られるものの，顕
著なレーザ発振は観察されなかった．
これらの結果から，ハニカム構造では 0.790 ≤ ωa/2πc ≤

0.820，不規則に dangling bondを含むハニカム構造において
は 0.625 ≤ ωa/2πc ≤ 0.695 および 0.800 ≤ ωa/2πc ≤ 0.835

の範囲において詳細な解析を行う．

4.2. ハニカム構造内でのレーザ発振解析
まず，ハニカム構造内でのレーザ発振の数値解析を行った．

利得媒質は均一に励起されていると仮定し，γは領域 Ωact内
において定数とした．

Fig. 7 に計算された増幅率 A を無次元等周波数 ωa/2πc

とパラメータ γ の関数としてプロットする．増幅率のピーク
の数は 43 であり，それらはレーザ発振が起こっていること
を表している．レーザ発振が起こっている最小の γ の値は
γ = 0.00150である．最も小さい 2つの γ の値で起こってい
るレーザ発振における電場振幅分布，光の放射方向をそれぞ
れ Figs. 8，9 に示す．Fig. 8 は各節点上での電場振幅を円
Cout上での入射電場振幅で無次元した値，|E| / |Ei|Cout

をプ
ロットしている．Fig. 9では角度方向に放射角 θ，半径方向

Fig. 7 Amplification factor computed in the honeycomb

model for the range 0.790 ≤ ωa/2πc ≤ 0.820 and 0.00 ≤
γ ≤ 0.03. The numbers of computation points are 501 and

201 for ωa/2πc and γ axes, respectively.

(a) (ωa/2πc, γ) = (0.79612, 0.00150). (b) (ωa/2πc, γ) = (0.80554, 0.00165).

Fig. 8 Electric amplitude distributions of lasing states of

lowest two thresholds in honeycomb structures in the range

0.790 ≤ ωa/2πc ≤ 0.820.
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(a) (ωa/2πc, γ) = (0.79612, 0.00150).
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(b) (ωa/2πc, γ) = (0.80554, 0.00165).

Fig. 9 Polar plots of radiation directions of lasing states of

lowest two thresholds in honeycomb structures in the range

0.790 ≤ ωa/2πc ≤ 0.820.



に以下で定義される値 Aθ をプロットした．

Aθ =

∫
Cθ

out
〈S〉 · nθ

out dl
/

Lθ
out∫

Cout
〈S〉 · nout dl

/
2πRout

. (9)

ここで，Cθ
outはハニカム構造の中心から θ方向にある円Cout

上の有限要素の一辺であり，nθ
out はその一辺に対する外向

き単位法線ベクトル，Lθ
out はその一辺の長さ，2πRout は円

Coutの円周の長さを表している．つまりAθ は微小線分 Cθ
out

上を通過する単位長さあたりの放射パワーと，円 Cout 全体
を通過する単位長さあたりの放射パワーの比を表している．
電場振幅分布から発振閾値の小さいレーザ発振状態ではいず
れの発振においても，ハニカムの中空部分での電場振幅が大
きくなっていることが確認できる．放射方向に関しては特定
の方向に強く放射する発振が確認できる．
4.3. 不規則に dangling bond を含むハニカム構造内での
レーザ発振解析
次に不規則に dangling bond を含むハニカム構造内での

レーザ発振を解析する．図の見方は前小節と同様である．
Figs. 10，11に不規則に dangling bondを含むハニカム構

造のモデルにおいて得られた増幅率 A を示す．幅広い周波
数帯で数多くの発振ピークを持つランダムレーザの特徴が現
れている．
発振ピークが起こる最小の γの値は発振が起こる反転分布

密度，つまり発振閾値を示しており，0.625 ≤ ωa/2πc ≤ 0.695

Fig. 10 Amplification factor, for the range 0.625 ≤
ωa/2πc ≤ 0.695, computed in the honeycomb structure with

random dangling bonds. The numbers of computation points

are 1001 and 201 for ωa/2πc and γ axes, respectively.

Fig. 11 Amplification factor, for the range 0.800 ≤
ωa/2πc ≤ 0.835, computed in the honeycomb structure with

random dangling bonds. The numbers of computation points

are 501 and 201 for ωa/2πc and γ axes, respectively.

Table 2 Average, minimum, and maximum val-

ues of minimum γ in five models.

発振周波数帯 平均値 最小値 最大値

0.625 ≤ ωa/2πc ≤ 0.695 0.00585 0.00450 0.00735

0.800 ≤ ωa/2πc ≤ 0.835 0.00534 0.00510 0.00555

で γ = 0.00645，0.800 ≤ ωa/2πc ≤ 0.835 では γ = 0.00510

である．取り除かれた誘電体リンクの配置が異なる５つのハ
ニカム構造内でレーザ発振が起こる最小の γ の平均値，最小
値，最大値をTable 2に記す．これらの γの値から誘電体ロッ
ドで構成される 2次元不規則構造のロッド間の空間を利得媒
質で満たした系でのレーザ発振の閾値（0.001 ≤ γ ≤ 0.003）
(8) と比較すると閾値が高い発振であることが確認できる．

Figs. 12，13に周波数 0.625 ≤ ωa/2πc ≤ 0.695での 2つの
最小閾値レーザ発振状態の電場振幅分布と放射方向をそれぞ
れ示す．また，Figs. 14，15に周波数 0.800 ≤ ωa/2πc ≤ 0.835

での 2つの最小閾値レーザ発振状態の電場振幅分布と放射方
向をそれぞれ示す．2つの発振周波数における電場振幅分布
を比較すると，周波数 0.800 ≤ ωa/2πc ≤ 0.835 ではハニカ
ム構造の六角形の中空部内で電場振幅が大きくなっており，
それに対して周波数 0.625 ≤ ωa/2πc ≤ 0.695 では誘電体リ
ンクの中で電場振幅が高くなっていることが確認できる．上
記の電場振幅分布の特徴はそれぞれ Fig. 5 の 5番目と 4番
目のバンドの単位格子内の電場強度分布の特徴と共通して

(a) (ωa/2πc, γ) = (0.63501, 0.00645). (b) (ωa/2πc, γ) = (0.64306, 0.00645).

Fig. 12 Electric amplitude distributions of lasing states of

lowest two thresholds in the honeycomb structure with ran-

dom dangling bonds in the range 0.625 ≤ ωa/2πc ≤ 0.695.

 5  4  3  2  1  0  1  2  3  4  5
0

π/6

π/3
π/2

2π/3

5π/6

π

7π/6

4π/3
3π/2

5π/3

11π/6

(a) (ωa/2πc, γ) = (0.63501, 0.00645).
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(b) (ωa/2πc, γ) = (0.64306, 0.00645).

Fig.13 Polar plots of radiation directions of lasing states of

lowest two thresholds in the honeycomb structure with ran-

dom dangling bonds in the range 0.625 ≤ ωa/2πc ≤ 0.695.



(a) (ωa/2πc, γ) = (0.81708, 0.00510). (b) (ωa/2πc, γ) = (0.80707, 0.00660).

Fig. 14 Electric amplitude distributions of lasing states of

lowest two thresholds in the honeycomb structure with ran-

dom dangling bonds in the range 0.800 ≤ ωa/2πc ≤ 0.835.
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(a) (ωa/2πc, γ) = (0.81708, 0.00510).
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(b) (ωa/2πc, γ) = (0.80707, 0.00660).

Fig.15 Polar plots of radiation directions of lasing states of

lowest two thresholds in the honeycomb structure with ran-

dom dangling bonds in the range 0.800 ≤ ωa/2πc ≤ 0.835.

おり，このような構造内の光の分布からハニカム構造の影響
が dangling bondを含んだ構造でも残っていると考えられる．
特に周波数 0.625 ≤ ωa/2πc ≤ 0.695 では，不規則に誘電体
リンクを取り除くことにより，Fig. 5の 4番目のバンドが励
起されてレーザ発振を起こしている．同様な結果は取り除か
れた誘電体リンクの配置が異なる他の 4つのハニカム構造内
でのレーザ発振の結果においても共通に見られた．

5. 発振閾値および 3次元解析に対する考察
本研究で解析した不規則に dangling bondを含むハニカム

構造内でのランダムレージングは前述の通り，従来の誘電体
ロッドで構成される誘電体不規則構造のロッド間の空間を利
得媒質で満たした系内でのレーザ発振 (8) と比較すると閾値
が高くなる．その原因として，まず，ハニカム構造から取り
除かれた誘電体リンクの数が十分でないため，誘電体構造が
十分に不規則なっておらず，系内での不規則な多重散乱が不
十分であることが考えられる．我々の先行研究では周期系か
ら不規則系への遷移過程において系内でおこるレーザ発振閾
値が上がることが明らかになっており，本解析でも電場振幅
分布にはハニカム構造の影響が強くのこっていることが確認
できる．次に，ハニカム構造の誘電体リンクによって光学利
得媒質内での連続的な散乱が妨げられることが考えられる．
誘電体ロッドで構成される誘電体不規則構造のロッド間の空
間を利得媒質で満たした系では利得媒質が満たす領域がすべ
て連続的につながっているため，光学利得媒質内での連続的
な散乱が可能であるのに対し，ハニカム構造などのポーラス

構造では中空部分を利得媒質で満たすため，利得媒質が満た
す領域が連続的につながっていない．しかし，これらの問題
は取り除く誘電体リンクの数を増やすことで同時に解決でき
る可能性があり，今後の課題となる．
本論文では紙面垂直方向に無限の系を考えていたが，現実

のデバイスでは有限となる．垂直方向の有限性を取り入れた
3次元モデルを解析した場合，入射光が無限に広がる空間へ
の放射モードにより損失するため，レーザ発振の閾値は上が
るものと考えられる．3次元モデルに対する解析は今後の課
題である．

6. 結言
本研究では不規則に dangling bond を含むハニカム構造内

でのレーザ発振を有限要素法を用いて解析を行った．系外へ
放射される光の増幅率を計算し，電場振幅分布と放射方向を
調べることで，電場振幅分布に周期構造の影響が見られるも
のの，上記の構造内ではランダムレージングが起こっている
と結論付けた．また，不規則に dangling bond を含むハニカ
ム構造内でのレーザ発振は，従来のロッド間の空間を利得媒
質で満たした系内でのレーザ発振と比較すると発振閾値が高
くなることが明らかになった．
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