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�� はじめに

近年，金融市場は激しい価格変動にさらされている．その

中でデリバティブ（派生証券）取引の発展は，経済の自由化

やグローバル化にともなう金融リスクの増大，多様化，複雑

化に対して，社会全体として最適なリスクシェアリングを実

現するものとして期待されている．

デリバティブ取引のひとつであるオプション取引は，5&�+�

と �+.
&	���� によってオプション価格の評価式が考案されて

以来，重要なリスク回避の手段として広まっている．しか

し，全てのオプションの支配方程式が解析的に解けるわけ

ではない．何らかの数値解法が必要となるため，現在オプ

ションの価格評価のための数値解法が盛んに研究されている
��� �� �� �� 	�．

本研究では，エネルギーデリバティブにおける先物オプ

ションの価格評価について述べる．オプション価格算出のモ

デルには �+.����2�
� の一因子モデルをとり，数値解法とし

て�����& 5���� ��
+��

 ��5��を用いる ��� �� �
� ��� ��� ���．

�5� とはメッシュレス法における関数近似の一種である．

5&�+� と �+.
&	� の偏微分方程式では，求める先物オプショ

ン価格を，先物オプションの対象となる先物価格と時間の２

つの独立変数で表される関数として扱っており，この偏微分

方程式を数値計算で解く場合，これらの変数の微分項を離散

化する必要がある．偏微分方程式の代表的な数値解法である

有限差分法や有限要素法では，解析領域の要素分割を必要

とし，メッシュに区切って離散化された点を用いて近似する．

しかし，�5�を用いた数値解法では解析領域の要素分割を

必要とせず，メッシュの構造に関係なく，評価点の周りの近

���� 年 �� 月 � 日受付，���� 年 �� 月 � 日受理

傍領域だけを定義し，その内部にあるランダムな点を用いて

解関数を近似することができる．そのため，各タイムステッ

プにおいて全ての評価点周りの解関数を独立して近似するこ

とができる．さらに，ここで用いる �5�は，解の収束性に

優れ，節点の増加にともない解が正解に収束することが知ら

れているため，解析精度の向上が期待できる ���� ��� �	� �
�．

本論文の構成は次のとおりである．第 %節ではデリバティ

ブとオプション取引について述べる．第 7節では，ヨーロピ

アン・先物オプションについての定式化を行う．第  節では，

解析例において数値解と理論解との比較を行い，第 8節で結

論を述べる．

�� オプション

���� コール・オプションとプット・オプション

オプションとは，ある特定の商品 �原資産と呼ばれる�を，

将来のある一定時点（満期日）あるいはそれ以前の一定期間

内（権利行使期間）に，あらかじめ定められた価格（権利行

使価格「行使価格」）で取引する権利のことである．オプショ

ン取引とは，権利を売り・買いする取引のことを指す．オプ

ションの権利のうち，「買う権利」のことをコール・オプショ

ン �+�&& 
,��

�，「売る権利」のことをプット・オプション �,��


,��

�と呼ぶ．

現時点での原資産の価格が � であるとし，ある投資家が

この原資産を一定期間 9$� � :の間に価格�で購入する権利を

与えるコール・オプションを購入したとする．� をオプショ

ンの満期日，9$� � :を行使期間，� を行使価格という．満期

日において原資産価格が行使価格よりも高かった場合，コー

ル・オプションの保有者は権利を行使して，行使価格で原資

産を購入し，それを市場で売却してその差額を得る．原資産



価格が行使価格より低い場合は，買う権利を放棄すれば取引

による損失は発生せず，コストはプレミアム支払相当額に限

定される．

一方，原資産を価格� で売却する権利のついたプット・オ

プションを購入したとすると，もし原資産の価格が下落すれ

ば，プット・オプションの保有者は時価で原資産を購入し，そ

れよりも高い行使価格 � でそれを売却できる．もし価格が

予想以上に上昇していれば，権利を放棄することで損失を抑

えられる．

オプション取引の最終的な損益のことをペイオフという．

オプションを購入した場合は，コール・オプション，プット・

オプションともに先行きの価格変動等で損失が発生しても，

その額はプレミアムの範囲内に限定される．他方，オプショ

ンの売り手はオプション・プレミアムを受け取るが，買い手

の権利の実行に応ずることにともなって，大きな損失が発生

する可能性もある．

���� オプション取引の種類

オプションの権利行使は，ヨーロピアンタイプとアメリ

カンタイプの２種類に大別できる．ヨーロピアン・先物オプ

ションは，満期日 � でのみ権利を行使することができるオプ

ションで，アメリカン・先物オプションは，行使期間内のど

の時点でも権利を行使することができるオプションである．

これらに基づく先物オプションについて以下に述べる．

�� 定式化

���� �+.����2の一因子モデル

まず，5&�+�と �+.
&	�の考案したオプション価格を算出す

る偏微分方程式について述べる．配当支払いのない原資産の

価格 � の挙動は，以下の確率微分方程式で記述できる ����．

��

�
; ���< ��	 ���

オプション価格を 
，原資産のボラティリティを �，リスク

フリーレートを � とし，� が時間に関して一定で，原資産の

価格過程が幾何ブラウン運動に従うとする．原資産が式 ���

を満たすとき，�つの原資産からなるオプションの価格 
 の

支配方程式は次式となる．
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エネルギーデリバティブにおいては，満期の長い先渡しで

は満期の短いものよりボラティリティが小さくなる．5&�+�

と �+.
&	�のモデルはこれに対応していないので，�+.����2

は一因子モデルを考案している �
�．�+.����2は原資産価格

� が平均回帰的な過程をたどることを想定しており，原資産

の価格 � は以下の確率微分方程式で記述している．
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�
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ここで 
 は平均回帰率，すなわち原資産価格が長期価格水

準 �に戻る速さであり，� は原資産のボラティリティ，�は

エネルギーリスクの市場価格である．これより，エネルギー

原資産価格 � と時間に依存するオプション価格が満たすべき

微分方程式は以下のようになる �
�．
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���� 評価方法

�+.����2は原資産価格の動きが式 �7�を満たす場合，先物

価格は満期 � の先渡し価格と等しくなるという境界条件の

もとで，先物価格 � は次の式で与えられることを示した �
�．
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ここで，�� � ��は満期までの期間を表す．


 の � についての偏微分を求めると，次式を得る．
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これを，もう一度 � で偏微分すれば，次式を得る．
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一方，
 の �についての偏微分を求めると，次式を得る．
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式 �!�，�=�，�#�を式 � �に代入すると，次式を得る．
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上式を整理すると，最終的に以下の式に帰着する．
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���� ペイオフ条件

ヨーロピアン・コール・先物オプションの場合，満期時点

におけるペイオフは次式で与えられる．


 ��� � � ; ��3�� �� ���� $� ����

また，ヨーロピアン・プット・先物オプションの境界条件は

次式で与えられる．


 ��� � � ; ��3�� � � �� �� $� ��%�

ここで，� はオプションの行使価格であり，��3�� � �� $�

は �� ���と $の大きい方の値をとる．

���� �����& 5���� ��
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本研究では以下に示す �5� を定式化に用いて比較する．

ここで �� は評価点 � に対する 
 を近似するためのデータ

点である．
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を用いた数値解法

式 ��$�において，演算子を

� ;
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%
�
�
�
� ��

�� �
� � ��!�

とおくと，式 ��$�は次式となる．
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式 ��=�をクランク・ニコルソン法によって離散化すると次式

を得る ��
�．

�
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ここで，係数 � は $ � � � � の範囲でとられる．@�は微小

期間である．また，��� は次式で定義される微分演算子で

ある．
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ここで

� ; ��� ��@� � � ; �@�

先物オプション価格 
 を �� を用いて次式で近似する．
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ここで，� は近似データ点の個数，��� は時刻 � における未

知係数を示す．式 ��#�に式 ��>�を代入すると次式を得る．

�	
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�
����
� ��� ;

�	
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���� アルゴリズム

�5�を用いた数値解法のアルゴリズムは次のようになる．

�) スポット価格 � ; $から � ; ��	
 の間に� 個のデー

タを均等にとり，� ; $ から � ; � の期間を� 分割

する．

%) 式 �8�により，各 � の値に対して満期 � における先物

価格 � を求める．

7) 7)7 節で示した境界条件より，各 � の値に対して満期

� ; � における 
 � を求める．
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 ) 式 ��>�で 
 � を近似し，満期時点の未知係数値 ��� を

求める．

8) �� � �@�とする．

!) 式 �%$�を解いて ��� を求める．

=) �� ��@�とする．

#) � �; $の時は 8へ戻り，� ; $の時に次に進む．

>) � ; $の時点の ��� が求まれば，それを式 ��>�に代入し

て 
 � が求まる．

�� 解析結果

���� パラメータの影響

�5�関数におけるパラメータ � を決定するために表 �の

ようにパラメータを設定して，タイムステップ数� ; 7$$，

データ点の個数 � ; !�として���.	����+� =)$で解析を行

い，異なる �に対して相対誤差 �を計算する．式 �%$�の係数

行列 ��� の条件数も示す．数値解 
��� と理論解 
�	
� の

相対誤差 �は次式より求める．

� ;
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 ��� � ����� � 
 ��� � ���	
� 	 �%��

��
���の場合

�D"�5�の場合の解析結果を図 �に示す．図 �において，

実線は数値解の相対誤差 �を，破線は係数行列 ��� の条件数

を示す．�の値が大きくなるにつれて理論解との誤差は小さ

くなるが，係数行列の条件数は大きくなっていくことがわか

る．���.	����+�のアルゴリズムによれば，条件数は �$� 以

上になると計算精度が保証されない．そこで，条件数が �$�

よりも小さく，誤差が最も小さい値として，� ; %�% を採用

する．

� ; %�%，タイムステップ数� ; 7$$として，資産のデー

タ点の個数� を変化させた場合の解析結果を表 %に示す．こ

れらの中では，データ点の個数を � ; !�とするのが良いこ

とがわかる．

� ; %�%，データ点の個数を� ; !�として，タイムステッ

プ� を変化させ，誤差を計算した結果を図 %に示す．タイ

ムステップ数を増やすに従い誤差は収束していく．� ; 7$$

は十分な精度を示していることがわかる．
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以上より，�5�のパラメータ �，タイムステップ数�，資

産のデータ点の個数� の値を決定して解析を行った結果を

図 7に示す．図 7を見ると，�D"�5�を用いた解析解 
���

と理論解 
�	
� は，ほぼ一致していることがわかる．

���
���の場合

��D"�5�の場合について，同様にパラメータ評価を行っ

た結果を図  ，図 8，表 7 に示す．図  において，実線は数

値解の相対誤差 �を，破線は係数行列 ��� の条件数を示す．

図  より � ; 7��，図 8 より� ; 7$$，表 7 より � ; !� と

する．数値解 
��
���� と理論解 
�	
��
����� の比較を図 !

に示す．図 !を見ると，��D"�5�を用いた解析結果と理論

解は，ほぼ一致していることがわかる．

��������
���の場合

?������
"�5�の場合について，同様にパラメータ評価を

行った結果を図 =，図 #，表  に示す．図 =において，実線は
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数値解の相対誤差 �を，破線は係数行列 ��� の条件数を示

す．図 =より � ; $�#，図 #より� ; 7$$，表  より � ; !�

とする．数値解 
������������ と理論解 
�	
��
����� の比較

を図 >に示す．図 >を見ると，?������
"�5�を用いた解析

結果と理論解は，ほぼ一致していることがわかる．

���� �5�の比較

7 つの �5� について計算誤差を図 �$ に示す．これより

?������
"�5����D"�5���D"�5� の順で，精度が良いこ

とがわかる．

計算には，�AE'F
�	&��� A	
�������  �AE 7)%$?G2��)$$

?5 ��� を用い，数値解析には，���.	����+�=)$を用いて

プログラムを作成している．計算時間の比較を図 ��に示す．
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��*) > �	��&�� 4� ?������
 �5�

図 ��を見ると，�D"�5����D"�5��?������
"�5�の順で

計算時間が短いことがわかる．

�� 結論

本研究は，�つのエネルギーを資産とするヨーロピアンタ

イプのプット・先物オプションについて，�����& 5���� ��
+"

��

��5��を用いたメッシュレス法で解析を行った．

最初に，パラメータ評価を行ってから，数値解を理論解と比

較した．その結果，各�5�ともに，数値解と理論解はほぼ一

致するという結果を得られた．計算精度の点では，?������


�5�，��D"�5�，�D"�5� の順で高い精度を示した．ま

た，計算時間の点では，�D"�5� と ��D"�5� は同程度，

?������
 �5�は他よりも計算時間が長いという結果が得ら

れた．これらの結果から，計算精度だけを求めるなら，�5�

関数として?������
 �5�を用いるのが最適であるが，計算

速度を考慮すると�D"�5� と ��D"�5� はほぼ同じ時間

の計算速度なので，総合すると ��D"�5�を用いるのが良

いと結論づけられた．

今後は，実データからのパラメータ推定を含めた具体的な

実例に対する適用について研究をすすめていきたいと考えて

いる．
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