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On a numerical solution of boundary value problems for

Helmholtz’ equation in a domain with disturbed periodicity

森田　樹一郎 1)，西村　直志 2)

Juichiro MORITA and Naoshi NISHIMURA

1)京都大学大学院情報学研究科 (〒 606-8501京都市左京区吉田本町 E-mail: jmorita@acs.i.kyoto-u.ac.jp)

2)京都大学大学院情報学研究科 (〒 606-8501京都市左京区吉田本町 E-mail: nchml@i.kyoto-u.ac.jp)

This paper presents a method of analysis for boudary value problems on a domain with disturbed

periodicity for Helmholtz’ equation in 2D. Floquet’s transform is an important ingredient in our

formulation, which converts non-periodic functions into periodic functions. We apply periodic FMM

to our problems with the help of Floquet’s transform. We then validate the proposed method by

comparing numerical results with those obtained with the conventional approaches.
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1. 序論

近年,フォトニック結晶やメタマテリアルをはじめとする

周期構造に起因した特徴的な性質を示す物質 (1) が新たな光

学材料として注目を集めている. 例えば,フォトニック結晶は

微小な誘電体が周期的に配列した構造を持ち, 周期構造によ

り特定の周波数の波が透過しないストップバンド特性を有す

ることが知られている.

一方, こういった材料の設計のために, 周期構造の波動散

乱問題の高速・高精度な数値解法の開発が望まれている. 周

期波動問題の数値解法としては有限差分時間領域法や有限要

素法, 周期多重極境界要素法 (2) などが挙げられるが, このう

ち,周期多重極境界要素法は特に有効であると考えられる.

実際,境界要素法は対象とする領域の境界のみの離散化に

よって解析を行うことができる点から, 特に無限領域での波

動散乱問題において有利である特色を持つ (3). また,高速多

重極法を適用することで境界要素法の最大の欠点である計算

量の問題を大きく改善することが可能である (4).

周期多重極境界要素法は, 対象領域と入射波が共に周期性

を持つような周期領域周期境界値問題に対して, 周期 Green

関数を用い, 周期単位であるユニットセルと多重極法のレ

ベル 0 の box を同一視することでその影響を評価する手法

である. これまでに, Helmholtz 方程式 (2), Maxwell 方程式
(5), Navier-Cauchy の方程式 (6) などにおいてその有効性が確

認された.
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さらに,対象とする領域は周期的であるが入射波には周期

性が無いような周期領域非周期境界値問題にも周期多重極法

を用いた解法が提案されている (7). このような問題は支配

方程式の解が周期境界条件を満たさないため, 周期多重極法

を直接用いることはできない. しかし, Floquet変換と組み合

わせることで, 周期多重極法を用いて解を求めることが可能

になる.

一方, 完全なストップバンド特性を持つフォトニック結晶

構造に人為的な欠損部分を作ることで光の局在モード, ある

いは光を自在に伝搬させる導波管を実現できると考えられて

いる. しかしながら, 従来の周期多重極法では, 周期性の乱

れを含んだ領域を持つ問題を厳密に扱うことは出来ず, 乱れ

を含んだ十分大きな周期を持つスーパーセル問題として扱

う近似解法が知られているのみである. そこで,本論文では

Helmholtz方程式を支配方程式とする 2次元領域において, 入

射波は周期的であるが対象領域の周期構造の一部分が欠損

している境界値問題に対して, Floquet変換を用いて周期多重

極法を適用するアルゴリズムを提案する. すなわち,一般に

Floquet変換された関数は周期関数であるという性質を利用

して, 非周期境界値問題を周期多重極法の適用が可能な問題

へ帰着させる. さらに,提案手法によって得られた数値解と

従来の周期多重極法による近似解との比較により精度の検証

を行う.



2. 定式化

2.1. 周期領域周期境界値問題

本論文の主題である周期性の乱れを含んだ領域における

境界値問題の解法の定式化を行うためには, 完全な周期領域

における境界値問題の解法である周期多重極法の諸式が必要

になる. そこで本節では,周期領域周期境界値問題の定式化

と周期多重極法について必要最小限を記す. 周期多重極法の

詳細については Otani and Nishimura(2) を参照されたい.

Fig.1 Periodic domain for x1 axis.

Fig.1 のように x1 方向に周期 L の周期性を持った 2 次元

領域を考える. 各周期単位は部分領域 Dと D′ から成ってお

り, Dは無限領域であるとする.

いま,各領域において Helmholtz方程式

(∆ + k2)u∞ = 0 in D (1)

(∆ + k′2)u′∞ = 0 in D′ (2)

を満たす解 u∞, u′∞ を境界条件

u∞ = u′∞
1
ε

∂u∞
∂n
=

1
ε′
∂u′∞
∂n

on Γ (3)

と周期境界条件

u∞(x1 + L, x2) = eiβu∞(x1, x2)
∂u∞
∂x1

(x1 + L, x2) = eiβ ∂u∞
∂x1

(x1, x2)
(4)

および, Dにおける散乱波 us
∞ = u∞ − uI に対する放射条件の

もとで解く.ここに, u∞, u′∞ はそれぞれ各領域の閉包 D̄, D̄′ で

定義される関数, k = ω
√
ε, k′ = ω

√
ε′ は波数, ωは角振動数, β

は位相差, ε, ε′ はそれぞれ領域 D, D′ における誘電率, Γは

∂D∩ ∂D′ を表す. 入射波 uI は平面波とし, uI の法線微分を qI

とする. また,
∂

∂n
は法線微分であり法線ベクトルの向きは D′

から D側を向いた方向に定める.

上記の問題に対応する境界積分方程式は次のように表現

される.  −(D−β + D′) (εS −β + ε′S ′)

−( 1
ε
N−β + 1

ε′ N
′) (D∗−β + D∗′)


u∞q∞

 =
uI

qI

 (5)

ここに, S , D, D∗, N, S −β, D−β, D∗−β, N−β は,それぞれ

S v =
∫
Γ

G(x − y)v(y)dS y (6)

Dv =
∫
Γ

∂G(x − y)
∂ny

v(y)dS y (7)

D∗v =
∫
Γ

∂G(x − y)
∂nx

v(y)dS y (8)

Nv =
∫
Γ

∂2G(x − y)
∂nx∂ny

v(y)dS y (9)

S −βv =
∫
Γ

G−β(x − y)v(y)dS y (10)

D−βv =
∫
Γ

∂G−β(x − y)
∂ny

v(y)dS y (11)

D∗−βv =
∫
Γ

∂G−β(x − y)
∂nx

v(y)dS y (12)

N−βv =
∫
Γ

∂2G−β(x − y)
∂nx∂ny

v(y)dS y (13)

で定義される積分作用素であり, G は 2 次元 Helmholtz 方程

式の基本解

G(x − y) =
i
4

H(1)
0 (k|x − y|) (14)

を, G−β は周期境界条件を満たす周期 Green関数

G−β(x − y) =
∞∑

n=−∞
eiβnG(x − y − nLe1) (15)

を表している. G−β という表記は後で導入する Floquet 変換

との整合性からこのようにした. また, H(1)
n は n 次の第一種

Hankel 関数, q∞ =
1
ε

∂u∞
∂n
=

1
ε′
∂u′∞
∂n
であり, e1 は x1 方向の単

位ベクトルを表す.

周期高速多重極法とは,与えられた u, qに対して, 式 (5)の

左辺を高速に計算する手法である. 式 (5)を離散化して得ら

れる線形方程式を反復法で解くことにより, これを効率良く

解くことができる.

2.2. 周期性に乱れを含む領域における境界値問題

本節以降では周期性に乱れのある領域における境界値問

題を考える.

Fig.2 Domain with disturbed periodicity.

Fig.2のように x1 方向に周期 Lの周期性を持った 2次元領

域において,周期構造の一部分 (n = 0)が欠損している問題を

考える.領域は部分領域 Dと D′ から成っており, Dは無限領

域であるとする. また (n− 1/2)L < x1 < (n+ 1/2)Lの部分にお

いて Γn = ∂D ∩ ∂D′ とする. n = 0においては物理的な境界は

存在しないが定式化の便宜上, 仮想境界 Γ0 を定義しておく.



いま,各領域において Helmholtz方程式

(∆ + k2)u = 0 in D (16)

(∆ + k′2)u′ = 0 in D′ (17)

を満たす解 uを,境界条件

u = u′

1
ε

∂u
∂n
=

1
ε′
∂u′

∂n

on Γ =
⋃
n,0

Γn (18)

および, Dにおける散乱波 us = u − uI に対する放射条件のも

とで求める. 以下では簡単のため,周期長を L = 1とし, uI は

平面波の場合のみを考える.

上記の問題に対応する境界積分方程式は次のように表現

される.

um(x)
2
= uI(x)+

∞∑
n=−∞

∫
Γn

∂G(x − y − ne1)
∂ny

un(y)dS y

−
∞∑

n=−∞

∫
Γn

εG(x − y − ne1)qn(y)dS y

x ∈ Γm (m ∈ Z) (19)

qm(x)
2
= qI(x)+

∞∑
n=−∞

∫
Γn

1
ε

∂2G(x − y − ne1)
∂nx∂ny

un(y)dS y

−
∞∑

n=−∞

∫
Γn

∂G(x − y − ne1)
∂nx

qn(y)dS y

x ∈ Γm (m ∈ Z) (20)

un(x)
2
= −
∫
Γn

∂G′(x − y)
∂ny

un(y)dS y

+ ε′
∫
Γn

G′(x − y)qn(y)dS y

x ∈ Γn (n , 0) (21)

qn(x)
2
= −
∫
Γn

1
ε′
∂2G′(x − y)
∂nx∂ny

un(y)dS y

+

∫
Γn

∂G′(x − y)
∂nx

qn(y)dS y

x ∈ Γn (n , 0) (22)

u0(x)
2
= −
∫
Γ0

∂G(x − y)
∂ny

u0(y)dS y

+ ε

∫
Γ0

G(x − y)q0(y)dS y

x ∈ Γ0 (23)

q0(x)
2
= −
∫
Γ0

1
ε

∂2G(x − y)
∂nx∂ny

u0(y)dS y

+

∫
Γ0

∂G(x − y)
∂nx

q0(y)dS y

x ∈ Γ0 (24)

ここに,関数 un, qn はそれぞれ関数 u, qの定義域を Γn に制限

したものである.

2.3. Floquet変換

2.2節に示した境界値問題は u, qが周期境界条件を満たさ

ないため, そのままでは周期多重極法で解くことはできな

い. そこで,境界積分方程式に Floquet変換を施す.

1 変数関数 f (x) に対する Floquet 変換 f α(x) を次式で定義

する.

f α(x) =
∞∑

n=−∞
f (x + n)eiαn (25)

以下では, f α(x)のように関数の Floquet変換を上付き添字 αで

表すことにする. また,逆 FLoquet変換は次式で与えられる.

fn(x) = f (x + n) =
1

2π

∫ π

−π
f α(x)e−iαndα (26)

一般に, Floquet変換された関数 f α(x)は次のような周期性を

持つ.

f α(x + n) = f α(x)e−iαn (27)

また公式

∞∑
n=−∞

eiαn = 2πδ(α) (−π < α < π) (28)

より,位相差 βの周期性 (4)をもつ関数 u∞, q∞ の Floquet変換

を uα∞, q
α
∞ とすると,

uα∞ = 2πδ(α + β)u∞ (29)

qα∞ = 2πδ(α + β)q∞ (30)

となる. ここに, δ(α) は Dirac のデルタ関数である. 特に,入

射波は (29), (30)を満足する.

2.4. Floquet変換された積分方程式

Floquet変換された積分方程式は次のように表される. −(Dα + D′) (εS α + ε′S ′)

−( 1
ε
Nα + 1

ε′ N
′) (D∗α + D∗′)


uαqα


+

 −(D − D′) (εS − ε′S ′)
−( 1
ε
N − 1

ε′ N
′) (D∗ − D∗′)


u0

q0

 =
uαIqαI

 (31)

領域の周期性に乱れを含んだ問題の解 un, qn と周期領域周期

境界値問題の解 u∞, q∞ の差を Γn に制限したものを ũn, q̃n と

すると, un, qn は次のように書ける.

un(x) = u∞(x)eiβn + ũn(x) (32)

qn(x) = q∞(x)eiβn + q̃n(x) (33)

領域の周期性に乱れを含んだ問題の解は漸近的に周期領域周

期境界値問題の解 u∞, q∞ に近づくものと考えられるので ũn

は n→ ∞のとき 0に近づくものとする. 式 (29), (30), (32), (33)

より u, qの Floquet変換は

uα(x) = 2πδ(α + β)u∞(x) + ũα(x) (34)

qα(x) = 2πδ(α + β)q∞(x) + q̃α(x) (35)



であり,積分方程式 (31)は

2πδ(α + β)


uI

qI

 −
 −(D−β + D′) (εS −β + ε′S ′)

−( 1
ε
N−β + 1

ε′ N
′) (D∗−β + D∗′)


u∞q∞




−
 (D − D′) −(εS − ε′S ′)
( 1
ε
N − 1

ε′ N
′) −(D∗ − D∗′)


u0

q0


+

 −(Dα + D′) (εS α + ε′S ′)

−( 1
ε
Nα + 1

ε′ N
′) (D∗α + D∗′)


ũαq̃α

 = 0 (36)

となる.式 (36)は,次の 2つの式が満たされるとき成立する. −(D−β + D′) (εS −β + ε′S ′)

−( 1
ε
N−β + 1

ε′ N
′) (D∗−β + D∗′)


u∞q∞

 =
uI

qI

 (37)

 −(Dα + D′) (εS α + ε′S ′)

−( 1
ε
Nα + 1

ε′ N
′) (D∗α + D∗′)


ũαq̃α


=

 (D − D′) −(εS − ε′S ′)
( 1
ε
N − 1

ε′ N
′) −(D∗ − D∗′)


u0

q0

 (38)

したがって,本研究では式 (37), (38)を解く. 式 (37)は式 (5)

に一致すること, 及び式 (37), (38) はともに周期多重極法を

用いて解くことができる点に注意する. ここで,式 (26), (32),

(33)より

u0(x) = u∞(x) +
1

2π

∫ π

−π
ũα(x)dα (39)

q0(x) = q∞(x) +
1

2π

∫ π

−π
q̃α(x)dα (40)

が制約条件として課される.

また,解 ũα, q̃α が得られると, n番目の周期単位における解

un, qn は式 (26)を用いて次のように計算できる.

un(x) = u∞(x)eiβn +
1

2π

∫ π

−π
ũα(x)e−iαndα (41)

qn(x) = u∞(x)eiβn +
1

2π

∫ π

−π
q̃α(x)e−iαndα (42)

2.5. 数値計算法

本研究で用いた式 (37), (38), (39), (40)の数値計算方法を以

下に示す.

1. 積分方程式 (37) を u∞, q∞ について周期多重極法を用

いて解く.

2. u0, q0 の初期値を u0 = u∞, q0 = q∞ とする.

3. 与えられた u0, q0 に対して積分方程式 (38)を ũα, q̃α に

ついて周期多重極法を用いて解く. このとき 4. で ũα

の αに関する数値積分 (39), (40)を計算するため, 数値

積分法が要求する αの数に応じて繰り返し周期多重極

法を実行する.

4. 制約条件 (39), (40)より u0, q0 を求める.

5. 上記の 3と 4を各反復毎の u0, q0 の相対誤差が十分に

収束するまで反復して計算を行う. 数値計算例では停

止条件を
‖ũ(k) − ũ(k−1)‖L2(Γ0)

‖u(k)‖L2(Γ0)
< 10−5 とした.ここに ũ(k) は

k回の反復計算を行ったときの ũの値である.

6. 式 (41), (42)より un, qn を計算する.

なお, 4.において式 (39), (40)の被積分関数は α = ±k+2nπにお

いて,一般に何らかの特異性を持つ. この特異性は Rayleighの

anomaly と呼ばれる. Rayleigh の anomaly は積分区間 [−π, π]
において最大で 2 点存在する. この 2 点を α± とする. 区間

[−π, π] を 3 つの区間 [π, α−], [α−, α+], [α+, π]に分割して積分

を行う. ここでの数値積分の計算には Gauss 求積法を用い

る. 数値計算例では,各区間における数値積分の分点数をそ

れぞれ 20とした.

3. 数値計算例

本節では 2.5節に示した手法を用いて 2.2節で定式化した

問題を解き,得られた計算結果を示す.以下では各周期単位に

含まれる領域は半径 0.4の円であるとし, ω = 2.0とした. な

お,周期多重極法における線型方程式の反復解法には GMRES

を用い, その許容誤差を 1.0 × 10−5 とした. また,線型方程式

には Calderonの式に基づく前処理 (8) を施した.

3.1. 反復回数

外部の領域の誘電率 ε = 1.0に対して散乱体内部の誘電率

ε′ の値を変化させたとき, 相対誤差
‖ũ(k) − ũ(k−1)‖L2(Γ0)

‖u(k)‖L2(Γ0)
が 10−5

を下回るまでに要した反復回数を Fig. 3 に示す. 誘電率の

コントラストが大きくなるにつれ反復回数が増加している

ことがわかる. また, ε < ε′ の場合には特異点が現れること

があり, その近傍では収束が遅くなっていることが見てとれ

る. 一方, ε > ε′ の場合には, このような特異点は現れないこ

とが知られている (9).
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Fig.3 The number of iterations v.s. permittivity of in-

clusion.

3.2. ε > ε′ の場合

まず, 外部の領域の誘電率 ε に対して, 内部の領域の誘

電率 ε′ が小さい場合について数値計算例を示す. ε > ε′

のとき, Rayleigh の anomaly 以外の特異点は現れない. この

ことは式 (39) の被積分関数の分布から確かめることができ



る. 式 (39) の被積分関数 ũα(x) の実部を, x を固定して α に

関してプロットして, Fig.4 を得た. 同図は誘電率をそれぞ

れ ε = 1.0, ε′ = 0.5, 入射角を φ = 1.0[rad] としたときの境

界上の点 x = (0.135, 0.376) におけるグラフである. これよ

り, α ≈ ±2.60に Rayleighの anomalyによる特異点が現れてい

ることが確認できる.
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Fig.4 The integrand of the inverse Floquet transform

v.s. Floquet parameter α in the case of ε > ε′.

提案手法の妥当性を検証するため,同様の問題を従来の周

期多重極法で解き,計算結果の比較を行った.ここでは参照解

として Fig.5のように, Fig.2の問題の周期単位 Lの N 倍の周

期単位を持ち, 各周期単位が欠損部分を含むようなスーパー

セル問題を考える.この問題は従来の周期多重極法で解くこ

とができ, さらにスーパーセル問題の解は NLが大きくなる

につれて 2.2節の解に近づくと考えられる. 周期境界値問題

Fig.5 Supercell problem (NL = 5.0).

の周期長 NL = 5,誘電率をそれぞれ ε = 1.0, ε′ = 0.5,入射角

を φ = 1.0[rad] としたときの, 境界上での解 u(x) の実部の x

に関するプロットを Fig. 6に示す. 提案手法による解とスー

パーセル問題の解が良く一致している. また, NLを変化させ

たときのスーパーセル問題の数値解 uconv(x)と提案手法によ

る解 u(x)の Γ0 における相対誤差
|u − uconv|
|u| の最大値を Fig. 7

に示す.これより NLが大きくなるにつれ, uconv(x)が u(x)に

近づいていることがわかる.

3.3. ε < ε′ の場合

次に,外部の領域の誘電率に対して,内部の領域の誘電率が

大きい場合について数値計算例を示す.

誘電率をそれぞれ ε = 1.00, ε′ = 1.20, 入射波の周波数

ω = 6.41入射角を φ = 0.5[rad]としたとき, x = (0.135, 0.376)

における (39)の被積分関数 ũα(x)の実部を αに関してプロッ

トしたものが, Fig.8である.
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Fig.6 Comparison of the result with proposed method

and that with supercell approximation
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Fig.7 Maximum relative error v.s. period of supercell

(NL).

α ≈ ±0.124 の Rayleigh の anomaly 以外に, α ≈ ±0.27 の付

近に anomalyが現れていることが見てとれる. この点におい

て被積分関数は一見,発散しているように見えるが, ピーク

の値は有限値であることを確認した. 実際,この値が無限大

になるのであれば, 対応する αに対して導波モードが存在す

ることになる. この様なモードはいわゆる embedded mode(9)

である. しかし,その様なモードは散乱体の形が x2 に対して

対称で α = 0のときに存在することが知られているが, それ

以外では知られておらず, ここでもいわゆる Leaky mode に

なっていると考えられる.

ε < ε′のもとで入射波の周波数を変化させたときの提案手法

による解とスーパーセル問題 (NL = 5.0, NL = 7.0, NL = 9.0)

の解との比較を行った. 誘電率をそれぞれ ε = 1.0, ε′ = 1.2, 入

射角を φ = 0.5[rad] とし, 境界上の点 x = (0.388, 0.098) にお

ける解を Fig. 9に示す. ここでの式 (41),(42)の数値積分の計

算では, 3つの区間 [π, α−], [α−, α+], [α+, π]について分点数を

それぞれ 100 とした. この結果からスーパーセル問題の場

合には, 欠損部分が周期的に含まれていることにより生じる

特異点が現れていると考えられる. また, ε > ε′ の場合と比

べて, 提案手法による解とスーパーセルによる近似解は良好

な一致を示さなかった. この原因として以下の 2つが考えら

れる.
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Fig.8 The integrand of the inverse Floquet transform

v.s. Floquet parameter α in the case of ε < ε′.

• スーパーセル問題において, 欠損部分の周期性に起因

した anomaly が発生するため, NL → ∞ としたとき
に, スーパーセル問題の解が収束しない可能性がある.

• Fig. 8に示したように, 式 (39), (40)の被積分関数に現

れるピークの影響により, 数値積分の精度が悪化して

いる可能性もある.
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Fig.9 Comparison of the result with proposed method

and that with supercell approximation

4. 結論

本研究では,周期性の乱れを含んだ領域における境界値問

題に対して, Floquet変換を用いることにより周期多重極法を

適用して数値解を計算する手法を提案した. 第 3節の結果よ

り, Rayleighの anomaly以外の特異点の現れない, 散乱体内

部の誘電率が外部の誘電率よりも小さい場合について, 計算

結果の妥当性が確かめられた.

しかし,散乱体内部の誘電率が外部の誘電率よりも大きい

場合には, Woodの anomalyと総称される Rayleighの anomaly

とは異なる性質を持つ anomaly が現れることがあり, スー

パーセル近似は現実的でない事があり得る. この場合,本手法

のような厳密な解法が必要であると考えられる. ただし,本

手法も現状では精度上の問題や収束性能など, 改善の余地が

多くあり, 今後の研究が必要である.
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