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埋め込み境界法を用いたLattice Kineticスキームによる
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We verify the immersed boundary-lattice kinetic scheme (IB-LKS) by simulating different

cases; a flow over a circular cylinder, a neutrally buoyant particle migration in a linear

shear flow, and sedimentation of circular particles in a viscous fluid. Comparison between

the numerical results and those of previous studies demonstrates the validity of the IB-

LKS for calculation of vicious incompressible flow with suspended solid particles. The

IB-LKS is one solution approach for the problem of the velocity slip that is observed in

the cylindrical Couette flow simulation with the Immersed boundary-lattice Boltzmann

method.
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1. はじめに

格子ボルツマン法（Lattice Boltzmann Method, LBM）(1)

は，等間隔のデカルト座標上に配置された粒子速度分布関数

の運動によりNavier Stokes (NS)方程式が解析される．近年，

デカルト座標上に任意形状の境界を簡単に設定できる埋め

込み境界法 (Immersed Boundary Method, IBM)(2) を LBM

に適用した Immersed Boundary-Lattice Boltzmann Method

(IB-LBM)の研究が，盛んに行われている (3, 4, 5)．しかし，

IB-LBMでは，クエット流れの計算において，緩和時間が増

加するにつれ境界近傍で流速分布の歪みが発生することが

Leにより報告された (6)．一方，LBMが有するメモリ消費量

の増大，境界条件の設定問題などを解決した Lattice Kinetic

Scheme (LKS)が稲室 (7) によって提案され，正方キャビティ

内の自然対流解析や，コンクリート内部の細孔構造内での

物質移動現象解析 (8) に適用され，その有効性が示されてい

る．LKSで用いられる運動方程式は，LBMに対し緩和時間を

τ = 1とし，分布関数を修正することで導出される．IB-LBM

のクエット流れの計算で流速の歪が生じない条件 τ < 2を満

足でき，計算メモリを有効に活用できる等の利点が LKSに

はある．本研究では，弾性係数等のパラメータ設定が不要で
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ある Direct forcing method(9) に基づく埋め込み境界法を用

いる．

2. IB-LKS

IBMでは，Fig.1の白丸に示すように構造体の境界面を点

の集合体として近似する．この境界上の点に適切な外力 ~F

を発生させることにより，NS方程式は構造体の影響を受け

る．Direct forcing methodでは，NS方程式，

∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u = −1

ρ
∇p + ν∇2~u + ~g + ~F , (1)

から外力が計算される．ここで，ρ は密度，~u は流速，p は

圧力，~g は重力，ν は動粘性係数である．式 (1)から外力は，

~F =
∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u +

1

ρ
∇p − ν∇2~u − ~g

=
~u(n+1) − ~u(n)

δt
− rhs, (2)

のように与えられる．ここで，rhsは，



Fig.1 A schematic of the immersed boundary-lattice kinetic

scheme.

rhs = −
(
~u · ∇~u +

1

ρ
∇p − ν∇2~u − ~g

)
, (3)

を表す．Fig.1の白丸で表される境界上の点 ~xs = (xs, ys)に

おいても，式 (2)が成り立つことから，

~Fs =
~u

(n+1)
s − ~u

(n)
s

δt
− rhss

=
~u

(n+1)
s − ~̃us

δt
+

~̃us − ~u
(n)
s

δt
− rhss =

~u
(n+1)
s − ~̃us

δt
, (4)

となる．ここで，添え字 sは ~xs 上の値を表す．~̃us は，外力
~F = 0 とした NS 方程式 (1) を満足する速度である．時間

n + 1において ~u(n+1) は構造体の速度 ~ud に等しいと仮定す

ると，

~Fs =
~u

(n+1)
s − ~̃us

δt
=

~ud − ~̃us

δt
, (5)

が得られる．IBMでは，式 (5)から求められる ~xs 上の外力
~Fs を補間し，Fig.1 の黒丸で示されるデカルト座標上の点

~xi,j = (xi,j , yi,j) における値 ~Fi,j を導出する．補間された
~Fi,j を NS方程式 (1)に代入し，構造体と流体との連成問題

が解かれる．Fig.1の黒丸で示されたデカルト座標 ~xi,j 上の

値は，

~Fi,j =

N∑
s=1

~FsD(~xi,j − ~xs) · ∆Vs, (6)

により導出される．ここで，D(~x)はディラックのデルタ関数

を平滑化した関数，N は境界を構成する点の総数，∆Vs は

各点に対する体積（2次元では面積）を表し，構造体が半径

Rの円の場合 ∆Vs = 2πRδx/N で与えられる．本論文では，

D(~x)に次式を適用する．

D(~xi,j − ~xs) =
1

δ2
x

δh

(
xi,j − xs

δx

)
δh

(
yi,j − ys

δx

)
, (7)

δh(z) =


1
8

(
3 − 2|z| +

√
1 + 4|z| − 4z2

)
0 ≤ |z| < 1,

1
8

(
5 − 2|z| −

√
−7 + 12|z| − 4z2

)
1 ≤ |z| < 2,

0 2 ≤ |z|.

(8)

式 (7)，(8)は，例えば，二重丸で示された ~xs 上の値から，

Fig.1の網掛で示された 2δx ×2δxの領域内に存在する格子点

上の外力 ~Fi,j を補間する．式 (5)より，境界上の外力を求め

るためには，格子点 ~xi,j 上の流速 ~̃ui,j から，境界上の値 ~̃us

を導出する必要がある．この補間に対しても，式 (7)，(8)の

関数 D(~x)が用いられる．境界上の値は，

~̃us =
∑
i,j

~̃ui,jD(~xi,j − ~xs) · δ2
x, (9)

により求められる．式 (9)から得られた ~̃us を，式 (5)に代入

することで，境界上の外力が求められる．

構造体の重心に働く外力 ~Fp とトルク ~Tp は，

~Fp = −
N∑

s=1

~Fs · ∆Vs, (10)

~Tp = −
N∑

s=1

(~xs − ~xp) × ~Fs · ∆Vs, (11)

である．ここで，~xp は，粒子の重心位置を表す．構造体の重

心速度 up，重心周りの角速度 ωp に対する運動方程式は，

ms
d~up

dt
= ~Fp + ~Ff + (ρs − ρf )Vs~g (12)

Is
d~ωp

dt
= ~Ts + ~Tf , (13)

で記述される．ここで，ρf は流体の密度，ρs は粒子の密度，

Vs は粒子の体積（面積），ms は粒子の質量，Is は粒子の慣

性モーメント，~Ff，~Tf は，それぞれ，構造体内部の流体に

よる運動量変化とトルクの変化を表す．半径Rの粒子の体積

（面積）は Vs = πR2，粒子の重さはms = ρsπR2，慣性モー

メントは Is = 1
2
ρsπR4 である．Ladd(10) は粒子の運動方程

式を安定に解析する条件，

ρs

ρf
> 1 +

10

R
, (14)

を提案した．式 (14) は，流体に対する粒子の密度が小さく

なった場合，粒子半径を大きくしなければならないことを意

味しており，密度比が小さい粒子の計算には，十分な解像度



が必要になる．この問題に対し Feng(12) は，

~Ff = ρfVs
d~up

dt
= ρfVs

~un
p − ~un−1

p

δt
, (15)

~Tf = ρfVs
d~ωp

dt
= ρfVs

~ωn
p − ~ωn−1

p

δt
, (16)

を用い，

~un+1
p =

(
1 +

ρf

ρs

)
~un

p − ρf

ρs
~un−1

p +

(
~Fp + (ms − mf )~gδt

)
ms

,

(17)

~ωn+1
p =

(
1 +

ρf

ρs

)
~ωn

p − ρf

ρs
~ωn−1

p +
~Tp

Is
δt, (18)

と離散化し，密度比が小さい粒子の運動を安定に計算した．

ここで，mf は体積 Vs に対する流体の質量である．

LKSでは，Fig.1において黒丸で示される格子点 ~xi,j に定

義された分布関数 fk から，密度 ρ，流速 ~uが，

ρ(~x, t) =

8∑
k=0

fk(~x − ~ckδx, t − δt), (19)

~u(~x, t) =
1

ρ0

8∑
k=0

~ckfk(~x − ~ckδx, t − δt), (20)

のように求められる．ここで，ρ0は定密度を表す．Heによっ

て提案された非圧縮性流体解析に対するアプローチ (11) を

適用した D2Q9モデルに対する fk は，

fk = ωk

[
ρ + ρ0

(
3ckαuα +

9

2
ckαckβuαuβ − 3

2
uαuα

+Aδx
(∂uβ

∂xα
+

∂uα

∂xβ

)
ckαckβ

)]
, (21)

で与えられる．ここで， fk(~x, t) は，場所 ~x，時間 t におけ

る離散速度 ~ck に対する粒子速度分布関数を表す．δt は，仮

想粒子が隣の格子点まで移動する時間と等しくなるように

選ぶ (8)．ωk は重み係数を表し，ω0 = 4/9，ω1,2,3,4 = 1/9 ，

ω5,6,7,8 = 1/36 である．圧力と動粘性係数は，

p = ρ/3, ν =

(
1

6
− 2

9
A

)
δx, (22)

で与えられる．外力項 Fk は，重力 ~g を含み，

Fk = ρ3ωk~ck · (~g + ~F ), (23)

で与えられる．この外力項Fkは，
∑8

k=0 Fk = 0，
∑8

k=0 Fk~ck =
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Fig.2 Profiles of the velocity at the horizontal central plane.

ρ(~g + ~F )の関係を満足する．IB-LBMにおける式 (23)の外

力項の有効性は，Feng らによる剛体球の沈降の計算によっ

て実証された (4)．

埋め込み境界法を適用した LKSのアルゴリズムは，以下

のようになる．

Step 1. 初期条件 ρ
(1)
i,j，~u

(1)
i,j を式 (21)を代入し，分布関数の

初期条件 f
(1)
k を与える．

Step 2. 各離散速度方向に沿って，隣接格子点まで f
(n)
k を移

動し，f
(n+1)
k を計算する．式 (19)，(20)から ρ

(n+1)
i,j ，

~̃u
(n+1)
i,j を求める．

Step 3. 式 (9)を用い，~̃u
(n+1)
i,j から境界上の速度 ~̃u

(n+1)
s を求

める．

Step 4. 式 (5)より，境界上の外力 ~F
(n+1)
s を求める．

Step 5. 式 (10)，(11)より，重心に働く外力 ~Fp とトルク ~Tp

を求める．

Step 6. 式 (17)，(18)より，~un+1
p ，~ωn+1

p を求め，オイラー法

により時間 n + 1における構造体の新たな位置と傾

きを計算する．

Step 7. 式 (6)より，デカルト座標上の ~F
(n+1)
i,j を求める．

Step 8. Step 7で求めた ~F
(n+1)
i,j ，~g を式 (23)に代入し，

f
(n+1)
k = f

(n+1)
k + δtF

(n+1)
k , (24)

を計算することで，f
(n+1)
k を更新する．

Step 9. 1タイムステップ δt 進め Step 2に戻る．

3. 数値計算

最初に，埋め込み境界法を格子ボルツマン法に適用した場合

の問題点を示す．外円は静止し，内円が一定の速度 u0 = 0.01

で回転する同心円筒間のクエット流れを IB-LBMにより計算

する．内円の半径は Ri = 45，外円の半径は Ro = 70，計算

領域は 200 × 200，y = 100の断面における流速分布を Fig.2

に示す．緩和時間 τ= 1，2，5に対する流速分布を ×，◦，•
で，次式で与えられる厳密解を実線で Fig.2に示す．



(a) Re =20

(b) Re =40
Fig. 3 Flow past a circular cylinder.

û(R) = u0
R/Ro − Ro/R

Ri/Ro − Ro/Ri
. (25)

周期境界条件を適用し，収束判定条件は，

max|(|u|n+1 − |u|n)| ≤ 10−8, (26)

とした．緩和時間が増加するにつれ，境界近傍で流速分布の

歪みが発生することが Fig.2 より分かる．Le は剪断流を対

象に，IB-LBMによる境界近傍の速度の誤差を理論的に導出

し，計算条件として τ < 2を提案した (6)．ただし，τ = 5の

条件は IB-LBM の特性を明確化するために用いており，通

常，LBM で τ > 1 が用いられることはなく，IB-LBM によ

る固液混相流の計算において τ に対する条件が問題になる

ことはほとんどない．

従来の IBM の運動方程式に対し緩和時間を τ = 1 とす

ることで LKSの運動方程式が導出される．IB-LBMを用い

たクエット流れの計算で示された計算条件 τ < 2を LKSは

満足する．IB-LKS を用い，レイノルズ数が Re = 20，Re

= 40における円柱周り流れを計算し，結果を Fig.3に示す．

格子点数は 1601 × 1601，円柱の直径は D = 40，円柱の中

心は位置 (641,801)に固定し，代表速度は u0 = 0.1，動粘性

係数は ν = Du0/Re より計算し，係数 A は式 (22) を用い

Table 1 Comparison of drag coefficients and circulating

length (2L/D) with previous studies.

Re Method CD Lw

Present 2.167 1.90

20 Dennis (FDM)(13) 2.045 1.88

He (LBM)(14) 2.152 1.92

Niu (IB-LBM)(5) 2.144 1.89

Present 1.607 4.80

40 Dennis (FDM)(13) 1.522 4.69

He (LBM)(14) 1.499 4.49

Niu (IB-LBM)(5) 1.589 4.69
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Fig. 4 The lateral migration of the particle.

A = 9(1/6− ν/δx)/2によって算出する．式 (21)の ∂uα/∂xβ

の離散化には二次精度中心差分近似，境界上は二次精度片側

差分近似を用いる．埋め込み境界法で設定された円柱に 1600

個の点を用いる．抵抗係数 CD，渦長さ Lw に関する計算結

果を Table 1にまとめる．他の計算結果との比較から，適切

な値が IB-LKSにより得られたことが分かる．

次に，剪断流中に存在する移動粒子の挙動を解析する．幅

W = 2000，高さH = 80のチャネル内に，半径 R=10，初速

度 0の粒子を高さ 20の位置に設定する．粒子を構成する点の

数は，360個である．流体と粒子の密度はともに ρf = ρs = 1

とし，上下壁は互いに逆方向に u0/2 = 1/120の速さで移動

し，流入流出境界には周期境界条件を適用する．動粘性係数

は ν=1/30，Re = u0H/ν=40であり，重力は働かない．時間

刻み幅は δt = H/u0で与えられる．移動する粒子の高さの時

間変化を Fig.4に示す．高い弾性係数を用いることで構造体

から流体に作用する外力を計算する Penalty method に基づ

く IB-LBM(3) の結果を ◦で，FEM(15) の結果を •で，著者
による Direct forcing method に基づく IB-LKS と IB-LBM

の結果を実線と点線で，それぞれ示す．Fig.4から IB-LKSに

よる本計算結果が他の計算結果とよい一致を示しており，剪

断流中の粒子挙動が IB-LKSによって適切に計算されること

が分かる．

重力加速度 g = 981 [cm/s2]を考慮し，チャネル内の粒子の



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

 t

 u
y  •

 : ∆t=0.5 ×10 -4
[s]

 : ∆t=1.0 ×10 -4
[s]

 : ∆t=2.0 ×10 -4
[s]

 : FEM by D. Wan

Fig. 5 Translational velocity of a particle in a channel.
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Fig. 6 Longitudinal coordinates of a particle in a channel.

沈降の計算を行う．粒子同士の衝突および粒子と壁との衝突

にはGlowinskiによって提案された反発力を用いる (16)．チャ

ネル幅は 2 [cm]，高さは 6 [cm]，動粘性係数 νrは 0.1 [cm2/s]，

流体の密度は 1.0 [g/cm3]，粒子の密度は 1.25 [g/cm3]，半径

は 0.125 [cm]とし，粒子は 4 [cm]の高さに配置する．格子点

数は 201 × 601，粒子を構成する点の総数は 360とし，粒子

は 25格子で覆われる．時間刻み δt は LKSで導出される動

粘性係数 ν = (1/6 − 2A/9)δx を用い，δt = δ2
xν/νr によって

計算される．空間刻み δx = 0.01 [cm]とし，時間刻みを δt =

0.5×10−4 [s] (A = 0.525) ，δt = 1.0×10−4 [s] (A = 0.3)，δt

= 2.0 × 10−4 [s] (A = −0.15) のように変更した場合の速度

と位置の時間変化を，実線，点線，破線で，Fig.5と Fig.6に，

それぞれ，示す．Fig.5，Fig.6において •で示されたWanに

よる参照解 (17) との比較から，動粘性係数の関係式から算出

される時間刻みにより，粒子の沈降が適切に計算されること

が分かる．なお，Wan は粒子が壁に接触すると反発力が二

次関数から一次関数に切り替わるように Glowinskiの反発力

を修正し，式 (12)，(13)で示される粒子内部の流体による粒

子運動への運動量とトルクの影響 ~Ff，~Tf を考慮していない

ため，粒子が壁に衝突した後の粒子の挙動に関し，本計算と

Wanの参照解との間にわずかな差異が観察される．

最後に，重力下でのチャネル内の二粒子の沈降の計算を

行う．チャネル幅は 2 [cm]，高さは 8 [cm]，動粘性係数は
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Fig. 7 Transverse coordinates of the centers of the two par-

ticles.
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Fig. 8 Longitudinal coordinates of the centers of the two

particles.

0.01 [cm2/s]，流体の密度は 1.0 [g/cm3]，粒子の密度は 1.01

[g/cm3]，半径は 0.1 [cm]とし，粒子 1 (Particle 1)は (0.999[cm],

7.2[cm]) に，粒子 2 (Particle 2) は (1[cm], 6.8[cm]) に配置す

る．時間刻みは 5.0 × 10−4[s]である．Fig.7に粒子位置の水

平方向の時間変化を，Fig.8に粒子位置の垂直方向の時間変

化を，Fig.9に t = 0.5[s]，1.5[s]，2.5[s]，3.0[s]，4.5[s]におけ

る粒子位置をを示す．Fig.7，Fig.8から，IB-LKSによる本計

算結果が，Niuらの参照解 (5) と良い一致を示していること

が分かる．また，Fig.9から，計算の初期において粒子間の

距離が一定であったが，粒子 1が粒子 2に追いついた後，二

つの粒子がチャネル中心からゆっくり離れ，回転しながら離

れていく DKT (Drafting, Kissing, Tumbling) 現象 (5) を再

現できることが分かる．ただし，Niuは粒子内部の流体によ

る粒子運動への影響を考慮しておらず，粒子同士の衝突およ

び粒子と壁との衝突に Lennard-Jones potential 型の反発力

を用いているため，本計算で得られた結果は，二粒子が近付

いた時刻から参照解とわずかに異なっている．

4. おわりに

Direct forcing method に基づく IB-LBM を用い同心回転

円筒間のクエット流れを計算し，IB-LBMには緩和時間が増

大するにつれ，境界近傍で速度に歪みが発生する問題がある



t =0.5[s] t =1.0[s] t =1.5[s] t =3.0[s] t =4.5[s]

Fig. 9 Sedimentation of two particles in a channel.

ことが明らかになった．IB-LBMの緩和時間 τ = 1に相当す

る IB-LKSを用い，円柱周り流れ，剪断流内の粒子挙動解析，

粒子の沈降の計算を行った．各計算において，参照解と良い

一致が得られ，粒子の沈降の計算においては DKT現象が確

認された．なお，本研究の実施に当たり，大変貴重なご意見

を頂いた東京工業大学高橋亮一名誉教授，富山大学竹越栄俊

名誉教授，富山大学奥井健一名誉教授に深謝する．
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