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The structural system identification to identify lateral stiffness of multi-story frame structure was 
performed as a framework of inverse problem. The variable parametric projection filter (VPPF) is 
proposed as new filtering algorithm with use of the variable parameter determined automatically and 
computationally based on linear assumption between state and observation vectors at first step. It is 
well known empirically that initial values influence to accuracy of solution and filtering process. Thus, 
in this paper relations between initial values and filtering process are shown through numerical 
examples on some structural system identifications. 
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１．はじめに 

構造物の状態を定期的かつ非破壊的に検査する方法の一つ

にヘルスモニタリングシステムがある 1),2)． 土木構造物や建

築構造物の非破壊検査の方法として，超音波探傷やエックス

線探傷も広く用いられているが，一般に多くの労力と時間を

必要とする．これに対して，計算力学に基づくヘルスモニタ

リングシステムはアルゴリズムが決定されればオートマチッ

クに非破壊検査が可能となるであろう．この様なシステムは

構造物の損傷同定やシステム同定を中心に構成されるが 3)，

解析手法は逆問題解析として位置付けられる 4)．筆者らは，

これまで構造物の損傷同定やシステム同定を逆問題解析とし

て構成し 5)~7)，フィルタリングアルゴリズムを逆解析手法とし

て採用した．このとき，構造物は多質点系としてモデル化し，

観測量には固有振動数を用いたが，特にすべての層の水平剛

性を同定するシステム同定は同定すべき未知数が多くなり，

一意的な解が存在しないことに起因して，逆解析特有の非適

切性の処理が重要な課題であった．したがって，逆解析手法

の選択が問題となるとともに，解析アルゴリズムの中でも何

らかの正則化を図る必要がある．損傷同定解析の報告におい

てはフィルタリングアルゴリズムにおけるフィルタゲイン

（復元作用素）として，パラメトリック射影フィルタが優れ

ていることを指摘した 8)．パラメトリック射影フィルタには 
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ティホノフの正則化パラメータが含まれており，正則化パラ

メータとして対象とする数理モデルに適応する値を設定する

必要があり，様々な値を試行錯誤の上に決定することになる．

しかし，決定した値は対象とするモデルに最適な値である保

証は存在しないのが現状である． 

 そこで，筆者らはパラメトリック射影フィルタの正則化パ

ラメータを計算的かつ自律的に各フィルタリングステップに

おいて決定するアルゴリズムである可変的パラメトリック射

影フィルタ（Variable Parametric Projection Filter : VPPF ）を提

案し，フレームモデルを対象として損傷同定解析 9)およびシ

ステム同定解析 10)を実施した．その結果，同定すべき未知数

が複数となっても極めて安定したフィルタリング計算が可能

であった． 

 一方，この種の損傷同定解析やシステム同定解析は，観測

量には固有振動数，状態量には剛性を採用することになるた

め，両者の関係が非線形となり所謂拡張型のフィルタを取り

扱うことになる．この場合，フィルタ方程式を用いての繰り

返し演算では，フィルタリングを駆動するための初期値が解

の精度等に大きく影響することになる．また，工学問題では

同定すべき状態量が全く未知である場合に，設定した初期値

の根拠も明確にする必要があろう． 

 そこで，本論文では対象とする構造物を 2 層から 5 層の建

築構造物とし，すなわち同定すべき水平剛性である未知数が

2~5 とする質点系とし，固有振動数を観測データとする逆問

題を構成することにより，各未知数の数に対する初期値の影
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響を検討することを目的とする．具体的には各質点系モデル

に対し，1 層の状態量と他の層の状態量の 2 つの初期値を設定

するものとし，これら両者の値を初期値とするとき逆解析が

可能か否かをシミュレーション逆解析により逐一調べる方法

とした．これらより，初期値の設定に関する規則性を示唆す

るとともに，合せて観測誤差と初期値の関係についても考察

を加えることにする． 

 

2. 可変的パラメトリック射影フィルタリングアルゴリズム 

本研究で対象とする逆解析手法である可変的パラメトリッ

ク射影フィルタリングアルゴリズムについてフィルタ理論に

基づき概説する． 

2.1フィルタ理論とフィルタリングアルゴリズム 

 ある場の挙動が微分方程式や離散的表現である差分方程式

を数理モデルとする系は，一般にダイナミックシステムと呼

ばれている．ダイナミックシステムで混入する雑音を考慮す

る場合は確率ダイナミックシステムとして取り扱うことにな

り，この様なシステムに対するフィルタリング問題は以下の

様に構成される． 

・状態方程式 

ttttt ζ+=+ ΓzΦz 1       （1） 

・観測方程式 

tttt νzΜy +=         （2） 

ここに， tz ， ty ， tζ ， tν はそれぞれ状態ベクトル，観測ベク

トル，システム雑音ベクトル，そして観測雑音ベクトルであ

る．また， tΦ ， tΓ ， tM はそれぞれ状態遷移行列，駆動行列，

観測行列であり，一般に既知の確定行列である． 

 システム雑音ベクトル tζ ，観測雑音ベクトル tν および状態

ベクトル tz の初期状態量 0z に対して，次の様な統計的性質が

仮定される． 

{ } 0=ζ tE ， { } 0=tE v ， { } tet
T
etE δδ=ζζ     （3） 
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ここに E は期待値を意味し， teδ は Kronecker の Delta である．

また，以上の関係から tz は Gauss・Markoff 過程であり， tν の

Gauss 過程が定義される．この様な統計的性質の基でフィルタ

方程式および初期条件が次式で与えられる． 
・フィルタ方程式 

( )11 −− −+= t/ttttt/tt/t ˆˆˆ zMyBzz    （5） 

・初期条件 

010 zz =−/ˆ              （6） 

ここに， t/tẑ は状態量 tz の推定値を意味し， [ ]00 zz E≡ であ

る．また，フィルタ方程式(5)に含まれる tB はフィルタゲイン

もしくは復元作用素と呼ばれ， tB として Winner フィルタを

用いると一般にカルマンフィルタ 11)と呼ばれている．本研究

では射影フィルタ族の中の次式で与えられるパラメトリック

射影フィルタを tB として採用する． 

( ) 111 −−− γ+= QMIMQMB TT
t

    

（7）

 

ここに，Q は観測誤差共分散行列， γは正則化パラメータで

ある． 

2.2 構造システム同定への適用 

 ここまで述べた離散的ダイナミックスシステムに対するフ

ィルタ理論を構造システム同定のための逆問題解析に適応す

る．構造システム同定とは，対象とする構造物の固有周期(振

動数)を観測し，その構造物のすべての層の水平剛性を同定す

る問題と定義することにする．同定すべき状態量は各部材要

素ではなく水平剛性であることから，対象とする構造物は最

も単純な振動モデルである多質点系のM-K型自由振動方程式

で表わし，これを逆解析の数理モデルにすることができる． 

式(1)~(7)で示したフィルタ理論において，固有振動数を観

測データとし，M-K 型の自由振動方程式より水平剛性 K を同

定する逆問題解析を以下の様に構成する． 

まず状態量である水平剛性は，フィルタリング過程におい

て時間的遷移構造を持たないことを仮定すると，状態方程式

(1)は次の様に表すことができる． 

・状態方程式 

tt ˆˆ zIz =+1           （8） 

すなわち，状態遷移行列は単位行列で表わされ，システム雑

音は無視することになる．これより，添字 t は時間項を表わす

のではなく，フィルタリングステップを意味することになる． 

 次に観測方程式において，観測量である固有振動数と状態

量である水平剛性の関係は非線形となるため，観測方程式も

次式の様に非線形に拡張する必要がある． 

・観測方程式 
( ) tttt ˆm νzy +=         （9） 

ここに， ( )ttm z は水平剛性 tz における固有振動数を意味する

非線形ベクトル関数である．そこで，実用的な計算を行うた

めに tz の回りで展開し，高次項を無視すると次式の様な疑似

線形化された観測方程式を得る 11)． 

tttt ˆ νzΜy +=         （10） 

ここに， tM は感度行列であり次式で与えられる． 

( )
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これらのことより，フィルタ方程式も非線形ベクトル関数を

用いた，いわゆる拡張型を用いる必要がある． 
・フィルタ方程式 

( )( )111 −−+ −+= t/tttttt/tt/t ˆmˆˆ zyBzz    （12） 

ここに， ẑ に関する下付き添字 1−t/t は t 回目のフィルタリ

ングステップの情報に基づく 1−t 回目の状態ベクトルを意

味する．また，復元作用素 tB は式(7)を用いることになるが，

拡張型のフィルタでは，
tM は式(11)で与えられる感度行列を

用いなければならない 
 逆解析手法としてのフィルタリングアルゴリズムは，観測

データである固有振動数 ty と状態量である水平剛性が tz の

ときのM-K型自由振動方程式から計算された固有振動数が一

致するまで繰り返し計算するアルゴリズムである．従って，



フィルタゲイン（復元作用素） tB は繰り返し計算において，

状態量 tẑ の変化をコントロールする役割を担っていると考え

られる．すなわち，フィルタリングの性質はフィルタゲイン

tB の性質に依存することになる． 

 フィルタ方程式(12)を繰り返し計算アルゴリズムとして駆

動するためには，初期値を与える必要がある．非線形項を含

んだ繰り返し演算であり，一意的な解が存在しないため，逆

解析特有の計算が不安定となる非適切性のみならず，解の精

度にも初期値が多大な影響を与えることが考えられ，本研究

の意味がここに存在することになる． 
2.3 可変的アルゴリズムの構成 

 パラメトリック射影フィルタをフィルタゲインとして採用

する場合，正則化パラメータ γを具体的な数値として与える

必要がある．筆者らは，当初パラメータ γの設定に際し，試

行錯誤により様々な値を適当に設定した経緯がある．その結

果，パラメータ γの値を大きく設定すると拡張 Kalman フィル

タの性質に類似し，逆に小さな値を設定すると射影フィルタ

の性質に移行することになった 8)．しかし，こうして設定し

た γの値は，逆解析の対象とする数理モデルに最適な値であ

る保証はなく，客観的な γの値の決定法が望まれる所となっ

た． 

 そこで，正則化パラメータ γの設定において可変的決定手

法を導入することにより，任意の初期値からフィルタリング

の計算過程を通して，自律的であり数理モデルに適応する数

値を与えることのできる可変的パラメトリック射影フィルタ

リングアルゴリズム（VPPF）を提案した． 

 以下に VPPF について概説する． 

 フィルタリングの初期ステップにおいて，非線形ベクトル

関数を擬似線形化し，フィルタ方程式を表すと次式で与えら

れる． 
( ){ }100001000 −− −+= /// ˆˆˆ zMyBzz    

（13） 

これより，状態ベクトルは観測ベクトルに比例するものと仮

定すると，近似的に次式の様に表わすことができる． 

( )( )10000010 −− = // ˆˆ zMAyAz ≒

    

（14） 

ただし，行列 0A は対角行列である．一方，初期ステップのフ

ィルタ方程式は，次式の様に表わすこともできる． 

10010 −− //ˆ yBz ≒

        

（15） 

ここに， 0B はパラメトリック射影フィルタであり，具体的に

は次の式の様に表わされる． 
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（16） 

式(16)より，パラメータ γの初期値に関する次の関係式を得る． 

101000 −− =γ /// ˆ bz
      

（17） 

ただし， 
( ) 1000

1
010 −

−
− −= /

T
/ yAMIQMb     

（18） 

である．以下の関係より， 00 /γ は 10 −/ẑ と 0b との内積と 10 −/ẑ の

ノルムを用いて次式で表わされる． 

2
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（19） 

式(19)を計算することにより，フィルタリング 1 回目の初期状

態量に対する値が求まったので 00 /B を求め，フィルタ方程式

より 00 /ẑ を得ることができる．次に
00 /ẑ を用いて同様の計算

により
10 /γ を求め，フィルタ方程式より 10 /ẑ が求められる．こ

の一連の計算を γが収束するまで繰り返し計算を行い，収束

した値をフィルタリング 1 回目の γの値とする．フィルタリ

ング 2 回目では 01/ẑ を初期値として γが収束するまで繰り返

し計算し，各フィルタリングステップで同様の計算を行うこ

とにより γを決定することで可変的パラメトリック射影フィ

ルタ（VPPF）を構成することができる． 
2.4 可変的アルゴリズムの正則化 

 式(19)により構成した可変的アルゴリズムは，フィルタ方程

式により，次のステップの状態量を繰り返し計算により決定

していることからもわかる様に，フィルタリング計算を正則

化することなしに実施していることと同様である．経験的に

は状態量が 3 変数以上になると繰り返し計算が不安定になる

場合が散見される．そこでこの問題を回避するために，多変

数ベクトルで表現されている式(19)において，対角行列 0A の

特定の成分に着目し，1 変数として計算することが考えられる．

これにより， γを決定するための繰り返し計算はスカラー表

現となり次式で表わされる． 
( ) 1

10100
1

10 1 −
−−

−
− −=γ /// ẑyMaMQ   

（20） 

ここに，M ，Q， 0a ， 10 −/y ，
1

10
−
−/ẑ はそれぞれ 0M ，

0Q ，
0A ，

10 −/y および 10 −/ẑ の特定された同一の成分である． 

 一連のフィルタリング計算の流れを図 1 に示す． 
 

3. 逆解析の対象とする多質点系モデル 

フィルタリングアルゴリズムを逆解析手法とするとき，フ

ィルタ方程式を繰り返し計算アルゴリズムとして用いること

になり，フィルタを駆動するために初期値を与える必要があ

る．本研究で対象としている様な観測量と状態量が非線形の

関係にある逆問題を扱う場合には，拡張型のフィルタリング

アルゴリズムによる繰り返し計算をする必要がある．この場

合フィルタリング計算の安定性や解の精度は正則化項の働き

とともに， 設定する初期値に大きく依存する． 

そこで，フィルタリング計算と初期値の関係を定性的に検

討するために，図 1 に示す 4 種類の多質点系モデルのシステ

ム同定を行うことにする．表 1 に各質点系モデルの質量と同

定すべき水平剛性，すなわち正解の水平剛性を示す．なお，

これらの値はすべて無次元量とし，観測データとしての固有

振動数は質点の数のモードまで用いることにする．逆解析は

一意的な解が存在しないことに起因し，同定すべき未知数が

多くなると非適切性のリスクも高くなる．本逆解析では，未

知数の数を 2~5 とし，未知数に応じて初期値が非適切性に与

える影響についても検討できる様にモデルを設定した． 
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図 1. 逆解析のフロー 
 

4. 結果の検証と考察 

 先にも述べた様に拡張型フィルタリングアルゴリズムによ

る逆問題解析では，与える初期値が解の精度に影響するだけ

でなく，非適切性が生じる原因にもなっている．そこで 2~5

質点系モデルのシステム同定を VPPF により行い初期値の設

定方法について検討を行うことにする．初期値の設定に関し

ては，汎用性のある規則性を提案することを目的とした．具

体的には，いずれのモデルもすべての状態量の初期値は同じ

値とすることを基本とし，この基本条件のもとで解の精度を

改善するために，1 つの状態量に対する初期値を異なった値

（具体的に 1 層の値）とすることにした．すなわち，初期値

として最大 2 つの値を与えるものとした． 

逆解析に当たって，観測誤差共分散は観測データの 1%を標

準偏差とする観測誤差を設定し，1 層の初期値と他の層の初期

値を 20 パターン設定し，それぞれ 400 通りの逆解析を行い同

定の可能性を検討した．図 3~6 に表 1 に示したそれぞれのモ

デルに対する逆解析の結果を示す．シミュレーション逆解析

の結果，多くの場合正則化パラメータ γの効果により安定し

たフィルタリング計算が実施されたが，状態量の収束値は目

標値にほぼ達している場合と，差異を生じて収束している場

合が見られる．どの程度まで許容できるかは，対象とする逆 

 
図 2 .  構造システム同定のための多質点系モデル 

 
問題に依存する．そこで，各質点系モデルにおいて，同定値

と目標値を差異の比として表わし，最大 10%，15%の差異ま

で許容した場合の同定の可否をそれぞれ(a)，(b)で表わすこと

にした．すべての結果を表わす図において，横軸は 1 層の水

平剛性 1z ，縦軸は 1 層以外の水平剛性を意味しており，目標

値からの差異により分類した場合の各初期値に対する同定結

果を○(同定可能)，■(同定不可能)で表わした．これらのモ

デルはいずれも各層の水平剛性が極めて近い値に設定されて

おり，建築構造物を例とするならば，上層になるほど地震層

せん断力が小さくなることを反映させて，多少上層の水平剛

性を小さく設定したモデル群である．当然，いずれのモデル

においても許容する差異が大きければ同定の可能性は拡大す

る．また，同定すべき未知数が多くなるにつれて，同定可能

な初期値の組み合せは減少する．さらに顕著な特徴として，1
層の初期値は目標値（正解の水平剛性）より小さい場合ほど

同定可能な組み合せは多く見られるが，逆に 1 層の初期値を

大きく設定すると急激に同定可能な組み合せが減少すること

になる．すなわち同定の可否は 1 層の初期値に依存する傾向

が見られるが，これは γをスカラーで決定する際，対角行列

0A の成分の 1行 1列目を採用していることに起因していると

考えられる． 

 次に図 7(a)，(b)に 2 質点系において 1 層の水平剛性と 2 層

の水平剛性の差を大きくしたモデル( 49 21 == k,k )に対する

同定結果を示す．表 1 に示したモデルに比べると，明らかに 

同定可能な組み合せは減少しており，各層の水平剛性に差が

ある構造物の初期値の設定は困難を伴うことが考えられる． 
さて，フィルタリングアルゴリズムを逆解析手法とするこ 

表 1. 各質点系モデルの質量と水平剛性 
モデル 2 質点系 3 質点系 4 質点系 5 質点系 

 剛性 質量 剛性 質量 剛性 質量 剛性 質量 

5 層       6 1 

4 層     7 1 7 1 
3 層   8 1 8 1 8 1 

2 層 9 1 9 1 9 1 9 1 

1 層 10 1 10 1 10 1 10 1 
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k2 

m1 

m2 
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(a) 10%の差異まで許容した結果 
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(b) 15%の差異まで許容した結果 

図 3. 2 質点系モデルのシステム同定結果 
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(b) 15%の差異まで許容した結果 

図 4. 3 質点系モデルのシステム同定結果 
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図 5. 4 質点系モデルのシステム同定結果 

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Z
2
：
2
,3

,4
,5
層
の
状
態
量
の
初
期
値

Z1:1層の状態量の初期値

○：同定可能 ■：同定不可能  
(a) 10%の差異まで許容した結果 

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Z
2
：
2
,3

,4
,5
層

の
状

態
量

の
初

期
値

Z1:1層の状態量の初期値

○：同定可能 ■：同定不可能  
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図 6. 5 質点系モデルのシステム同定結果 
 

との特徴の一つに観測誤差を考慮できる点が挙げられる．こ

こまでに示してきた逆解析では，観測誤差として観測データ

の 1%を標準偏差とする誤差を仮定したことはすでに述べた

が，次に観測誤差と初期値の関係を検討するために，観測デ

ータの 5%および 10%を標準偏差とする観測誤差を設定し，表

1 に示す 3 層モデルで目標値との差異を 10%まで許容した逆

解析結果を図 8，9 に示す．先に述べた逆解析結果と比較して

も観測誤差による同定の可否の差は見られない．これは正則

化項 γがノイズの統計的な先験情報として，推定誤差共分散

行列Q を用いた正則化が図られている結果であると考えら

れる．すなわち γは S/N と類似しており，観測誤差が大きけ

れば γの値は各フィルタリングステップで自律的に小さくな

り，逆に観測誤差が小さければ γの値が大きくなるため初期

値との関係に観測誤差の大小は関係しないものと考えられる． 
 また総じて，いずれの逆解析結果においても，常に対角線

上に同定可能な初期値の組み合せが存在していることは注目

に値する．この様に明らかに同定精度は初期値に依存してお

り，状態量と観測量が非線形の関係の場合に用いられる拡張 
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(a) 10%の差異まで許容した結果 
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(b) 15%の差異まで許容した結果 

図 7. 2 質点系モデルのシステム同定結果 
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(a) 10%の差異まで許容した結果 

図 8. 3 質点系モデル（観測誤差：5%） 
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(a) 10%の差異まで許容した結果 

図 9. 3 質点系モデル（観測誤差：10%） 
 

型フィルタを逆解析手法とするシステム同定は初期値の設定

に留意する必要があることがわかる． 
 
5. まとめ 

 拡張型 VPPF アルゴリズムを用いたシステム同定における

初期値と解の精度および初期値と観測誤差の関係について逐

一逆解析を行うことにより検討した．本研究で得られた結果

は次の様にまとめることができる． 

(1)VPPF を逆解析手法とするとき，正則化パラメータの効果

によりフィルタリング過程は安定する場合が多いものの，

初期値の選択により解の精度に違いが生じる． 

(2)現実的な初期値の設定の提案を目的に，すべての状態量に

対して等しい初期値か，1 層のみ他の層の初期値と異なる

場合を想定した結果，1 層の初期値に依存して解の精度が

決定される傾向にある． 

(3)構造システム同定において各層の水平剛性が比較的近い

値の場合には，状態量の初期値としてすべての層の値を等

しいか，１層の初期値を他の層の初期値より幾らか違えて

設定することにより解の精度が向上する傾向にある． 

(4)初期値は目標値（正解値）よりも小さく設定することによ

り解の精度が向上する傾向にある． 

(5)水平剛性に差があると同定可能な初期値の組み合せは減

少する． 
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