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An improvement of hybrid Trefftz finite element method (HTFEM) for electromagnetic

wave propagation problems in periodic waveguiding structures is reported. Removing

the good initial guess required for the solving eigenvalue problem, we replace the down-

hill simplex method with the Sakurai-Sugiura projection method (SSM) which is one of

nonlinear eigenvalue problem solvers. Therefore, we may compute all eigenvalues in the

scope without time-consuming preparations for the initial guess. Numerical results of

periodic metallic electrodes on the dielectric waveguide as a frequency selective surface

show usefulness of HTFEM with SSM.
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1. はじめに
有限要素法は領域型解析法であるので，半無限領域の扱

いになんらかの工夫が必要である．電磁波の反射がない状
態を有限領域内で実現するために，完全整合層で解析領域
を囲んだり，吸収境界条件を領域端に適用するなどの方法
がある．また無限領域全体を取り扱うために，無限領域用
の特殊な要素を採用する方法がある．本論文で扱うハイブ
リッド・トレフツ有限要素法 (Hybrid Trefftz Finite Element

Method:HTFEM)(1)～(10)は，この特殊な要素の一例である．
HTFEMは要素境界上での連続条件をラグランジュの未定係
数法で汎関数に組み込むので，補間関数の異なる要素の併用
が可能であり，領域ごとに最適な補間関数を選ぶことができ
る．例えば，不連続領域に対しては多項式を用いる通常要素
で分割を行い，一様均質領域に対しては系の支配方程式を満
足する空間高調波展開を用いたトレフツ要素 1つで分割でき
る (5)～(10)．この手法の利点として，吸収境界条件を設定す
る場合や完全整合層を用いる場合のように接続境界を媒質
から離す必要がないため，分割数を減らすことができ，未知
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数を大幅に低減できる (8)．しかし，伝搬定数を求める場合，
非線形固有値問題に帰着する欠点がある (9, 10)．
これまで著者らは，行列の条件数が発散する値を滑降シ

ンプレクス法で探索して，非線形固有値問題の解を求めてき
た．滑降シンプレクス法は，複数の固有値がある問題では，
求まる解が初期値に依存する．このため，行列の条件数の伝
搬定数依存性の概略を調べておき，求める固有値付近で条件
数が大きい値を初期値に選定する必要がある．しかしながら，
伝搬定数の近傍で急激に発散する場合には，適切な初期値を
得難い場合があった．一方，正則な行列関数の非線形固有値
問題に対して開発された Sakurai-Sugiura projection method

（SS法)(11)～(13) は，指定した領域内の全固有値とその固有
ベクトルを確実に求めることができる．このため，探索法で
の欠点であった初期値依存性がない．
本論文では，周回積分を用いた非線形固有値問題解法であ

る SS法を HTFEMに基づく伝搬問題の解析に適用し，数値
例から SS法の有用性を確認したので，その結果を報告する．

2. 問題の設定
Fig.1 に示すようなカバー層 (比誘電率 ε1，比透磁率 μ1，



h < y)，完全導体電極による周期摂動部 (比誘電率 ε(x, y)，比
透磁率 μ(x, y)，0 ≤ y ≤ h)，導波層 (比誘電率 ε2，比透磁率
μ2，−d ≤ y < 0)，基板 (比誘電率 ε3，比透磁率 μ3，y < −d)

からなる周期構造誘電体スラブ導波路 (構造周期 p，電極幅
w，電極厚み h，導波層厚み d)の伝搬問題を考える．電磁界
を複素表示して時間依存性を exp(jωt)とし，z軸方向の界の
変化を一様 ( ∂

∂z
≡ 0) とする. 構造が x 軸方向に周期的なの

で，フロケの定理により電磁界の成分 φ(x, y, z)は，複素伝搬
定数を γ = β − jαとすると，周期関数 φ̃(x+ p, y) = φ̃(x, y)

を用いて φ(x, y, z, t) = ej(ωt−γx)φ̃(x, y)と表される．ここに，
βは位相定数，αは減衰定数である．また，jは虚数単位であ
る．構造の周期性から，導波路 1周期分（x0 ≤ x ≤ x0 + p）
を解析する．無限遠方の境界 Γ1，Γ4 には放射条件，境界
Γ5(x = x0)，Γ6(x = x0 + p) には Bloch 条件を課す．なお，
境界 Γ2 は一様なカバー層と周期摂動部を含む領域との境界
(線分 y = h, x0 ≤ x ≤ x0 + p) であり，Γ3 は導波層と周期摂
動部を含む領域との境界（線分 y = 0, x0 ≤ x ≤ x0 + p）で
ある.

Fig. 1 Metallic grating on a dielectric slab waveguide

3. ハイブリッド・トレフツ有限要素法による定式化
散乱問題を対象に定式化が報告されている (5)～(7) ので，

本論文では簡単に記述する．解析領域を Fig.1に示すように
カバー層の上部である半無限領域 Ω1，導波層と基板からな
る半無限領域 Ω3，周期摂動部を含む領域 Ω2 に分割する．領
域 Ω1，Ω3 はトレフツ要素 1 個で，Ω2 は多項式を補間関数
とする通常要素で分割を行う．この分割での汎関数 I は，

I =

∫
Ω2

[
∇× �Et · 1

μ(x, y)
∇× �E − k2

0ε(x, y) �Et · �E
]
dΩ

+
jω

2

∫
∂Ω1+∂Ω3

[
n̂ ·

(
�Et × �H

)
− n̂ ·

(
�E × �Ht

)]
ds

− jω

∫
∂Ω1+∂Ω3

[
n̂ ·

( �̃
Et × �H

)
− n̂ ·

(
�̃E × �Ht

)]
ds (1)

となる．ここで， �E， �H， �̃E はそれぞれ，電界ベクトル，磁
界ベクトル，連続条件を緩和する境界 Γ2，Γ3 上の電界ベク
トルであり，k0 は真空中の波数，ω は角周波数，n̂ は線積
分素 ds の外向き単位法線ベクトルである．積分

∫
Ω2

dΩ は
領域 Ω2 での面積分，

∫
∂Ω1+∂Ω3

ds は領域 Ω1，Ω3 を囲む境
界 ∂Ω1，∂Ω3 上での周回積分，上添字 tはトランスポーズ界
(14)を表す．なお領域Ω1，Ω3を囲む境界 ∂Ω1，∂Ω3は，境界

Γi(i = 1, · · · , 6)で表すと ∂Ω1 = Γ1+Γ2+(Γ5+Γ6)∩(h ≤ y)，
∂Ω3 = Γ3 + Γ4 + (Γ5 + Γ6) ∩ (y ≤ 0)となる．
不均質領域 Ω2 を Fig.2に示す 4節点 4辺矩形要素 (15) で

分割し，各要素内での電界の x，y，z 成分を

Ek = {Uk}{Ek}, k = x, y, z (2)

と多項式近似する．ここに，{Uk}は要素の補間関数ベクト
ルであり，{Ex}，{Ey}は要素内における各辺上の電界ベク
トルの x，y成分，{Ez}は要素内における各節点での電界ベ
クトルの z 成分である．
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Fig. 2 Rectangular element with 4-edges and 4-nodes

汎関数 Iに含まれる領域Ω2での面積分項からは，伝搬定数
γを含まない正方行列と未知列ベクトル { �Et(x, y)}，{ �E(x, y)}
の積が得られるが，境界 Γ5(x = x0)，Γ6(x = x0 + p) の
Bloch条件 �E(x0+p, y) = �E(x0, y) exp(−jγp)，�Et(x0+p, y) =

�Et(x0, y) exp(jγp) を電界ベクトルに課して { �E(x0 + p, y)}，
{ �Et(x0 + p, y)}を除去すると，exp(−jγp)，exp(jγp)を成分
に含む正方行列と未知列ベクトルの積となる．
次に領域 Ω1，Ω3 を分割するトレフツ要素の補間関数を，

放射条件と Bloch条件を満足する平面波解となるように空間
高調波展開すると，カバー層 (i = 1)で，

Ez,1(x, y) =

Mc∑
n=−Mc

An,1fn,1(x, y), (3)

Hz,1(x, y) =

Mc∑
n=−Mc

Bn,1fn,1(x, y) (4)

となり，導波層 (i = 2)で，

Ez,2(x, y) =

Mc∑
n=−Mc

An,2

[
fn,2(x, y) +RTEfn,2(x, y)

]
, (5)

Hz,2(x, y) =

Mc∑
n=−Mc

Bn,2

[
fn,2(x, y) +RTMfn,2(x, y)

]
(6)

となり，基板 (i = 3)で，

Ez,3(x, y) =

Mc∑
n=−Mc

An,3fn,3(x, y)

=

Mc∑
n=−Mc

TTEAn,2fn,3(x, y), (7)

Hz,3(x, y) =

Mc∑
n=−Mc

Bn,3fn,3(x, y)

=

Mc∑
n=−Mc

TTMBn,2fn,3(x, y) (8)



となる．ここに，Mcは展開を打ち切るモード次数，An,i，Bn,i

はそれぞれ電界，磁界の展開係数である．RTE，RTM，TTE，
TTMは，導波層側から平面波が入射するものとした導波層と
基板の境界における反射係数と透過係数であり，上添字 TE，
TM は TE 成分，TM 成分に関する量であることを表す．ま
た透過係数の参照面は，An,3 = TTEAn,2，Bn,3 = TTMBn,2

となるように定めた. fn,i は

fn,i(x, y) = exp(−γnx+ κn,iy), (9)

γn = j

(
γ +

2π

p
n

)
(10)

であり，κn,i は ±j
√
k2
0εiμi + γ2

n のうち物理的に適切な方を
用いる．補間関数が Bloch条件と放射条件を満足するので，
汎関数 I の周回積分項の径路 ∂Ω1 + ∂Ω3 は境界 Γ2 + Γ3 と
なる．境界 Γ2，Γ3 上の電界 �̃E と領域 Ω2 の境界上の電界が
一致するように離散化すると，結局，汎関数 I の周回積分項
Ic は，カバー層（i = 1）と導波層 (i = 2)の未知の展開係数
の列ベクトル {An,i}，{Bn,i}，境界 Γi+1 上の電界の未知列
ベクトル {Ẽi}と伝搬定数 γ の関数を成分に含む行列の積と
なり，

Ic =I1 + I2

Ii =
jω

2

∫
Γi+1

[
n̂ ·

(
�Et × �H

)
− n̂ ·

(
�E × �Ht

)]
ds

−jω

∫
Γi+1

[
n̂ ·

( �̃
Et × �H

)
− n̂ ·

(
�̃E × �Ht

)]
ds

={F t
i }[Gi(γ)]{Fi}+ {Ẽt

i}[Li(γ)]{Fi}
+{F t

i }[Lt
i(γ)]{Ẽt

i} i = 1, 2 (11)

である．ここで，{Fi} は空間高調波展開の未知係数からな
る列ベクトルであり，

{Fi} =
{

{An,i}T {Bn,i}T
}T

i = 1, 2 (12)

である．式 (11)が {Fi}，{F t
i }，{Ẽi}，{Ẽt

i}を変分量として
含んでいることに注意し，まず，{Fi}，{F t

i } に関して変分
をとると，

{Fi} =− [Gi(γ)]
−1[Lt

i(γ)]{Ẽi}, (13)

{F t
i } =− {Ẽt

i}[Li(γ)][Gi(γ)]
−1 i = 1, 2 (14)

が得られ，式 (13)，(14)を式 (11)へ代入すると，

Ii = −{Ẽt
i}[Li(γ)][Gi(γ)]

−1[Lt
i(γ)]{Ẽi} i = 1, 2　 (15)

を得る．
最終的に解くべき非線形固有値問題の行列方程式は，次の

手順で得る. はじめに展開係数 {An,i}，{Bn,i}に関して汎関
数 I の変分をとり，領域 Ω1，Ω3 に関する汎関数 I1，I2 の式
（15）を得る. 次にこの式と通常の多項式有限要素で離散化
した汎関数の表現式とを重ね合わせ，領域 Ω2 の未知列ベク
トルに関する表現式に整理し，この未知列ベクトルに関して
変分をとると

[T (γ)]{E} = {0} (16)

と得られる．ここで，{E}は離散化した領域 Ω2 の電界未知
列ベクトル，N 行 N 列の [T (γ)] ∈ C

N×N は γ について正則
な行列関数であり，

[T (γ)] = [A0] + [A+]e
−jγp + [A−]e

jγp + [gkl(γ)] (17)

である．行列 [A0]，[A+]，[A−]は，定数を要素とする正方行
列であり，４節点４辺矩形要素による汎関数評価に起因する．
[gkl(γ)]は，k 行 l 列要素が γ に関する代数関数，有理関数，
指数関数を含む正方行列であり，トレフツ要素に起因する．

4. 周回積分を用いた非線形固有値問題の解法 (12)(SS法)

本節では，数値計算に必要なパラメータを説明するため
に，Asakuraらの文献 (12) に従い解法の概略を述べる. なお
SS法には，近接した固有値計算が可能なように改良したブ
ロック版が提案されているが，本論文ではプログラム作成が
容易な非ブロック版を用いる．
非線形固有値問題の式 (16)を解くことを考える．
Γ̌ ∈ Cを正の向きをもつJordan曲線とし，γl(l = 1, 2, · · · ,m)

を Γ̌内にある式 (16)の相異なる固有値とする．零ベクトル
でないN 行 1列の列ベクトル {V } ∈ C

N に対して関数 f(γ)，
複素モーメント μk を

f(γ) = {V }H[T (γ)]−1{V }, (18)

μk =
1

2πj

∫
Γ̌

γkf(γ)dγ, k = 0, 1, · · · , 2m− 1 (19)

と定義する．ここで，上添字 H，−1はそれぞれ，複素共役
行列，逆行列を表す．Hankel行列 [Hm]とその要素がシフト
した Hankel行列 [H<

m]を

[Hm] = [μi+j−2]
m
i,j=1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

μ0 μ1 · · · μm−1

μ1 μ2 · · · μm

...
...

...

μm−1 μm · · · μ2m−2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(20)

[H<
m] = [μi+j−1]

m
i,j=1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

μ1 μ2 · · · μm

μ2 μ3 · · · μm+1

...
...

...

μm μm+1 · · · μ2m−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(21)

とする．求める固有値 γlは一般化固有値問題 {[H<
m]−γ[Hm]}

{w} = {0} の固有値として求まる．この固有値問題の固有値
γl に対応する {[H<

m]− γ[Hm]}{w} = {0}の固有ベクトルを
{wl}とすると，[T (γ)]の固有ベクトル {xl}は

{xl} = [{s0}, {s1}, · · · , {sm−1}]{wl}, l = 1, 2, · · · ,m (22)

{sk} =
1

2πj

∫
Γ̌

γk[T (γ)]−1{V }dγ (23)

と求まる．

5. 積分路が円の場合の SS法



計算の簡単化のため，固有値を求める領域を円とし，積分
路 Γ̌を，中心 o，半径 ρの円とする．Hankel行列を数値計算
するために，台形公式で式（19）を数値積分すると，

μ̂k =
1

Ns

N−1∑
h=0

(
ch − o

ρ

)k+1

f(ch), k = 0, 1, · · · , 2m− 1　

(24)

となる．ここに標本点は，円周上の Ns 個の等間隔点

ch = o+ ρe
2πj
Ns

(h+1/2)
, h = 0, 1, · · · , Ns − 1 (25)

とし，関数値

f(ch) = {V }H[T (ch)]−1{V }, h = 0, 1, · · · , Ns − 1 (26)

とした．また積分路 Γ̌を単位円に移してある．この単位円上
で近似評価した Hankel行列を

[Ĥm] = [μ̂i+j−2]
m
i,j=1, (27)

[Ĥ<
m] = [μ̂i+j−1]

m
i,j=1 (28)

とすると，求める [T (γ)]の近似固有値 γ̂l は，一般化固有値
問題 {[Ĥ<

m]− ζ[Ĥm]}{ŵ} = {0}の固有値 ζ̂l(l = 1, 2, · · · ,m)

から

γ̂l = o+ ρζ̂l, l = 1, 2, · · · ,m (29)

と求まり，固有ベクトル {x̂l}は

{x̂l} = [{ŝ0}, {ŝ1}, · · · , {ŝm−1}]{ŵl}, l = 1, 2, · · · ,m (30)

と求まる．ここに，{ŵl}は一般化固有値問題 {[Ĥ<
m]−ζ[Ĥm]}

{ŵ} = {0}の ζ̂l に対応する固有ベクトルで，

{ŝk} =
1

Ns

N−1∑
h=0

(
ch − o

ρ

)k+1

[T (ch)]
−1{V } (31)

である．
Hankel行列の次数は，積分径路内の固有値の個数mである．

しかしながら，M ≥ mであるM を推定し，σ1 ≥ · · · ≥ σM

を Hankel行列 [ĤM ]の特異値，δ を小さな値として K 個の
特異値が σi ≥ δ (i = 1, 2, · · · ,K)，残りのM−K個が σi < δ

(i = K + 1, · · · ,M) となる K を定め，本節の手続き中のm

を K に置き換えると，十分な精度の固有値が得られる (11)．
以上から，非ブロック版 SS法の実行に必要な設定値は，以

下となる．γ の複素平面上の積分径路に関しては中心 oと半
径 ρ，積分の標本点数Ns と，最終的に解く Hankel行列の次
数K を定めるための，整数M と値 δ である．なお列ベクト
ル {V }の成分は，ランダム関数で発生させて良い．

6. 数値解析例
Fig.1に示す完全導体を周期的に装荷した三層誘電体スラ

ブ導波路 (k0p = 2.1，d = 0.5p，w = 0.5p，ε1 = ε3 = 1.0，
ε2 = 11.8，μ1 = μ2 = μ3 = 1.0)の伝搬問題を考える．分割
数は x，y 軸方向ともに 32 等分割とし，完全導体電極内に
電磁界は侵入しないので，不連続領域 Ω2 の真空部分のみを

512個の 4節点 4辺矩形要素で分割し，境界 Γ2，Γ3 を 32個
の線要素で分割する. また，トレフツ要素の空間高調波展開
の打ち切りモード次数Mc = 32とした．これは，HTFEMの
平面波散乱問題の解析結果 (5) から，計算結果の精度はモー
ド数よりも伝搬方向分割数の依存性が大きく，モード数は接
続境界 Γ2，Γ3 上の離散化電界の未知数個程度で十分なこと
が分っているためである.

はじめに固有値数K のM，δ依存性を調べる．Table 1は，
電極厚み h/p = 0.5，SS法の積分路の中心を op = 5.6− j0.2,

半径を ρp = 0.4 として調べたものである．この問題の伝搬
定数は，TE 波ならびに TM 波に対応する γp = 5.70243 −
j0.03545, 5.40284 − j0.33514 の２つである．標本点数が 16，
32と少ない場合には，固有値数 K = 2とはならず，積分径
路外の解を含んだK 値が求まる．これは，径路積分の精度が
不足しているため，混入したものと考えられる．δ = 10−9，
M = 8の場合には，標本点数を 1024と多くしても，積分径
路内に不要解が 1個含まれ，K = 3∗ となる．この不要解は
伝搬方向に界が増幅するものである．他の場合にも不要解が
あるが，いずれも物理的見地から除去可能である．以上から，
設定値M，δ によっては K > mとなるが，算出した伝搬定
数，界を吟味すると，積分路内の全解が求まることが判った．

Table 2は，同一の設定（電極厚み h/p = 0.5，SS法の積分
路の中心を op = 5.6− j0.2, 半径を ρp = 0.4）での，δ = 10−9，
M = 8とした場合に計算時間を調べたものである. 固有値を
K個とその固有ベクトルならびに固有ベクトルから求まる領
域 Ω2 内の電界ベクトルと空間高調波展開の係数を求めるの
に要した時間 (プログラムの全実行時間)と複素モーメント１
個の計算時間を示した. 用いた計算機は，インテル Core

TM

i5-750(基本周波数 2.66GHz,4コア 4スレッド)CPU，主記憶
8G バイトを備えている. 行列計算は Intel R© Math Kernel

Libraryを用いて並列化されている．標本点数に依らず，SS

法の計算時間は，ほぼ複素モーメント 1個（ハンケル行列要
素 1個）の評価時間となっている．また，各要素の評価時間
は，標本点１個あたりの関数値を計算する時間の約 2.61 秒
のおおよそ標本点数倍となっている．たとえば，標本点数Ns

が 16，1024 の 2.61 倍は，41.76，2672 であり計測した時間
44，2777に近い値である．これは，次のように考えられる．
SS法で最終的に解く線形一般化固有値問題の行列の次元数
K は，ほぼ固有値数に過ぎず計算時間は短い. 他方，線形固
有値問題の行列要素は，式 (24)，(26)で計算するために，標
本点ごとに行列 [T−1(γ)]{V }の計算が必要であり，連立一次
方程式の求解操作となる. このため HTFEMから導かれた係
数行列の次元数がある程度大きくなると，線形固有値問題の
解析時間は相対的に小さくなり，本解析法の計算時間は，連
立一次方程式の求解すなわちほぼ行列要素の計算時間とな
る. 従って本解析法は，線形固有値問題の行列要素の計算が
並列化できると，非線形固有値問題の短時間での解析が可能
となると考えられる.

次に求まる伝搬定数の値の妥当性を確認する．Fig.3，Fig.4
は位相定数と減衰定数の電極厚み h/p 依存性を調べたもの



である．SS 法のパラメータは，積分路の半径 ρp = 0.4 と
し，Ns = 128，M = 8，δ = 10−7 とした．積分径路の中心
は，予想される伝搬定数に応じて移動させ，例えば電極厚み
h/p = 0.5の場合には，op = 5.6− j0.2とした．TEと TMの
両固有値が半径 ρp = 0.4 の円内に含まれない h/p = 0.9 の
場合に限り，各固有値向けに中心を設定し，SS 法を２度実
行した．Fig.3，Fig.4から SS法を用いた HTFEMの結果 (-)
は，積分方程式の結果 (•)(16) と一致していることがわかる．

Table 1. Dependence of predicted number of eigenvalues in

the scope K on M a nd δ. Here the superscript * indicates

that unphysical eigenvalues are included in the scope.

Ns

δ

10−3 10−5 10−7 10−9

M M M M

4 8 4 8 4 8 4 8

16 4 7 4 8 4 8 4 8

32 2 2 2 2 2 3 3 5∗

64 2 2 2 2 2 2 3∗ 3∗

128 2 2 2 2 2 2 2 4

256 2 2 2 2 2 2 2 2

512 2 2 2 2 2 2 3∗ 3∗

1024 2 2 2 2 2 2 2 3∗

Table 2. Dependence of computation time

on number of sampling points Ns.

Ns

Computation time of K Computation time of

eigenvalues and eigenvectors a moment μk[s]

in the scope[s]

16 44 42

32 88 87

64 173 172

128 347 347

256 695 694

512 1384 1383

1024 2777 2776
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Fig. 3 Dependence of the phase constant on strip thickness

h/p.
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Fig. 4 Dependence of the attenuation constant on strip

thickness h/p.

7. むすび
非線形固有値問題の数値解法である SS法を HTFEM伝搬

問題解析法に組み込み，その有用性を確認した．SS法を採
用すると，滑降シンプレクス法を用いる HTFEM 固有値問
題の欠点であった解の初期値依存性が克服でき，また線形固
有値問題化を利用する場合のように，最終的に解くべき行列
の次元数が増大し，HTFEMの特長を損なうことがない．
今後は，ホトニック結晶などの実用的な周期構造導波路へ

の本解析法の適用，同様な定式化が可能な弾性波導波路の
HTFEM解析法への SS法の適用を検討する予定である．
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