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The wavelet-based space- and time discretization is developed for the time-domain boundary ele-

ment method for 2-D diffusion equation. The wavelets are used to approximate the boundary values

� and � not only on the boundary, but also in the time-domain. The algebraic equations are de-

rived by the Galerkin method on the boundary and the time. The coefficient matrix is sparse by the

present compression scheme; the memory requirement of the present method is large as compared

with the conventional time-domain BEM. The large computational time is required for generating

the coefficient matrix entries. The fast wavelet transform in the time-domain is effective to reduce

the computational work for the matrix assembly in the space-time wavelet discretization.

��� �����: non-orthogonal wavelet, time-domain boundary integral equation, diffusion problem

1. はじめに

境界要素法 (BEM)(1) は，提案当初は離散化により得られ

る代数方程式の規模の小ささが利点と考えられてきたが，特

に Laplace 問題や Helmholtz 問題などの静的問題・定常問題

では係数行列が密行列となるため，その計算効率の悪さゆえ

長らく大規模問題への適用が困難と考えられてきた．しかし

この 20年間，上述した境界要素法最大の弱点を克服すべく，

高速多重極法 (2) や wavelet 法 (3, 4) などの高速解法の実用化

に関する研究が進められてきた．

Wavelet法は，wavelet基底のゼロモーメント性（waveletと

所定次以下の単項式との直交性）により係数行列成分の距離

減衰性を高め，結果として微小となった大半の係数成分を切

り捨てることで係数行列をスパース化する方法である．なお，

これまでの wavelet 法の適用は，静的問題・定常問題におけ

る計算効率の改善を目的としたものが大半であった (4)．これ

は，静的問題や定常問題では係数行列が密行列となるため，

疎行列化がメモリの削減だけでなく，反復解法の適用による

計算時間の大幅な短縮にも効果的であることが一因である．

一方，境界要素法は境界値問題だけでなく，初期値境界値

問題を解くために用いることもできる．拡散問題において
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は，Laplace 変換を適用する定式化や，時間微分を差分近似

した上で得られた境界積分方程式を離散化する方法，時間域

境界積分方程式を離散化して解く方法が示されている (1)．特

に，時間域境界積分方程式を離散化して解く方法は，逆変換

の煩わしさがない利点を有しているが，時間に関する畳み込

み積分計算の処理のために行列ベクトル積の計算が必要であ

る．この計算に用いる係数行列は解析開始直後では疎な行列

となるが，解析時間の経過とともに非ゼロ成分数が増大し最

終的に密行列となる．そのため，結果として連立方程式の求

解にはさほど計算時間を要しないが，行列・ベクトル積の演

算量が時間ステップの経過とともに無視できなくなる．

これまで，時間域境界要素法の畳み込み積分計算の効率

化の試みは，例えば 2 次元スカラー波動問題を対象とした

Soares ら (5) により示されているが，これは畳み込み積分計

算を時間領域で補間近似することで乗算に要する計算量を

削減する試みである．なお，畳み込み積分の計算効率の改善

は，wavelet基底の適用による係数行列のスパース化によって

も実現できる．計算効率の改善を目的として時間域境界要素

法に wavelet基底を適用する試みは，時間依存の基本解を用

いた境界要素非圧縮粘性流れ解析を対象とした Ravnikら (6)

や，拡散問題の時間域境界要素法での計算効率を検討した著

者ら (7) によりなされている．また，著者らは非定常波動問



題の時間域境界要素解析への適用も試みている (8)．

ただし，これまでの取り組みはいずれも境界積分方程式

の離散化過程において wavelet 基底を適用したものである．

時間域境界要素法における離散化では，積分方程式の未知

量について境界上の変動だけでなく，時間変動についても近

似が必要である．Wavelet基底は境界上での未知量の変動を

近似するだけでなく，時間変動の近似にも適用可能である．

Barmada(9) は，拡散問題の時間域境界要素法において，未知

量の時間近似を wavelet級数で構成し，境界積分方程式を境

界上で選点法により離散化した上で，ソース側の時間変数に

ついて wavelet変換を作用させることで必要数の代数方程式

を導出し，それを解いて得られた解を wavelet逆変換するこ

とで時刻歴応答に再構成する方法を提案している．しかし，

文献 (9) では境界値分布は通常の区間一定要素により近似し

ており，現在のところ時間域境界積分方程式の時間・境界上

双方の離散化に wavelet基底を用いる定式化は示されていな

い．関数近似に用いる waveletのゼロモーメント性により係

数行列のスパース性の向上も期待できるが，wavelet基底の導

入方法が計算効率の改善効果に及ぼす影響も未検討である．

そこで本研究では，拡散問題の時間域境界要素方程式の離

散化において，時間・空間の離散化に wavelet基底を用いる

方法を構成し，定式化の妥当性及びその計算効率について検

討する．また，時間に関する Galerkin法の適用による計算時

間の増加を抑える目的で，wavelet を重みとする時間積分を

数値的に計算する代わりに，時間に関する高速 wavelet変換

を適用する離散化手法を提案し，その有効性についても検討

する．

2. 拡散問題の時間域境界積分方程式

本研究では，2次元拡散問題の時間域境界要素法について

考える．2次元拡散問題における支配方程式と初期条件，境

界条件は，次式で与えられる．
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ここで，�は時間変数，� � 
 は初期時刻，� は領域であり，

境界 	は 	 � 	� � 	� , � � 	� � 	� なる 2つの部分境界 	�,

	� からなるものとする．なお，� は境界上の点における外

向き法線方向を表わしており，�はポテンシャル，� は拡散

係数である．また，�はナブラ演算子である．

式 (1)，(2)で示した初期値・境界値問題に対応する時間域

境界積分方程式は，次式で与えられる (1)．
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ただし，� はソース点，�は積分点であり，���� 	 �は点 � に

おいて境界が滑らかであれば ��となる．また，��, �� は式

(1)の問題の基本解であり，次式で与えられる．
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ここで，� � ��� ��であり，����は Heavisideのステップ関

数である．

3. Wavelet基底を用いた空間・時間の離散化

本節では，時間域境界積分方程式 (3)の離散化について考

える．解析対象とする時間領域を 
 � � � �	 (�	 : 既知)に設定

した上で，�と � の時間変動を次のwavelet級数で近似する．
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ここで，����, ��	�
�は時間近似に用いる scaling関数，wavelet

であり，以下式 (6)，(7) で定義する �，��� でそれぞれ与え

る．また，�����, ���	�
�, �����, ���	�
�は展開係数であり，�は最

高階層，��, �����はそれぞれ ����, ��	�
� の個数である．

本研究では，境界要素解析に適した waveletとして，Haar

wavelet(4)の適用を考える．Haar waveletは，コンパクトサポー

トを有する waveletのうち，陽な形を有する唯一の正規直交

waveletである．Haar waveletを適用する場合，scaling関数 �

は展開区間を 
 � � � （�: 無次元座標）として次の区間一

定関数で与える．
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一方，wavelet は式 (6) の scaling 関数を用い，次式で定義さ

れる．
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なお，Haar waveletは次式で定義される 1次のゼロモーメン

ト性を有しており， � �
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著者らが構成した非直交 wavelet(4) のうち，補間次数 0次，1

次ゼロモーメント性を有する waveletに一致する．

次に，式 (5) の展開係数の境界上の近似について考える．

時間近似と同様に，境界上で定義された wavelet級数により，



展開係数 �����, ���	�
�, �����, ���	�
� を次式で与える．
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なお，�� , �� は境界上の wavelet展開に用いる scaling関数，

waveletであり，時間近似の際と同様，式 (6)，(7)でそれぞれ

与える．���
���
� , �������� , ����	�
�� , ����	�
��� , ������� , �������� , ����	�
�� , ����	�
��� は展

開係数，� は最高階層であり，��, �����はそれぞれ �� , ��

の個数である．

式 (5)，(9)，(10)を整理すると，�，� に関する時間および

境界上の wavelet級数近似 ��，�� は次式のように記述できる．

���� �� 	 ����� �� ��

���
���

���
���

�������������
���
� �

���� �� 	 ����� �� ��

���
���

���
���

�������������
���
� �

(11)

ここで，�������（� � � �� � � � � ��，��：時間近似の自由度）

は時間に関するwavelet基底であり，�������または ��	�
����

で与えられる．また，�����（� � � �� � � � � ��，��: 境界上

の関数近似の自由度）は境界上で定義された wavelet級数の

基底関数であり，�����または ������で与えられる．なお，

�
���
� ，�

���
� は式 (9)，(10)の展開係数により構成される．

式 (11)を (3)に代入すると，式 (3)の残差���� 	�が次式の

ように生じる．

���� 	 � �� ���� 	������ 	 �

�

� �

�

�
�

������ �� �� 	������ ��
	�
�

�

� �

�

�
�

������ �� �� 	������ ��
	�
�

�

�
�

����� 
� �� 	������
��

(12)

ここで，式 (11)の残差�に対し，式 (11)で用いた基底関数

�������，�����を重み関数として，次の Galerkin条件を課す．� 	�
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ただし，� � � �� � � � � ��， � � � � � � �� とする．その結果，

� � �� ��� 元の連立一次方程式を得る．
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解析においては，�, � の展開係数 �
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� ，�

���
� を成分に持

つベクトル �，�の成分を未知成分と既知成分とに整理し

た上で式 (14)を解き，境界上および時間方向に wavelet級数

の再構成を行うことで，境界上の �, � の時刻歴が得られる．

なお，�,� はそれぞれ基本解 ��, �� の境界・時間積分によ

り得られた係数行列であり，それぞれの成分 !
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は次式で定義する．
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また，�� は式 (11)の初期条件項に起因する既知ベクトルで

あり，その成分 #
���
��� は次式で与えられる．
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4. 係数行列成分の切り捨て手法

係数行列 �，� の微小成分の切り捨ては，著者らの既往

の研究と同様，Beylkin 型切り捨て手法 (4) により実行する．

解析に際しては，大きさが微小となる切り捨て対象成分の生

成に関する不要な計算を可能な限り削減する目的で，時間・

境界それぞれの二重積分の計算前後の 2度，切り捨て判定を

行なう．係数計算前の事前切り捨ては，�行列成分 !
�����
�� が

次の条件を満たした場合に実行する．
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ここで，%は切り捨て基準値であり，!��� は行列�の成分の

代表値である．また，�!
�����
�� は �!������� �の近似評価値であり，

基底関数のゼロモーメント次数を考慮して次式で与える．
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ただし，����� , ����� , ����� , 	 ���� はそれぞれ��，����，��，����

のサポート中央点である．また， �(�， �(�， �)�， �)� は時間お

よび境界上の積分に関するヤコビアンであり，基底関数のサ

ポートは無次元座標上でいずれも [�, ]に一致するように

定義するものとし，&�，&�，'�，'� はそれぞれ ���� の *�

次，����の *� 次，��の ��次，�� の �� 次モーメントである．

式 (17) を満たさない成分については，係数生成に必要な

所定の計算を実行後，次の切り捨て判定条件に基づき，再度

切り捨て判定を行なう．

�!������� � $ % � !��� � (19)
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なる部分境界上での境界要素解 ��の時刻歴．

5. 解析結果

本論文で示した定式化の妥当性，および境界要素解析にお

ける計算効率について検討する目的で，Fig.1に示す例題を

対象に，境界要素解析を行なった．拡散係数は � � とした．

境界値関数の境界上の分布を近似するために用いるwavelet

級数は，各部分境界において scaling関数を 1 個配置するよ

うに定義し，最高階層を� � �としている．その結果，境

界上では�� � ��自由度となっている．一方，時間に関して

は，解析対象時間を , � 
��� とし，この時間領域で 1 個の

scaling関数を配置した上で，最高階層が� � �となるよう

に wavelet展開を定義した．その結果，時間領域では�� � ��

自由度となっている．よって，離散化方程式の全自由度は，

� � �� � �� � �
�� となる．なお，式 (14)の連立一次方程

式は，対角スケーリング前処理付き GMRES法で解くことと

した．

各解析時刻における誤差 -���は，�の誤差の .� ノルムを

近似する次式で定義する．
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ここで，�������� ��は当該例題の解析解である．/� は境界要

素解が一定値をとる境界上の小区間の長さであり，この小区

間の中央点を �� とする．

まず，Fig.1 において + � 
 なる部分境界上での境界要素

解 ��の時刻歴を Fig.2に示す．なお，ここでは定式化の妥当

性を検討する目的で，切り捨ては実行していない．Fig.2 よ

り，本手法で得られた境界要素解は，境界および時間軸上で

区間一定となる部分の中央点での解の近似を与えるものであ

ることがわかる．境界要素解は解析解によく一致しており，

本手法の定式化の妥当性が確認できる．
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Fig.3 各解析時刻における境界要素解の誤差 -���．

次に，各解析時刻における近似解の誤差 -���を Fig.3に示

す．なお，解析においては，切り捨て基準値を % � 
 
�Æ

（Æ � �� �� �� ��  ）の下で係数行列成分の切り捨てを実行した．

また，比較のために従来の時間域境界要素法により得られた

解（以下，従来法）の誤差もあわせて示している．なお，従

来法の解析では，時間軸上に�� 個の選点および間隔一定の

時間刻みを設け，� と � は後退方向区間一定で近似した後，

時間刻み上で選点法を適用している．また，境界上の離散化

については，�� 個の選点および区間一定境界要素を用い，

選点法で代数方程式を導出している．すなわち，従来法では

時空の離散化自由度および関数近似の次数は本手法の場合

と同一としているが，積分方程式の離散化方法が時空の選点

法（従来法）と Galerkin法（本手法）とで異なっていること

になる．

当該の例題では，� � � で ��������� �� �  となるため，

境界要素解の誤差は時間の経過とともに小さくなることが

予想される．本手法で得られた境界要素解も，従来法と同様

の誤差挙動を示している．ただし，本手法で得られた近似解

は，従来法の下で空間・時間のメッシュサイズを同条件に設

定して得られた近似解と比べ誤差が小さい値で推移してい

る．この原因は不明であるが，比較に用いる誤差指標の選択

や，時間領域での数値積分の評価精度等の影響も考えられ，

今後さらなる考察が必要と考える．なお，本手法で取り扱う

係数行列の切り捨てにおいても，近似解の誤差が切り捨てを

実施しない場合と同程度となるように，0でない切り捨て基

準値を設定することが可能である．そのため，実際の解析に

おいて係数成分の切り捨てによるメモリ削減が可能である．

次に，本手法による係数行列の圧縮効果について検討す

る．本研究では，空間自由度 ��，時間ステップ数 �� の下で

実行される従来法による時間域境界要素解析においては，保

存が必要な係数行列成分の総数が ��
� ��� を上限とすること

を留意し，次式で定義する圧縮率 0(%)を用いて行列圧縮性

能を評価する．

0�!� ��




��
� ���

�

���
���

��� (21)

ここで，�� は時間第  ステップで追加生成された係数行列の

保存成分数である．式 (21)の圧縮率 0は，従来法の下で各時



Table 1 係数行列の圧縮率 (%)と計算時間．

切り捨て基準値 % 圧縮率 0 (%) 計算時間 (sec)


 
�� 114.835 4032.81

 
�� 325.510 5967.98

 
� 677.328 8067.91

 
�� 1161.874 10109.26

 
�� 1629.236 11515.93


 2053.125 12249.58
従来法 (選点法) � 

 0.81

Wavelet BEM(境界上のみ) 45.197 15.23

間ステップで新たに生成される�� 元の係数行列の全成分を

保存した場合に 100%となるように定義してある．

Table 1 は，本手法および従来の時間域境界要素法，境界

上の離散化にのみHaar waveletを適用した時間域境界要素法

における圧縮率 0の結果を示したものである．従来法におけ

る保存成分数の上限である ��
� ��� を基準として係数行列の

圧縮率を評価した場合，従来法では 100%（理論上の上限），

境界上の離散化にのみ waveletを用いた場合では 45%程度と

なる．一方，時間領域での離散化にも waveletを導入した本

手法では，切り捨てを実行しても圧縮率が 100%を超え，解

析精度の低下を起こさずに切り捨てを実行しようとすると，

圧縮率は 600 %程度まで上昇してしまう．ただし，Fig.3に示

したように，本手法により得られた近似解は従来法の近似解

を上回る精度を有しており，�� � ��としたままで時間刻み

幅を 1/4に縮めて解析すると，本手法適用時と同程度の精度

を有する境界要素解が得られる．この場合でも従来法の 1.5

～2倍強のメモリを使用していることとなる．

なお，係数行列の圧縮率を式 (21)ではなく，係数行列の全

成分数（��� ����
�）を基準に評価すると，切り捨て基準値の

設定に応じて 3% (% � 
 
��)～64%(% � 
)となる．すな

わち，本手法で取り扱う�� ��� 元の係数行列は疎行列とな

るが，保存成分数は従来の時間域境界要素解析の数倍にも及

ぶ結果となっている．そのため，離散化に用いる wavelet の

ゼロモーメント次数を高次化することで圧縮性能の向上は可

能と思われるものの，本手法の適用が解析時の使用メモリの

削減に対して必ずしも有効でないことがわかる．

最後に，解析に要した計算時間をTable 1にあわせて示す．

計算時間は，GMRES 法の収束が速やかであることもあり，

その大半が係数行列成分の作成に費やされている．切り捨て

を実行しない場合と同程度の精度の解を得るように切り捨

てを実行した場合，事前切り捨て判定による計算量の削減効

果が現われ，計算時間は切り捨てを実行しない場合の 1/2程

度で済むことがわかる．ただし，本手法では時間積分・境界

積分ともに二重積分を処理していることもあり，総じて多く

の計算時間を要している．同一の例題を従来の時間域境界要

素法（選点法）で解いた場合には計算は 0.81(sec)で終了して

おり，境界上の離散化にのみwaveletを用いた時間域 BEM(7)

の場合の計算時間 15.23(sec)と比べても，本手法の計算時間

は著しく大きい．そのため，本手法の実用化に際しては，係

数計算のさらなる効率化が必須である．

6. 高速 wavelet変換による係数行列作成の効率化

先に示したように，時間および境界上の離散化に wavelet

基底を用いる定式化の下では，係数行列成分の生成のため

の積分計算に多大な処理時間を要してしまう．そこで本節で

は，前節の結果と同程度のメモリ使用量を維持しつつ，時間

領域の高速 wavelet変換を用いることで係数計算を効率化す

る方法について，その定式化を示す．

まず，式 (12)の残差 ���� 	�に対し，時間については 	 �

	�(� � � �� � � � � ��)を選点とする選点法を適用し，得られた

境界積分方程式に対し式 (11)で定義した ��( � � �� � � � � ��)

を重み関数とした Galerkin法を適用する．その結果，次式を

得る．�
�

��������� 	������� 	��
	�

�

�
�

�����
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�
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(22)

ここで，式 (11) を式 (22) に代入し整理すると，次の連立一

次方程式を得る．
��� � ���� ���� (23)

なお，係数行列 ��， �� と既知ベクトル ��� の各成分 �!
�����
�� ，

�"
�����
�� ， �#

���
��� は次式で与えられる．
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(24)

ここで，式 (23)の連立一次方程式において，	 軸上に設けた

選点 	 � 	� で評価した係数行列成分，既知ベクトル成分を

サンプルデータとして，時間変数 	 についての wavelet変換

を作用させる．Wavelet変換行列を� をすると，この演算操

作は次式で形式的に表すことができる．

� ��� �� ����� ���� (25)

式 (25)において， �� � � ��， �� � � ��， ��� � � ��� とお

くと，次式を得る．

��� � ���� ���� (26)

式 (26)の係数行列 ��， �� に対しては，式 (14)の係数行列�，

� と同様，微小成分の切り捨てを実行する．切り捨て基準

には式 (17)，(19)を用いる．
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Fig.4 高速 wavelet変換導入時の境界要素解の誤差 -���．

前節までで示した解析手法の下での計算時間の短縮に対す

る，本節の定式化の有効性を確認する目的で，Fig.1 の例題

を対象とした境界要素解析を行なった．なお，時間軸上のサ

ンプリング点 	� は，解析における時間領域を"� � 
�で細

分した区間の中点に設けた．まず，本節の定式化の下で得ら

れた境界要素解の誤差を Fig.4に示す．本節の手法では時間

軸上のサンプリング点に関する影響係数に高速 wavelet変換

を作用させることで，時間変数 	 についての積分を近似評価

していることもあり，この時間積分を Gauss積分で処理した

解よりも精度が低下している．しかし，従来の時間域 BEM

で得られた解の精度を上回る結果を得ていることがわかる．

次に，係数行列成分の圧縮率と計算時間をTable 2に示す．

係数行列の圧縮率は前節の手法適用時とほぼ変わらぬ結果

を得ている．一方，計算時間は従来の時間域 BEMには及ば

ないが，前節までの方法適用時と比べて最大で 1/20 程度に

短縮されている．よって，時間領域での高速 wavelet変換の

導入は，時間・空間の離散化に waveletを用いる境界要素解

析の計算時間の短縮に効果的である．なお，高速 wavelet変

換適用時の計算時間は，係数行列の保存成分数によらず概ね

同程度となっている．解析の際には係数計算が必要な影響係

数の変換計算のみを実行し，事前切り捨て対象成分の変換計

算を省略しているが，時間軸上の各サンプリング点で式 (24)

の係数計算はもれなく実行している．このことが計算時間の

均等化の原因であると思われる．

7. おわりに

本研究では，拡散問題を対象とした時間域境界要素解析の

計算効率の改善を目的として，時間および境界上の離散化に

wavelet 基底を用いる方法を提案し，その定式化の妥当性及

び計算効率の削減効果について検討した．境界要素解析にお

ける wavelet基底の適用の本質は，waveletの有するゼロモー

メント性による時間および距離に関する減衰性を向上させ

ることで係数行列成分の大半を微小な成分とすることにあ

る．そのため，積分方程式の離散化には時間・境界上の離散

化とも Galerkin法を適用した．その結果，従来法と同様の境

界要素解が得られるものの，従来法と比べてメモリ使用量が

大幅に増加し，現状では使用メモリの削減効果は期待できな

いことがわかった．計算時間については，代数方程式の離散

Table 2 時間領域の高速 wavelet変換導入時の計算時間．

切り捨て基準値 % 圧縮率 0 (%) 計算時間 (sec)


 
�� 115.234 567.22

 
�� 324.435 561.81

 
� 683.853 568.53

 
�� 1183.676 560.91

 
�� 1651.678 561.27


 2053.113 566.93

化に時空の Galerkin法を採用していることに起因して，係数

計算の演算量が多大となる結果を得た．この問題点を解決す

るために，時間に関する Galerkin条件を課す代わりに，時間

について選点法を適用して得られた係数行列に対して高速

waveket変換を作用させ，時間に関する Galerkin条件を課す

場合と同様の係数行列を作成する方法を示した．数値解析例

より，解析精度は若干低下するもの計算時間の短縮に対して

有効であることが確認できた．
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