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無限長軌道と半無限地盤との連成加振応答解析

Dynamic interaction of an infinite railway track and a half-infinite ground subject to a point load
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This paper presents a numerical method for dynamic reaction of an infinite railway track

resting on a ground. The rail is modeled by a discretely supported infinite Bernoulli-

Euler beam. The ground is given by an elastic half-plane. Dynamic reaction due to a

harmonic point load is considered. The interaction is analyzed by the aid of the Floquet

transform. This reduces the problem to the equation of motion in a unit cell characterized

by the periodicity of the sleeper space. Waves transmitting to the underlying ground are

represented by soil impedance which is derived by wave modes propagating in the elastic

field. The track unit is then coupled with the impedance, and the transformed solution

is obtained. Numerical analyses are performed and the influence of ground stiffness and

spring constant of rubber pad on the dynamic behavior is examined.
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1. はじめに

鉄道軌道は，レールがまくらぎにより離散支持された構

造を有しており，その周期性が軌道系の動特性に大きく影響

している．そのため著者らはこれまでに，軌道系を無限周期

構造としてモデル化し，その中を伝播する波動モードの分散

解析 (1) を始め，定点加振応答解析 (2),(3) や，走行車輪下で

の定常応答解析 (4) などを通して動的特性の把握を試みてき

た．なお，これらの解析では道床以下を剛体とし，主にレー

ル・まくらぎから構成される軌道部のみのモデル化を採用し

ていた．これによっても軌道系の共振モードなど主要な特性

を捉えることができるが，実際にはまくらぎ下に道床や地盤

などが存在するため，特に比較的低い周波数域ではそれらと

軌道系との連成が動的挙動に少なからず影響するものと考え

られる．

そこで本研究では，軌道系に加え地盤も考慮したモデル化

を行い，それに基づいた最初の試みとして，定点加振に対す

る連成応答解析を実施する．地盤は 2次元半無限動弾性場と

して与え，その上にまくらぎで離散支持された無限長レール

を設置する．その下で，レールに定点調和振動を加え，応答

を求める．具体的解法は，Floquet変換 (5) の援用下で構成す

る．Floquet変換後の解は，まくらぎ間隔で与えられる周期
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構造 1ユニットに関する運動方程式に帰着して求めることが

できる．その下で，まくらぎ接地点における地盤剛性を表現

するインピーダンスを，文献 (6),(7) に示した手法に基づく有

限要素解析により求める．このインピーダンスをレール・ま

くらぎ 1 ユニットの運動方程式に組み込むことで，Floquet

波数空間での軌道・地盤連成解を求める．最後に逆 Floquet

変換を施すことで応答解を得る．

以下では，まず上述の解法の流れについて述べる．次に，

地盤インピーダンスの導出過程を示す．また，逆 Floquet変

換は Floquet 波数に関する有限区間積分により与えられる

が，積分点が軌道・地盤連成系の分散曲線上を通過する際に

特異積分を伴う．そこで，その処理方法についても述べる．

最後に連成応答解析結果を示し，地盤と防振パッドの剛性が

応答に及ぼす影響について，軌道系の分散特性との対応関係

などを通して考察する．

2. 軌道・地盤連成系の加振応答解析法

2.1. Floquet変換の概要

本研究では軌道・半無限地盤連成系の加振応答解析法を

Floquet 変換 (5) に基づき構成する．以下に Floquet 変換の

概要を示す．

x ∈ R で定義された非周期関数 f(x)について， ある長さ

L に関し次式で与えられる関数 f̃(x̃, κ) を f(x) の Floquet



Fig. 1 Rail and half-infinite ground

変換と呼ぶ．

f̃(x̃，κ) =

∞X
n=−∞

f(x̃+ nL)einκL (1)

ここで，x̃，κはそれぞれ (−L
2
，L

2
)および (−π

L
，π

L
)の区間

内における実数であり，κ を Floquet波数と呼ぶ．

式 (1)より，f̃ は x̃に関して次の周期性をもつ．

f̃(x̃+ nL，κ) = e−inκLf̃(x̃，κ) , n ∈ Z (2)

また，Floquet変換の逆変換 (逆 Floquet変換)は次式で与

えられる．

f(x̃+ nL) =
L

2π

Z π
L

− π
L

f̃(x̃，κ)e−inκLdκ (3)

2.2. 軌道・地盤連成系の解析手法

Fig.1に示す様に，半無限地盤上にまくらぎ間隔 Lで離散

支持された無限長レールを，円振動数 ω の下で定点加振す

る場合の定常応答問題について考える．

軌道系の周期長 Lに基づき，軌道部の 1ユニットを Fig.1

のように設定する．ここで，レールは Eulerばりで与え，ま

くらぎは質点でモデル化する．レール・まくらぎ間，および

まくらぎ・半無限地盤間にはそれぞれ軌道パッド kr と防振

パッド kss が装着されている．レール・まくらぎから成る軌

道系の運動方程式の x1 軸方向の Floquet 変換により，軌道

1ユニットに対し次式を得る．

[¯̃vL ¯̃vM ¯̃vR ¯̃vB]
T [K̂]

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ũL

ũM

ũR

ũB

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ = [
¯̃vL ¯̃vM ¯̃vR ¯̃vB]

T

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
F̃L

F̃M

F̃R

F̃B

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (4)

ここで，( )L，( )M，( )R，( )B はそれぞれ軌道ユニットセルの

左端，中央部，右端，下端の節点ベクトルである．{ũi}，{F̃i}
は節点変位ベクトルと節点力ベクトルのFloquet変換，[ṽi]は

任意の仮想節点変位ベクトル，( ¯ )は複素共役である．また，

[K̂]は剛性行列 [K]と質量行列 [M]より [K̂] = [K]− ω2[M]

で与えられる．

式 (2)より，ユニット両端の節点変位・節点力ベクトルに

対して，次式が成り立つ．

ũR = e
−iκLũL，̄̃vR = e

iκL ¯̃vL，̃FR = −e−iκLF̃L (5)

式 (5)を式 (4)に代入して ( )R 成分を消去し，次式を得る．⎡⎢⎢⎣
K0
LL K0

LM K0
LB

K0
ML K0

MM K0
MB

K0
BL K0

BM K 0
BB

⎤⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ũL

ũM

ũB

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0

F̃M

F̃B

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (6)

ここで，[K0]は以下で与えられる．

[K0] =⎡⎢⎢⎣
K̂LL + K̂RR K̂LM+eiκLK̂RM K̂LB+e

iκLK̂RB

+K̂LRe
−iκL + K̂RLe

iκL

K̂ML+e
−iκLK̂MR K̂MM K̂MB

K̂BL+e
−iκLK̂BR K̂BM K̂BB

⎤⎥⎥⎦
(7)

Fig.1の B点において，地盤との間に次の変位の適合条件

と力のつり合い条件が成り立つ．

ũB = ũG , F̃B + F̃G = 0 (8)

ここで，ũG，̃FG はまくらぎが接地している地表面の鉛直変

位と作用力 (地盤反力)である．

この位置における半無限地盤表面の地盤バネ (インピーダ

ンス)を KG とすると，次式が成り立つ．

KGũG = F̃G (9)

式 (8)，(9)を式 (6)に代入し，未知量を左辺に移項すると

次の求解方程式を得る．⎡⎢⎢⎣
K0
LL K0

LM K0
LB

K0
ML K0

MM K0
MB

K0
BL K0

BM K 0
BB +KG

⎤⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ũL

ũM

ũB

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0

F̃M

0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (10)

地盤インピーダンスKG を求めることができれば，各波数

κ の下において求解方程式 (10)を解くことで解 {ũ}を得る

ことができる．これに式 (3)の逆 Floquet変換を施せば変位

応答が得られる．

3. 地盤インピーダンス KG の導出

文献 (6),(7) に示した方法により地盤インピーダンスを導

出する．以下にその概略を述べる．

3.1. 地盤ユニットセルの Floquet変換

Fig. 2 Unit cell of half-infinite ground

半無限地盤を等方均質な弾性場でモデル化する．地盤ユ

ニットセルの設定において，軌道の周期長 Lに合わせて x1

方向の長さを設定する必要がある．一方，半無限地盤が均質

場であることから，水平方向の長さ以外，ユニットセルの形

状は任意であり，ここでは Fig.2のような長方形に設定した．



半無限地盤の波動問題を考える．Floquet変換後のユニッ

トセル内の運動方程式は，離散化の後次式で与えられる．

[¯̃v]T [K̂e]{ũ} = [¯̃v]T {F̃}，

{ũ} = [ũl，̃ur，̃ub，̃ut，̃um]T，

{F̃} = [F̃l，̃Fr，̃Fb，̃Ft，0]T，

[¯̃v] = {¯̃vl，̃̄vr，̃̄vb，̃̄vt，̃̄vm}T

(11)

ここで，[K̂e]は離散化で得られる行列，{ũi}，{F̃i}は節点変

位と節点力のベクトルであり，( )l，( )r，( )b，( )t，( )m は

それぞれユニットセルの左辺，右辺，底辺，上辺，内部に位

置する部分ベクトルを表している．[¯̃vi]は，{ũi}に対応する

仮想変位ベクトルの複素共役である．

軌道部と同様に，式 (2)より次式が成り立つ．

{ũr} = {ũl}e−iκL , {F̃r} = −{F̃l}e−iκL，

{¯̃vr} = {¯̃vl}eiκL
(12)

式 (12)の関係を式 (11)に代入し，右辺境界節点に関する

成分を消去すると次式を得る．

[K0
e]{u0} = {F̃0}，

{u0} = [ũl，̃ub，̃ut，̃um]T，{F̃0} = [0，̃Fb，̃Ft，0]T
(13)

ここで，[K0
e]は ( )r 成分の消去により (7)と同様に縮約され

た行列である．また，領域内に外力作用は無いものとした．

3.2. 上辺から底辺への伝達マトリクスの導出

式 (13)において [K0
e] = [K̃−ω2M̃]と表現して，次の固有

値問題を設定する．

[K̃]{φ̃} = ω2[M̃]{φ̃} (14)

ここで，固有振動数 ωi に対する固有ベクトルを {φ̃i} とす

る．式 (13)の変位解を次式により {φ̃i}の一次結合で表すこ

ととする．

{u0} =
NX
i

αi{φ̃i}，αi =
1

mi(ω2i − ω2)
[
¯̃
φi]

T {F0} (15)

ここで，N は自由度，mi = [
¯̃
φi]

T [M̃]{φ̃i}である．

式 (15) を変形し，上・底辺の節点力から節点変位を与え

る次式が導かれる．(
ũt

ũb

)
=

NX
i

1

mi(ω2i − ω2)
{φi}[φ̄i]T

(
F̃t

F̃b

)

=

"
Htt Htb

Hbt Hbb

#(
F̃t

F̃b

) (16)

ここで，{φi} は {φ̃i} の ( )b, ( )t 成分から構成されるベク

トルである．

式 (16) よりさらに，上辺の節点変位と節点力から底辺の

節点変位と節点力を与える伝達マトリクス [G]を導くと，次

式を得る．

[G]

(
ũt

F̃t

)
=

(
ũb

−F̃b

)
，

[G] =

"
HbbH

−1
tb −HbbH

−1
tb Htt +Hbt

−H−1tb −H−1tb Htt

# (17)

3.3. 半無限地盤のインピーダンス KG の導出

地盤ユニットセル内の上下方向の波動伝播を考える．高さ

H のユニットセルの上辺 (t)，底辺 (b)について，Blochの定

理を適用すると次式を得る．(
ũb

−F̃b

)
= e−iκ2H

(
ũt

F̃t

)
(18)

ここで，κ2 は x2 方向の波数成分である．

式 (18)の関係を式 (17)に代入すると，次の伝達マトリク

スの固有値問題を得る．

[G]

(
ũt

F̃t

)
= λ

(
ũt

F̃t

)
，λ = e−iκ2H (19)

ここで，全固有モードの数を N1 とすると，上辺から底辺

に伝播するモードは N1/2 個存在する．これらのモードを

{ui}, {Fi} (i = 1, 2, . . . , N1/2)とおく．このモードベクトル

を列成分として持つ正方行列を次のように定義しておく．

[us] = [u1,u2, . . . ,uN1/2]，

[Fs] = [F1,F2, . . . ,FN1/2]
(20)

するとインピーダンス行列 [Ks]は次式により与えられる．

[Ks] = [Fs][us]
−1 (21)

自由表面上の節点変位 {u}と節点力 {F}に対して次式が

成り立つ．

[Ks]{u} = {F} (22)

{F}として，まくらぎ接地位置の節点にのみ単位鉛直力を

与えたものを設定する．その下で式 (22) を解いて，それに

対する表面変位応答 {u} を得る．これにより得られたまく

らぎ位置の節点変位を u0 とおくと，当該位置における節点

力 F̃G と節点変位の鉛直成分 ũG との関係を与えるインピー

ダンス KG は次式により求められる．

KG =
1

u0
(23)

なお，本来まくらぎ・地盤間の接触力は分布荷重として与

えるべきであるが，ここでは地盤が応答に及ぼす影響の定性

的評価を目的に，1つの節点力により近似した．

4. 解析上の工夫

4.1. 逆 Floquet変換における特異積分

変位応答 u を得るためには，まず式 (10) の解 ũ(κ,ω) を

各波数 κの下で求め，さらに κに関する逆 Floquet変換を求

める必要がある．しかし，ある振動数 ω の下で, Floquet 波

数 κが軌道・地盤連成系の分散曲線上の点を与える可能性が

ある．このとき式 (3)の逆 Floquet変換は特異積分を伴った

ものとなる．したがって，この場合への適切な対処が必要と

なる．

4.2. はりと半無限弾性体の連成系における理論分散曲線

ここでは，当該連成系の分散曲線をより簡易な近似モデル

に基づき理論的に求める．



Fig. 3 Beam and half-infinite ground

Fig.3の様な半無限場を考える．はりと半無限弾性体との

接触面において，鉛直方向変位の適合条件と力のつり合い条

件が課されているものとする．一方，水平方向の力は伝達さ

れないものとする．

基礎方程式は次式で与えられる．

EIu(4) − ρAω2u = w ，

μ(∆u+∇∇ · u) + λ∇∇ · u+ ρGω
2u = 0 ，

u2 = u , t22 = w, t12 = 0，(x2 = 0)

(24)

ここで，uははりのたわみ，uは半無限動弾性場の変位，tij

は半無限場の表面力，w は鉛直接触力である．また，EI は

はりの曲げ剛性，ρAはまくらぎも含む単位長さ当りの軌道

の質量，λ，μは地盤の Lamé定数，ρG は質量密度である．

まず，はりの解について考える．x1 方向に波数 κ で進行

する波動を考え，u，w を次式により与える．

u = Ue−iκx1 , w =We−iκx1 (25)

ここで U，W は未知な定数である．

一方，半無限場の解を，Helmholtsポテンシャル φ，ψ によ

り次式の様に与える．

u = ∇φ+∇×ψ ，

φ = Ae−iκx1−νLx2 , ψ = Be−iκx1−νT x2 ，

νL =
q
κ2 − κ2L , νT =

q
κ2 − κ2T

(26)

ここで，A，B は未知な定数，κL，κT はそれぞれ縦波，横波

の波数である．

すると，式 (24)の鉛直変位の適合条件は次式で与えられる．

U = −νLA+ iκB (27)

また，接触力のつり合い条件より次式を得る．

[(2μν2L − λκ2L)A− 2μκνT iB] =W ，

μ[2νLκiA+ (ν
2
T + κ2)B] = 0

(28)

式 (27)，(28)より，最終的に次式を得る．

4νLνTκ
2 − (2κ2 − κ2T )(2ν2L −

λ

μ
κ2L)

+
νLκ

2
T

μ
(EIκ4 − ρAω2) = 0

(29)

この式を満たす (κ,ω)が連成系の理論分散曲線を与える．

4.3. 特異積分路の設定

式 (29) により求めた連成系の理論分散曲線は，低周波数

域では地盤 Rayleigh 波の分散曲線に漸近し，高周波数域で

Fig. 4 Integration path in complex wavenumber space

は横波に漸近する．なお，この理論分散曲線の具体例につい

ては 5.に示す．また，Fig.1の軌道・地盤連成モデルに対し，

式 (10) の連立方程式の係数行列より数値的に求めた分散曲

線は，式 (29)より求めたものと良好な一致を示した．

理論分散曲線が上述の２直線の間に位置することより，逆

Floquet変換における積分において，それらの直線の中点を

与える Floquet波数に中心をとり，その近傍において波数を

複素数に拡張し複素平面で半円状に積分径路をとることで，

分散曲線上での特異積分を回避する方法を採った．Fig.4 に

その概念図を示す．

なお，半円径路は，文献 (8) に従い分散曲線の傾きが正の

場合は上半平面に，負の場合は下半平面にとった．また，半

円区間と，前後の実数波数区間の積分は，それぞれGauss積

分で評価した．

5. 解析結果

5.1. 解析条件

Fig.1の軌道・半無限地盤連成系を解析対象とする．やや

軟弱な地盤を想定し地盤剛性を μ =17MPa ，質量密度を

ρG = 1700kg/m3(横波伝播速度 CT =100m/s)，地盤ポアソ

ン比を ν = 0.3，防振パッドの剛性を kss = 60MN/mとした

ものを基本モデル (Case 1) として設定する．また，地盤剛

性を μ =68MPa(CT =200m/s) と変更したものを Case 2 と

し，Case 1に対し防振パッドの剛性を通常用いられる下限値

kss =5MN/mに低減したものを Case 3とする．

その他の軌道の物性値は Table 1の様に設定した．加振周

波数は 300Hzまでとし，Fig.1の様にスパン中央に単位調和

力を加えた．なお，下端周波数は安定に解が得られる 10～

25Hzの範囲で設定した．まくらぎ間隔 L =0.6mの下，レー

ル 1ユニットを 10要素で一様分割し (1)，半無限地盤 1ユニッ

トは x1 方向を 8要素，x2 方向を 1要素で 4節点正方形要素

により離散化した (7)．以上の条件の下，加振点における応

答を解析する．

5.2. 軌道・地盤連成系の理論分散曲線



Table 1 Parameters of track

mass of rail(kg/m) 50.47

bending stiffness(MN ·m2) 4.0376

spring constant of rail pad(MN/m) 60

mass of sleeper(kg) 80

Fig. 5 Theoretical dispersion curve (Case 1)

基本モデル (Case 1)と地盤剛性を高く設定した場合 (Case

2)それぞれについて，連成系の理論分散曲線を 4.2で導出し

た式 (29)より求めた結果を Fig.5，Fig.6に示す．

ここでは理論分散曲線 (実線) とともに，横波 (破線) と，

Rayleigh波 (２点鎖線)の直線を合わせて図示している．Case

1に対応する Fig.5の解析結果では，理論分散曲線は，30Hz

近傍まで存在しているが，それより高周波数域には存在しな

いことがわかる．よって，応答を解析する際には 30Hzを特

異積分処理の打ち切り周波数とし，それ以降は特異性は存在

しないので通常の積分を行った．一方，Case 2 に対応する

Fig.6においては，Case 1より高い周波数域まで連成系の分

散曲線が存在している．そのため，Case 2では Floquet逆変

換における特異積分処理を適用する周波数を 100Hz までと

した．

5.3. 地盤剛性が応答に及ぼす影響

Case 1，2 での，加振周波数と加振点におけるレールた

わみ応答 (実部)との関係をそれぞれ Fig.7，8に示す．また，

Case 1，2における軌道の下で，地盤を剛体とした系に対す

る分散曲線 (1) を Fig.9(実線) に示す．この分散曲線におい

て，波動モードが存在する周波数帯であるパスバンドと存

在しないストップバンドとの境界 A,B,C の周波数は，それ

ぞれ 112, 191, 274Hz となっている．これらのバンド端は定

在波モードに対応しており，実際の加振応答では一般にこれ

らのモードが卓越する．一方，Case 1 の応答 (Fig.7) では，

70Hzと 270Hz付近において共振が認められる．後者の共振

点は Fig.9の Cの共振モードに対応しているものと考えられ

るが，前者はA,B,Cの何れの共振周波数とも一致しない．ま

Fig. 6 Theoretical dispersion curve (Case 2)

た，Case 2(Fig.8) では，100Hzと 270Hz付近で変位のピー

クが認められる．後者については，Case 1と同様に剛基礎上

の軌道系における共振点 Cに対応しているものと思われる．

一方，前者は共振点 Aに近い周波数を与えており，当該モー

ドに概ね対応しているものと推測できる．なお，Aのモード

はまくらぎ振動を伴うものとなっている (1)．このことは，地

盤へも加振力が伝達されることを意味し，そのため地盤剛性

が当該モードの共振周波数に影響を及ぼしているものと考

えられる．その結果，Case 1の地盤剛性が Case 2のそれに

比べ低いため，共振モード A に相当するものが低周波数側

へ移動したものと思われる．ちなみに，Cの振動モードはま

くらぎ振動を伴わず，主にレールの支持点中央が大きく振動

するものとなっている．そのため，当該モードの共振周波数

は地盤剛性の影響を受けなかったものと考えられる．また，

Fig.8では 230Hz付近にもピークが認められるが，その原因

については不明である．

以上より，地盤剛性は軌道系における最も低い共振周波数

(共振モード)に影響を及ぼし得ることがわかった．

5.4. パッド剛性が応答に及ぼす影響

防振パッドの剛性を 60MN/mから 5MN/mに変更したCase

3の応答を Fig.10に示す．また，剛基礎上に設置した当該軌

道に対して求めた分散曲線を Fig.9(破線) に示す．バンド端

点A’の周波数が 30Hz付近にあり，Aと比べ大幅に低下して

いる様子が窺える．これは，5.3に述べたように，当該モー

ドがまくらぎ振動を伴うものであることに因る．その結果と

して，Case 3 での応答 (Fig.10) においても低周波数側の共

振点が 30Hz近傍に移動したものと考えられる．

以上のことより，軌道の共振周波数に関する限り，地盤剛

性とパッド剛性の低下はほぼ同様の効果をもたらすことがわ

かった．また，軌道系における最も低い共振周波数での応答

については，軌道構造だけでなく，道床や地盤の物性の影響

も受け得ることが確認できた．

6. おわりに

本研究では，軌道・地盤連成系の加振応答解析を行った．

その際に，軌道をまくらぎで離散支持された無限長レールに



Fig. 7 Rail deflection at vibration point (Case 1)

Fig. 8 Rail deflection at vibration point (Case 2)

よりモデル化した．また，地盤は二次元半無限動弾性場によ

り与えた．具体的な解法として，Floquet変換による方法を

採った．この場合，当該問題はまくらぎ間隔で与えられる水

平方向 1ユニットの動的問題に帰着されることとなる．その

下で，半無限地盤のインピーダンスを求め，軌道系と連成さ

せることで求解方程式を構成した．

解析では，地盤剛性と防振パッドの剛性が応答に及ぼす影

響について調べた．両者とも，その剛性低下が軌道系の最も

低い共振周波数の低下をもたらすことが確認された．

今後は，本手法を走行車輪と軌道・地盤との連成定常応答

解析に拡張し，列車走行時の地盤の影響について検討するつ

もりである．
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