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軸力を受ける曲線レールの振動応答解析

Dynamic analyses of an axially loaded curved rail
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Dynamic characteristics of curved rail subjected to an axial load are analyzed and the

feasibility of a measuring method of rail axial stress via vibration modes is discussed. For

this purpose two numerical analyses are achieved, i.e., the dispersion analysis and the

dynamic response analysis. In the former problem the railway track is modeled by an

infinite circular rail supported by sleepers equidistantly. Wave modes propagating in the

periodic track are obtained by solving an eigenvalue problem with respect to the axial load,

frequency and wavenumber. In the latter a finite track composed of circular, transient and

tangential rails is considered. Horizontal deflection due to harmonic excitation is obtained

by dynamic response analysis. Through these analyses it is found that the influence of

the rail curvature on the vibration modes is negligible. Therefore, it is concluded that the

rail stress measurement based on vibration modes is applicable to any rails irrespective

of track alignment.

Key Words : curved rail, temprature stress, dispersion curves, dynamic response

1. はじめに

鉄道軌道において，ロングレール化は乗り心地の向上や軌

道破壊の抑制などに有効であり，多くの在来線区においても

採用されている．しかしその一方で，長い区間に亘りレール

を締結するため，温度変化に伴う伸縮が拘束され，レール内

に大きな軸力が発生する要因ともなっている．猛暑時の温度

上昇はレールに圧縮力を生じさせ，座屈を惹き起こす恐れが

ある．逆に厳寒時の温度低下はレールに引張力を生じさせ，

レール破断の原因となる．したがって，レールの軸力管理は

軌道保守上極めて重要である．

なお，列車が軌道上を繰り返し通過することで，まくらぎ

の軌道長手方向への変位 (ふく進)が発生するため，レール軸

力を単に温度から換算することは一般に不可能である．その

ようなことから，これまでに様々なレール軸力測定法が考案

されてきた (1)．しかし，引張軸力の測定については簡易な

方法 (2) が既に実用化されているものの，圧縮軸力の測定法

については初期状態の測定を必要とするものが殆どであり，

実用性の面で課題が残されている．

初期状態によらず軸力測定可能な方法としてレール振動
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法 (3) が挙げられる．レール軸力の変化に伴い，共振周波数

(4) やモード波長 (5) が変化する．これらの対応関係に基づ

き，動的応答の測定値を軸力に換算することが原理的に可能

である．

著者らはこれまでに，レール振動法の適用可能性につい

て理論的検討を行ってきた．なお，レールはまくらぎにより

等間隔に離散支持されている．そのためロングレールは無限

周期構造としてモデル化することができる．軌道系の振動

特性において，この周期性が重要な役割を果たす (6)．文献

(7) では，軸力を受ける直線レールを対象に，レール内を伝

播する波動モードの分散曲線に軸力が及ぼす影響について検

討した．なお当該論文では，レールを 1次元の Timoshenko

ばりによりモデル化し，水平たわみと鉛直たわみについて

各々解析した．一方文献 (8) では，レールとまくらぎを 3次元

Timoshenkoばりでモデル化し，水平たわみと捩れ振動との

連成を考慮し，実際の軌道により近いモデルの下で分散解析

を行った．これらの検討結果より，まくらぎ締結位置を節と

する水平たわみの共振モード (pinned-pinned resonance) に

おいて軸力の変化に伴う共振周波数の変化が大きく，さらに

締結装置の剛性の影響を殆ど受けないため，それが軸力測定



Fig. 1 Deformation circular beam

に最適なモードであるとの結論を得た．

ところで，レールの座屈温度 (軸力) が曲線半径の減少と

共に大きく低下することが知られている (9)．したがって，曲

線区間での軸力管理は直線区間以上に重要である．しかし，

曲線ばりではたわみと軸方向変位とが連成するため，上述の

レール振動法が曲線レールでも適用可能か否かは明らかで

ない．

そこで本論文では，文献 (7)(8) と同様の検討を曲線レール

に対して実施し，レール振動法の曲線区間への適用可能性に

ついて調べる．具体的には，まず曲線軌道を一定曲率の無限

長軌道として理想化し，その下で分散解析を行い，曲率が軌

道内を伝播する波動モードの分散特性に及ぼす影響について

調べる．

なお現実の軌道では，有限長の一定曲率区間の前後に緩和

曲線区間が存在し，さらにそれが直線軌道に接続している．

そこで，その様なより現実的な軌道モデルを対象に水平加振

解析を行い，レール振動応答に基づく軸力測定法の実現可能

性について検討する．

2. 軸力を受ける無限長曲線レールの波動伝播解析

2.1. 軸力を受ける円弧 Timoshenkoばりの振動問題

本解析では，軸力を受ける無限長曲線レールを円弧 Tim-

oshenkoばりでモデル化する．なお，文献 (7)(8) の解析より，

直線軌道の共振周波数と軸力との関係については，水平方向

のレールたわみに対する捩れ変形の影響を無視しても大差な

いという結果を得た．そこで曲線レールを対象とする本研究

でも，水平方向たわみの解析において捩れの影響を考慮しな

いこととする．

Fig.1の様な一定曲率半径Rの円弧ばりが，圧縮軸力N の

下で円振動数 ω で振動している問題を考える．このとき運

動方程式は次式で与えられる．
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Fig. 2 Track model for horizontal vibration

ここで，s は円弧に沿った方向の座標であり，u は s 方向変

位，v は半径方向変位，ψ は断面回転角である．また，Gは

はりのせん断弾性係数，K はせん断係数，Aは断面積，ρは

密度，E はヤング係数，I は断面二次モーメントである．fu，

fv は sとそれに直交する方向に作用する外力であり，以下の

軌道モデルではまくらぎとの接触力により与えられる．

離散化に当り，静的つり合い式の一般解や，その近似など

から求めた円弧ばりを対象とした形状関数 (10) の使用が考え

られる．しかし，レールの曲率半径 R は 100m 以上であり，

その値は断面剛性の割に比較的大きい．そのため，これらの

形状関数の導出の際に必要となる係数に関する連立方程式の

求解時に数値的不安定性を生じ，結果的に精度維持に困難を

伴った．そこで，離散解のロッキングを防ぎ得る簡単な形状

関数の組み合わせ (11) として，u，vに 3次 Hermite補間を，

ψ に 2次 Lagrange補間を用いることとした．

以上の離散化により，1要素当りの運動方程式が次式で与

えられる．

[K] {U}− ω2 [M ] {U} = {F }+ N

R
{P } (2)

ここで，{U}，{F }はそれぞれ節点変位ベクトルおよび節点

力ベクトル，[K]は剛性行列であり，軸力N に関する成分を

含んでいる．[M ]は質量行列である．また，右辺第 2項目は

円弧ばり要素に軸力 N が静的に作用することによる外力成

分である．

変位 {U} を静的成分 {Us} と動的成分 {Ud} とに分離す

るとそれぞれ次式が成り立つ．

[K] {U s} = N

R
{P } (3)

[K] {Ud}− ω2 [M ] {Ud} = {F } (4)

以降 {Ud}を改めて {U}と表記し，動的応答についての

み議論する．

2.2. 軸力を受ける無限長曲線レールの分散解析

一定曲率の曲線レールを，まくらぎで離散支持された無

限周期構造によりモデル化する．Fig.2は水平方向振動を対

象とした場合の軌道系モデルを示したものである．ここで，



ms はまくらぎの質量，kv は道床横抵抗力のバネ定数である．

なお，水平たわみに対してレールとまくらぎとは一体化して

いるものとする．

まくらぎ 1区間で構成される 1ユニット (Fig.2)における

運動方程式は次式で与えられる．⎡⎢⎢⎣
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ここで， £
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¤
= ˆ[K]− ω2 ˆ[M ] (6)

であり， ˆ[K]， ˆ[M ] は式 (4) より与えられる剛性行列と質量

行列に道床横抵抗力やまくらぎ質量に関する項を組み込んで

得られる行列である．また，( )1，( )3 はユニット両端点に

おける節点ベクトル，( )2 はそれ以外の節点に対する部分

ベクトル成分であり，両端点の内部節点力 F 1,F 3 以外に外

力の作用はないものとしている．

Floquet原理 (12) より，周期構造の定常解において次式が

成り立つ．

U3 = U1e
−iκL, F 3 = −F 1e

−iκL (7)

ここで，Lは周期長 (まくらぎ間隔)，κは Floquet波数と呼

ばれるパラメータである．

式 (7)を式 (5)に代入し，U3,F 3 を消去すると，自由振動

問題において次式を得る．

[K̃]{Ũ} = ω2[M̃ ]{Ũ} (8)

ここで，{Ũ} = {U1 U2}であり，[K̃], [M̃ ]はU3 を消去し

て得られる 4つ (2× 2)の小行列より成る行列である．なお，

[K̃]を例に，その成分を示すと次のようである．

[K̃] =
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式 (8)の固有値問題を解くことで，円振動数 ω と Floquet

波数 κおよび軸力 N との関係 (分散関係)を求める．以下の

解析では，Floquet 波数 κ と軸力 N を所定の範囲内で順次

変化させながら，円振動数 ω についての固有値問題を解き，

その結果より伝播波動モードの分散関係を求める．

2.3. 解析条件

Fig.2に示したように，バネで離散支持された無限長曲線

レールを軌道モデルとして設定する．道床横抵抗力のバネ定

数は kv=6MN/m
(13)，まくらぎ間隔は L=0.6mとし，PCま

くらぎを想定してレール一本当りのまくらぎ (1/2本)質量を

100kgと設定した．レールは 50kgNレールを想定し，各種物

性値を Table 1のように設定した．なおレールの離散化は 1

ユニットを 12要素で一様分割して与えた．

2.4. 解析結果

曲率半径を最小値 R = 100mとした場合を例に，軸力を 0

から 1MN 毎に 6MN まで変化させたときの，無次元化した

Table 1 Parameters of 50kgN rail

mass density(kg/m3) ρ = 7880

cross-sectional area(m2) A = 64.05× 10−4

Young’s modulus(GPa) E = 206

Poisson’s ratio ν = 0.33

geometrical moment of inertia(m4) I = 322× 10−8

shear factor K = 1.382

Fig. 3 Influence of axial load on dispersion curves

Floquet波数 κLと周波数 (Hz)との関係 (分散曲線)を Fig.3

に示す．なお，実際のレールに作用する軸力は通常 1MN以

下であるが，ここでは軸力が分散曲線に及ぼす影響を確認す

る目的で，N=6MNまで設定した．

いずれの分散曲線も，軸力の増加に伴い，低周波数側へシ

フトする傾向にあることがわかる．また，接線方向変位 uを

考慮したことによって，レール内を伝わる縦波モードに対応

した直線 aが得られている．

直線 aの存在以外は，文献 (7) に示した直線レールの分散

曲線と一致した．なお，実際の軌道で設定されている他の幾

つかの曲率半径 (100<R≤600m) でも解析を行った結果，そ

の範囲の曲率であれば分散特性に影響しないことがわかった．

Fig.3において，分散曲線の傾きが 0となる箇所を A,B,C

で分類する．これらの箇所は，定在波モードに対応してお

り，レールに振動を加えたときは，これらのモードが卓越し

て現れるため，測定しやすいモードを与える．そのため，軸

力測定にはこれらの振動モードを利用するのがよいと考えら

れる．



Fig. 4 Standing wave modes

Fig. 5 Influence of stiffness of lateral resistance on relation

between frequency and axial load (mode B, C)

各振動モードを Fig.4に示す．Aの振動モードはレールと

まくらぎとが一体化してほとんどたわみ変形を伴わない振動

である．Bは波長 2Lで，まくらぎ位置を腹として振動する

モードを与える．Cは波長 2Lの下，まくらぎ位置を節とし

て振動するモードであり，通常 pinned-pinned resonance と

呼ばれるものである．

2.5. 道床横抵抗力のバネ定数が分散特性に及ぼす影響

文献 (7) では，レールたわみモード (C)が，まくらぎ位置

を節とするものであるため，道床横抵抗力が軸力-周波数関

係に影響を及ぼさず，さらに軸力の変化に対する共振周波数

の変動幅が比較的大きいため，軸力測定に適しているとの結

論を得た．そこで本研究においても，曲線レールを対象に道

床横抵抗力のバネ定数が共振モードに及ぼす影響をみるため

に，kv=1MN/m，および kv=15MN/mとした場合の解析を

行った．

B,C の振動モード (κL = π) における周波数-軸力関係を

Fig.5に示す．なお，前述の曲率半径の範囲においては，Fig.3

の分散曲線と同様に，いずれも直線軌道の場合と一致する結

果を得た．Fig.4に示した様に，Bの振動モードはまくらぎ

Fig. 6 Curved track model for horizontal vibration

位置が腹となるため，まくらぎ変位を伴う．よって，道床横

抵抗力のバネ定数の影響が周波数-軸力関係において認めら

れる．一方，Cの振動モードは，まくらぎ位置が節となるた

めにバネ定数の影響を全く受けない．よって，曲線レールに

おいても C の振動モードが軸力測定に適していることが確

認できる．なお，軸力がゼロの付近においても，上記のバネ

定数の違いがモード Bによる軸力推定に及ぼす影響は 2MN

程であり，比較的大きなものとなっている．

3. 軸力を受ける曲線レールの調和加振解析

2. では，軸力を受ける無限長曲線レールの波動伝播モー

ド解析を行い，曲率の存在が分散関係に影響を及ぼさないこ

とがわかった．しかし，その軌道モデルは，一定な曲率半径

をもった無限長曲線レールであり，必ずしも実際の軌道を再

現したものとはなっていない．現実には，ある長さの一定曲

率区間の前後に緩和曲線軌道が敷設され，さらにその先に直

線軌道が接続している．また振動応答の測定は，レールを加

振して行う方法が最も一般的であると考えられる．そこで，

この様なより現実に近い曲線軌道モデルを対象に，水平加振

解析を行うことで，本軸力測定法が実際の加振条件下で適用

可能であるか否かについて検討する．

3.1. 軌道曲線部のモデル化

本解析では，緩和曲線等，曲率が一定でない区間を含む

ので，レールを全長に亘り直線はり要素で離散化する．その

際に，レールは Fig.6の様にモデル化する．水平振動に対し

レールとまくらぎは一体化しているものとし，道床からの

抵抗力はレール垂直方向に加えて，レールの軸方向成分も

考慮し，それぞれの方向に線形バネを設定した．これらを

kv(1 + iωg)と ku(1 + iωg)により複素剛性で与え，減衰を導

入した．なお，kv と ku はそれぞれ道床横抵抗力と道床縦抵

抗力のバネ定数，g は減衰係数である．

以上の減衰設定の下で，軌道を有限長で打ち切ったモデル

を用いた．なお，レール端からの反射波の影響が十分小さく

なる様に，軌道長の異なる幾つかの解析結果に基づき，軌道

長を 240mと設定した．

3.2. 解析条件

道床横抵抗力のバネ定数は 2.での解析と同じく 6MN/m，

道床縦抵抗力のバネ定数は 550MN/m，減衰係数 gは 0.05と



Fig. 7 Alignment of curved rail

Fig. 8 Amplitude at the loading point

した (14)．なお，道床縦抵抗力のバネ定数をほぼゼロに近い

値に設定した解析も行ったが，結果には全く影響しなかった．

まくらぎ間隔は L=0.6m とし，レール一本当りのまくらぎ

(1/2 本) 質量を 100kg と設定した．軌道線形は，Fig.7 に示

すように，一定の曲率半径 R を有する弧長 2Ls の単曲線の

両側に，弧長 Lr の緩和曲線と，長さ Ll の直線区間が接合さ

れている左右対称な曲線レールで与えた．

加振位置は，Fig.7に示すように，単曲線の中央とし，当

該位置がまくらぎ支持点間の中央となる様にまくらぎを配

置した．その下で，加振力 F (t) = eiωt を半径方向に作用さ

せた．

なおレールの離散化は，まくらぎ 1区間を 12要素で一様

分割して与えた．

3.3. 直線はり要素を用いた曲線レールモデルの離散化の妥

当性

2.の結果より，通常の軌道における曲率は，当該の動特性

には影響を及ぼさず，実質的に直線軌道と見なしても差支え

ないものと思われる．このことより，直線はり要素を用いて

曲線レールを離散化することが応答に及ぼす影響はほとん

ど無いと考えられる．ここでは，それを実際に確認するため

Table 2 Analytical conditions of curved rails

Ls Lr Ll R (m)

rail a 120 0 0 600

rail b 60 30 30 600

rail c 120 0 0 100

rail d 60 30 30 100

rail e 120 0 0 ∞

Fig. 9 Relation between frequency and axial load

に，円弧ばり要素を用いた場合と，直線はり要素を用いて円

弧レールを離散近似した場合とで解析結果を比較する．軸力

は N = 1MN とし，曲率半径 R=600m の長さ 240m の軌道

モデルを解析対象とした．

レールの共振周波数付近における，加振位置での振幅の変

化の様子を Fig.8に示す．共振時の周波数や振幅はもとより，

その前後の周波数での振幅の変動の様子も完全に一致してお

り，直線はり要素を用いて曲線レールを離散化しても，本結

果には影響しないことが確認できる．

3.4. 曲線レールの軸力-周波数関係

曲線レールの軸力-共振周波数関係について，種々の軌道

線形に対して解析を行った．具体的には Fig.7の設定条件で

Table 2の 5ケースを対象とした．

それぞれの解析において，軸力をN=-5, 0, 5, 10, 15, 17MN

とした場合の共振周波数をプロットしたものが Fig.9である．

破線は Fig.5 の無限軌道における振動モード C の軸力-周波

数関係を示している．いずれのレール線形においても，共振

周波数は一致しており，かつ Cの振動モードの軸力-周波数



関係とも一致を示している．

以上により，本解析においても，実際のレールが有する範

囲内の曲率半径は，軸力-周波数関係に影響しないことが確

認できた．また，実際の軌道を想定し，単曲線の両側に緩和

曲線と直線とが存在する場合の加振応答解析 (レール b,d)も

行ったが，それらが軸力-周波数関係に影響しないこともわ

かった．これらのことは，本研究で対象としたレール振動法

による軸力測定が，レール線形に依らず適用可能であること

を意味している．

4. おわりに

本研究では，軸力を受ける曲線レールの動的問題につい

て解析し，レール曲率が，レールの共振周波数と軸力との関

係に及ぼす影響について調べた．無限長曲線レールの分散解

析から，実際のレールが有する範囲内の曲率は分散関係に影

響せず，まくらぎ位置が節となるレールたわみモードにおい

て，直線レールの場合と一致する軸力-周波数関係が得られ

ることがわかった．

また，曲線レールの調和加振解析においては，一定な曲率

半径を有する曲線レール区間の前後に緩和曲線および直線

区間を設定した，より現実的な軌道モデルを用いた．その結

果，線形によらず同じ軸力-周波数関係を得ることができた．

以上のことより，一般的な線形形状のレールにおいて，レー

ル加振に基づく軸力測定法が原理的に適用可能であることが

わかった．

今後は，共同研究を通して軌道の加振実験を行い，解析と

合わせ本測定手法についてさらに検討を進めるつもりであ

る．
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