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埋め込み境界法を用いた格子ボルツマン法による自然対流解析

NUMERICAL ANALYSIS OF NATURAL CONVECTION WITH

AN IMMERSED BOUNDARY-LATTICE BOLTZMANN METHOD
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We apply the immersed boundary method to the thermal lattice Boltzmann method

to simulate natural convection. The thermal lattice Boltzmann method neglects the

compression work done by the pressure and the viscous heat dissipation in the evolution

equation for the temperature. We utilize the direct forcing method that does not need

to determine free parameters. In the numerical calculation of heat transfer between two

horizontal concentric cylinders, the deviation between the analytical and numerical results

strongly depends on the relaxation parameter. The numerical results of streamlines,

isotherms and Nusselt numbers in natural convection show good agreement with those

of the previous studies. We demonstrate that the IB-LBM with the adequate relaxation

times gives reasonable results for the simulation of flows with heat transfer.

Key Words : Computational Fluid Dynamics, Lattice Boltzmann Method, Immersed

Boundary Method, Natural Convection

1. はじめに

格子ボルツマン法 (Lattice Boltzmann Method, LBM)は，

等間隔のデカルト座標上に配置された粒子速度分布関数に

対する線形な運動方程式から Navier Stokes (NS)方程式の非

線形な対流過程を導出でき，時間と空間に対し 2次精度を有

する高速計算手法として注目されている (1)．埋め込み境界

法 (Immersed Boundary Method, IBM)(2) では，デカルト座

標上に任意形状の境界を設定できるため，IBMを LBMに適

用した Immersed Boundary-Lattice Boltzmann Method (IB-

LBM)の研究が，盛んに行われている (3, 4, 5, 6)．Jeongは，

He によって提案された熱流動格子ボルツマン法（Thermal

Lattice Boltzmann Method, TLBM）(7) に IBM を適用し，

円柱及び角柱周りの自然対流解析を行い，IB-LBMによる熱

流動解析への有効性を示した (6)．本論文では，圧力項と粘性

項がない温度方程式に対応した TLBM(8) に，Direct forcing

methodに基づく IBMを適用し，IB-LBMの熱流動解析への

適用性を検討する．

2. IB-LBM

IBMでは，Fig.1の白丸に示すように構造体の境界面を点

の集合体として近似する．この境界上の点に適切な外力 ~F
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を発生させることにより，NS方程式は構造体の影響を受け

る．Direct forcing methodでは，NS方程式，

∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u = −1

ρ
∇p + ν∇2~u + ~G + ~F , (1)

から外力が計算される．ここで，ρ は密度，~u は流速，p は

圧力，~Gは重力，ν は動粘性係数である．式 (1)から外力は，

~F =
∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u +

1

ρ
∇p − ν∇2~u − ~G

=
~u(n+1) − ~u(n)

δt
− rhs, (2)

のように与えられる．ここで，rhsは，

rhs = −
(
(~u · ∇)~u +

1

ρ
∇p − ν∇2~u − ~G

)
, (3)

を表す．Fig.1 の白丸で表される境界上の点 ~xs においても，

式 (2)が成り立つことから，



Fig.1 A schematic of the immersed boundary-lattice Boltz-

mann method.

~Fs =
~u

(n+1)
s − ~u

(n)
s

δt
− rhss

=
~u

(n+1)
s − ~̃us

δt
+

~̃us − ~u
(n)
s

δt
− rhss, (4)

となる．ここで，添え字 sは ~xs 上の値を表す．δt は時間刻

み幅である．~̃us は，外力 ~F = 0とした NS方程式 (1)を満足

する速度である．~u(n+1) は構造体の速度 ~ud に一致するため，

~Fs =
~u

(n+1)
s − ~̃us

δt
=

~ud − ~̃us

δt
, (5)

となる．温度方程式，

∂T

∂t
+ (~u · ∇)T = χ∇2T + Q, (6)

に対しても，Direct forcing approach が有効であることが，

Wangにより示された (9)．ここで，T は温度，χは熱拡散率

である．NS方程式と同様に，ソース項 Qが無い温度方程式

に対する温度 T̃s と，構造体の温度 T d を用い，境界上の点

~xs におけるソース項 Qs が，

Qs =
T

(n+1)
s − T̃s

δt
=

T d − T̃s

δt
, (7)

より求められる．Qs を補間し，デカルト座標上の値 Qi,j が

求められた後，温度方程式 (6)を計算することで，構造体と

流体間の熱輸送が考慮される．Fig.1の黒丸で示されたデカ

ルト座標 ~xi,j 上の値は，

~Fi,j =

N∑
s=1

~FsD(~xi,j − ~xs) · ∆Vs, (8)

Qi,j =
N∑

s=1

QsD(~xi,j − ~xs) · ∆Vs, (9)

により導出される．ここで，D(~x)はディラックのデルタ関数

を平滑化した関数，N は境界を構成する点の総数，∆Vs は

各点に対する体積（2次元では面積）を表し，構造体が半径

Rの円の場合 ∆Vs = 2πRδx/N で与えられる．本論文では，

D(~x)に次式を適用する．

D(~xi,j − ~xs) = δh

(
xi,j − xs

)
δh

(
yi,j − ys

)
, (10)

δh(z) =


1
2d

(
1 + cos πz

d

)
|z| ≤ d,

0 |z| > d.
(11)

例えば，二重丸で示された ~xs上の値に対し，式 (10)，(11)

は，Fig.1の網掛で示された 2d×2dの領域内に存在する格子

点上の外力とソース項のみが，補間されることを意味する．

式 (5)，(7)により，境界上の外力とソース項を求めるため

には，格子点 ~xi,j 上の流速 ~̃ui,j と温度 T̃i,j から，境界上の

値 ~̃us，T̃s を導出する必要がある．この補間に対しても，式

(10)，(11)の関数D(~x)が用いられる．格子点 ~xs から距離が

d離れた領域に含まれる格子点に対し，

~̃us =
∑
i,j

~̃ui,jD(~xi,j − ~xs) · δ2
x, (12)

T̃s =
∑
i,j

T̃i,jD(~xi,j − ~xs) · δ2
x, (13)

が適用され，境界上の値が補間される．式 (12)，(13)から得

られた ~̃us，T̃s を，式 (5)，(7)に代入することで，境界上の

外力とソース項が求められる．

Pengによって提案された TLBMでは，密度および流速に

対する分布関数 fk と，温度に対する分布関数 gk とが，

fk(~x + ~ckδt, t + δt) − fk(~x, t) = Ωfk(~x, t), (14)

gk(~x + ~ckδt, t + δt) − gk(~x, t) = Ωgk(~x, t), (15)

に従って運動する (8)．ここで， fk(~x, t)と gk(~x, t)は，場所

~x，時間 tにおける離散速度 ~ck に対する粒子速度分布関数を

表す．式 (14)，(15)の衝突項 Ωfk(~x, t)，Ωgk(~x, t) に単一緩和

時間近似を用いる．

Ωfk(~x, t) = −fk(~x, t) − feq
k (~x, t)

τf
+ δtFk(~x, t), (16)

Ωgk(~x, t) = −gk(~x, t) − geq
k (~x, t)

τg
+ δtqk(~x, t). (17)

ここで， τf と τg は緩和時間係数，feq
k (~x, t)と geq

k (~x, t)は

平衡分布関数，Fk(~x, t) と qk(~x, t) は，それぞれ，外力項と

ソース項を表す．密度 ρ，流速 ~u及び，温度 T は分布関数を



Fig. 2 Schematic diagram of whole computational domain

with concentric cylinders.

用い，

ρ =

8∑
k=0

fk, ~u =
1

ρ

8∑
k=0

~ckfk, T =
1

ρ

8∑
k=0

gk, (18)

で与えられる．D2Q9モデルに対する平衡分布関数 feq
k は，

feq
k = ωkρ

(
1 +

3~ck · ~u
c2

+
9(~ck · ~u)2

2c4
− 3~u · ~u

2c2

)
, (19)

である．ここで，cは離散速度の大きさを表し，格子間隔 δxに

対し δx = cδtの関係がある．ωkは重み係数を表し，ω0 = 4/9，

ω1,2,3,4 = 1/9 ，ω5,6,7,8 = 1/36 である．温度に対する平衡分

布関数 geq
k は，

geq
0 = −2ρT

3

~u · ~u
c2

, (20)

geq
1,2,3,4 =

ρT

9

(
3

2
+

3~ck · ~u
2c2

+
9(~ck · ~u)2

2c4
− 3~u · ~u

2c2

)
, (21)

geq
5,6,7,8 =

ρT

36

(
3 +

6~ck · ~u
c2

+
9(~ck · ~u)2

2c4
− 3~u · ~u

2c2

)
, (22)

で与えられる．

Chapman-Enskog 展開を適用することにより，式 (14) か

ら連続の式 ∇ · ~u = 0 と，NS方程式 (1) が，式 (15) から温

度方程式 (6)が，それぞれ，導出される．圧力，動粘性係数，

熱拡散率は，それぞれ，p = c2ρ/3，ν = c2(τf − 0.5)δt/3，

χ = 2c2(τg − 0.5)δt/3 で与えられる．

式 (14)に付加される外力項 Fk は，重力 ~Gを含み，

Fk = ρ
3

c2
ωk~ck · ( ~G + ~F ), (23)

で与えられる．この外力項Fkは，
∑8

k=0 Fk = 0，
∑8

k=0 ~ckFk =

ρ( ~G+ ~F )の関係を満足する．IB-LBMにおける式 (23)の外力

25 30 35 40 45 50 55 60

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 x

 T
/T

0

 ×

 °
 •

 : Analytical solution

 : Numerical solution, τ
g
 = 1

 : Numerical solution, τ
g
 = 2

 : Numerical solution, τ
g
 = 5

Fig. 3 Profiles of the temperature at the horizontal central

plane y = 100δx.

項の有効性は，Fengによる剛体球の沈降の計算によって実証さ

れた (3)．式 (15)に対するソース項 qkに対し，
∑8

k=0 qk = ρQ，∑8
k=0 ~ckqk = 0の関係を満足する最も簡単な式を用いる．

qk =

{
ρQ, k = 0,

0, k = 1 − 8.
(24)

埋め込み境界法を適用した熱流動格子ボルツマン法のア

ルゴリズムは，以下のようになる．

Step 1. 式 (19)-(22)に，初期条件 ρ
(1)
i,j，~u

(1)
i,j，T

(1)
i,j を代入し，

f
eq(1)
k ，g

eq(1)
k を求める．分布関数の初期条件を f

(1)
k =

f
eq(1)
k ，g

(1)
k = g

eq(1)
k によって与える．

Step 2. 式 (14)，(16)，(23)に対し，~F = 0とし，f̃
(n+1)
k を

計算し，式 (18)から ρ
(n+1)
i,j ，~̃u

(n+1)
i,j を求める．

Step 3. 式 (15)，(17)，(24)に対し，Q = 0とし，g̃
(n+1)
k を

計算し，式 (18)から T̃
(n+1)
i,j を求める．

Step 4. 式 (12)，(13)を用い，~̃u
(n+1)
i,j ，T̃

(n+1)
i,j から境界上の

速度 ~̃u
(n+1)
s と温度 T̃

(n+1)
s を補間する．

Step 5. 式 (5)，(7) より，境界上の外力 ~F
(n+1)
s とソース項

Q
(n+1)
s を求める．

Step 6. 式 (8)，(9)を用い，~F
(n+1)
s ，Q

(n+1)
s からデカルト座

標上の ~F
(n+1)
i,j ，Q

(n+1)
i,j を補間する．

Step 7. Step 6 で求めた ~F
(n+1)
i,j ，Q

(n+1)
i,j ，および， ~G を式

(23)，(24)に代入し，

f
(n+1)
k = f̃

(n+1)
k + δtF

(n+1)
k , (25)

g
(n+1)
k = g̃

(n+1)
k + δtq

(n+1)
k , (26)

を計算することで，f
(n+1)
k ，g

(n+1)
k を更新する．

Step 8. 1タイムステップ δt 進め Step 2に戻る．

3. 数値計算



(a) Streamline (b) Isotherm

Fig. 4 Streamline and Isotherm for Ra =5 × 104, Pr =0.7,

Ro/Ri = 0.8.
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Fig. 5 Temperature distribution between the two cylin-

ders. The solid lines represent the present numerical so-

lutions. The symbols (•) represent the results from Kuehn

and Goldstein(10).

緩和時間係数 τg による，温度方程式 (6) の計算精度への

影響を検証するため，Fig.2に示される同心二重円筒間の熱

伝導問題を計算する．半径が Ro，温度が To の外円と，半径

が Ri，温度が Ti の内円に対し，式 (6)に対する厳密解 T̂ は，

T̂ (R) =
To log(R/Ri) − Ti log(R/Ro)

log(Ro/Ri)
, (27)

で与えられる．計算領域は 200δx × 200δx，Ri = 40δx，Ro =

70δx，~G = ~0，Ti = 1，To = 0，δx = δt = c = 1とし，緩和時

間係数 τg を変更した場合の，y = 100δx の断面における温度

分布を Fig.3に示す．×，◦，•は，τg = 1，τg = 2，τg = 5に

対する計算結果を，実線は，式 (27)の厳密解を表す．収束判

定条件は，max|T (n+1) −T (n)| ≤ 10−8を用いた．なお，本論

文中の全ての計算で，円を構成する点の総数は N = 720，デ

ルタ関数を平滑化するスケールは d = 2.0δxとする．IB-LBM

では，境界による影響を考慮しながら，円筒内および周囲

固体壁内部も含めた全ての計算領域に対して，式 (14)，(15)

による流速および温度の計算が行われる．Le(5) によって示

された流速の歪みと同様に，温度分布に対しても，緩和時

間係数 τg が増加するにつれ，境界近傍で歪みが発生してい

Fig.6 Schematic diagram of the annulus between concentric

circular and square cylinders.

る．Leは IB-LBMの計算条件として τf < 2を提案しており，

IB-LBMによって熱流動解析を行う場合も同様に，緩和時間

係数 τg を小さくする必要がある．

次に，ブジネスク近似 ~G = (0, βG(T − Tm))を用い，同心

二重円筒間の自然対流解析を行う．ここで，βは体積膨張率，

Gは重力加速度の大きさ，Tm は基準温度を表し，Tm = 0.5

とする．格子点数を 257 × 257，外円の半径を Ro = 104δx，

内円の半径を Ri = 40δx，内円の温度を Ti = 1，外円の温

度を To = 0とする．ここで，境界上の計算精度を向上させ

るため，Multi-direct forcing method(9) を採用した．Multi-

direct forcing method で用いられる繰り返し計算回数は 20

回とした．また，境界上で流速および温度の歪みが発生し

ないように，τf，τg を以下の手順で決定する．Jeong(6) に

よって示されたように，代表速度 U0 =
√

βG∆TH の関係か

ら，ブジネスク近似に必要な βG = U2
0 /∆TH が得られる．

ここで，∆T = Ti − To = 1，代表長さ H = Ro − Ri である．

本計算では，圧縮性誤差の影響を受けないように，マッハ数

が Ma < 0.3 を満足する代表速度 U0 = 0.1c を用いる．な

お，音速は cs = c/
√

3である．代表速度 U0 と，プラントル

数 Pr，レイリー数 Raとを Pr= ν/χ，Ra= βG∆TH3/νχ =
√

βG∆TH)2H2Pr/ν2 に代入すると，動粘性係数 ν と熱拡

散率 χ が与えられる．ν = c2(τf − 0.5)δt/3，χ = 2c2(τg −
0.5)δt/3を用い，緩和時間係数 τf = 3U0H

√
Pr/(c2δt

√
Ra)+

0.5，τg = 1.5U0H/(c2δt

√
PrRa) + 0.5 が得られる． 以上の

手順に，Pr = 0.7，Ra = 5 × 104，H = Ro − Ri = 64δx，

U0 = 0.1c の計算条件を適用した場合，緩和時間係数は τf =

0.5718，τg = 0.5513 となる．定常状態における流れ関数と

温度分布を Fig.4に示す．収束判定条件は，

max|(|u|n+1 − |u|n)| ≤ 10−8, (28)

max|T n+1 − T n| ≤ 10−8, (29)

とした．Kuehnによる計算結果 (10)とぼぼ等しい分布をFig.4



(a.1) R/L = 0.1 (a.2) R/L = 0.2 (a.3) R/L = 0.3

(b.1) R/L = 0.1 (b.2) R/L = 0.2 (b.3) R/L = 0.3

Fig. 7 (a) Streamlines; (b) Isotherms (Ra = 103).

(a.1) R/L = 0.1 (a.2) R/L = 0.2 (a.3) R/L = 0.3

(b.1) R/L = 0.1 (b.2) R/L = 0.2 (b.3) R/L = 0.3

Fig. 8 (a) Streamlines; (b) Isotherms (Ra = 104).

は示す．Fig.2に示される角度 θによる温度分布の変化をFig.5

に示す．実線は本計算結果を，• は Kuehn の計算結果であ

る．θは y軸の正の向きを 0度，x軸の正の向きを 90度とし

た．本手法による計算結果は，Kuehnの結果に対しやや低い

値を示すが，各角度において定性的によい一致を示す．以上

から，IB-LBMがブジネスク近似を用いた自然対流解析に適

用可能なことが明らかになった．

最後に，円柱周りの自然対流解析を行い，温度分布，流

速分布，およびヌセルト数について検証する．Fig.6に示す

ように，領域の中心に高温の円柱 (Th = 1) を置き，正方形

の境界を低温 (Tc = 0) に設定する．圧縮性誤差と緩和時間

係数に注意し，緩和時間係数 τf，τg は前記と同様の手順で

与える．浮力はブジネスク近似で与え，格子点数と代表速

度は，Ra = 103 に対し 101 × 101，U0 = 0.01c，Ra = 104

に対し 151 × 151，U0 = 0.02c，Ra = 105 に対し 201 × 201，

U0 = 0.05c，Ra = 106 に対し 251 × 251，U0 = 0.1cとする．

プラントル数は参照解 (6, 11, 12) と比較するため，Pr = 0.71

である．定常状態に対する収束判定条件には，式 (28)，(29)

を用いる．円柱には IBMを適用し，正方領域の境界条件に

は，Zouによる非平衡分布関数に対するバウンスバック・ス

(a.1) R/L = 0.1 (a.2) R/L = 0.2 (a.3) R/L = 0.3

(b.1) R/L = 0.1 (b.2) R/L = 0.2 (b.3) R/L = 0.3

Fig. 9 (a) Streamlines; (b) Isotherms (Ra = 105).

(a.1) R/L = 0.1 (a.2) R/L = 0.2 (a.3) R/L = 0.3

(b.1) R/L = 0.1 (b.2) R/L = 0.2 (b.3) R/L = 0.3

Fig. 10 (a) Streamlines; (b) Isotherms (Ra = 106).

キーム (13)，fneq
α = fneq

β ，gneq
α − c2

αfneq
α = −(gneq

β − c2
βfneq

β )

によって温度と流速を設定する．ここで，α，βは，~cα = −~cβ

の関係を満たす逆向きの離散速度方向を表す．計算領域の

幅 Lと半径 Rとの比による，流れ関数と温度分布の変化を

Figs.7-10 に示す．本手法により得られた温度および流れ関

数は，Moukalled(11)や Shu(12)によって示された計算結果と

よい一致を示す．ヌセルト数 Nuは次式で定義され，nは円

柱表面に対する法線方向，W は円柱周りの長さを表す (14)．

Nu = −∂T

∂n

∣∣∣∣
wall

, N̄u =
1

W

∫ W

0

Nu ds. (30)

∂T/∂nを計算するため，Fig.6に示す円柱から δx離れた点

上の温度 T1と，2δx離れた点上の温度 T2とを，式 (13)によっ

て補間する．円柱を構成する 720 点全てに対し，∂T/∂n ≈
(−T2 + 4T1 − 3T0)/2δx の 2 次精度片側差分近似によって

∂T/∂n を計算し，平均ヌセルト数を求める．表 1 に平均ヌ

セルト数をまとめる．Moukalled(11)，Shu(12)，Jeong(6) の

参照解とほぼ等しい結果が，IB-LBMにより得られることが

分かる．



Table 1 Comparison of surface-averaged Nusselt number.

Ra R/L Present Ref.[11] Ref.[12] Ref.[6]
103 0.2 3.370 − − 3.399

0.1 2.167 2.071 2.08 −
104 0.2 3.405 3.331 3.24 3.412

0.3 5.703 5.826 5.40 −
0.1 3.965 3.825 3.79 −

105 0.2 5.147 5.08 4.86 5.176
0.3 6.603 6.212 6.21 −
0.1 6.406 6.107 6.11 −

106 0.2 9.388 9.374 8.90 9.171
0.3 12.33 11.62 12.00 −

4. おわりに

Direct forcing method に基づく IB-LBM を用い，同心二

重円筒間熱伝導問題の計算を行い，緩和時間係数が増大する

につれ，境界近傍で温度分布の歪みが発生することが示され

た．IB-LBMにより熱流動解析を行う場合，二つの緩和時間

係数を適切に設定する必要がある．境界の歪みに対する解決

法として，デルタ関数に対するスケール d を大きくするか
(5)，Implicit Velocity Correction Method(15) の適用が考え

られる．ただし，一般に LBMで τ > 1が用いられることは

なく，IB-LBMにおいて τ に対する条件が問題になることは

ほとんどない．同心二重円筒間の自然対流解析における流れ

関数と温度分布は，Kuehnによる計算結果 (10)と等しい結果

が得られた．円柱周り自然対流解析を行い，円柱半径を変更

した場合の温度分布，流れ関数分布，円柱上の平均ヌセルト

数は，参照解 (6, 11, 12)とよい一致を示した．以上より，自然

対流解析に対する IB-LBMの有効性が実証された．今後，熱

輸送を考慮した粒子の沈降の計算を行う予定であるが，参照

解と等しいレイノルズ数 Re=40.5，グラスホフ数 Gr=4,500

の計算条件を用いるためには，数値的安定性の問題を解決し

なくてはならない．固液界面に生じる流体の漏れの問題 (15)

や，粒子内部の流体による粒子運動への影響 (16) を考慮し，

数値的安定性および計算精度を向上させる予定である．本研

究は，科学研究費（No.20560150）の支援のもとで行われた．

ここに謝意を表する．本研究の実施に当たり，大変貴重なご

意見を頂いた東京工業大学高橋亮一名誉教授，富山大学竹越

栄俊名誉教授，富山大学奥井健一名誉教授に深謝する．
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